un 


r^.^'''Mr.-l1t^. 


:  Tf' 


^-i^X 


^;.f 


.  >  '  v'     ^  ■  ^< 


\.^U 


^y-Nf^-jT' 


i:>i> 


■%^?w?rr 


^ 

!>/' 
k 


~^-v 


1 


t 


/^ 


V 

^     V 


V 


-^ 


f 


V 


'^ 


X 


/ 


l 


\ 


7 


(EliVKKS 


DE  LAliRANGE. 


IMPKIMIKIK   DK  (.^1  I  HIHR-Vri.l.ARS,  SUCCESSKl  H   DE   M  AI  l.k  I -BAt.HKI.II'li, 
Kiie  de  Seine-Saiot-Germain,  lo,  près  l'Institut. 


\ 


>e 


f- 


mvmmvwvBawHimiiinfflmiiiHBmtHWiimii 


GAUTIIII-P    Yll.l.AHa.iMiicur 


timmmmmfmm. 


ih    ^  r.i.rdnn   ,line  Pin-. 


(EL  MIES 


M  E\(iH\MiE, 


•  PI  ULIKES    PAU    LKS    SOINS 

DE   M.  J.-A.  SEIIHET, 

sous    LES    ADSPICKS 

l)K   SON    KXCKLI.Ii.NCK 
LK   MIMSTKK    DK    l/l  NSTRUCTION    PUBl.lQl  K 


TOME   UUATHIÈME. 


^.^0L 


^.^^^ 


^57^^,^ 


PARIS, 


(m  rHIER-\  lUARS,   IMPKIMKl  IM.IIiK  \IMK 

DK    LCCOLK    IMPERIALE    PO  L  YT  ECU  M  Ol  E,    Dl     lU  K  E  A  I     Dis    ioMIIIPES 

SUCCESSEUR  DE  MALLET-HACIIELIEU . 

(Juai  dos  Auguslins,  55. 

M  DCCC  L\I\ 


3 

Las 

(§67 


/« 


IM'UXIKMIÎ  SECTION. 


SUITE.; 


MKMdIlUîS 


l-.XTUAlïs    m.: 


RECUEILS  DE  L'ACADÉMIE  HOVALE 

DKS   SC.IE.NCKS   l'T   BEI.I.KS-l.i: ITIUS 

l)K    IJKHLIN. 


SUK    LKS 


l\TK(il!ALi:S    l'AliTICILIËIM'S 


KOI  ATIIAS  llim-liliNTlKLI.KS. 


srn  i.i'S 


INTÉGUALKS  P\  KÏICl  LlftllES 


ÉUI MKINS  MIFKKUENTIELLES^*». 


[Noiivi'riii.r  Mt'iiiniies  de  VAcmlcniie  royale  des  Scierirex  et  Ilcllr\- Inities 
de  Berlin,  année  I774-) 


Dans  un  Moinoire  de  feu  M.  (^laii'niil,  imprimé  parmi  ceux  de  l' Ai  adc- 
mio  (les  Sciences  de  Paris  poni'  l'année  \';\\,  on  ti'onve  celle  rciiiai(|iie 
singulière,  ([u'il  y  a  des  eiiiialidus  dill'erenrudles  (|n'(in  peul  iiili'i^icr  par 
la  dill'erenlialion,  el  ([ue  les  iulégrales  trouvées  de  la  sorte  ne  son!  jamais 
com|)rises  dans  les  intégrales  compli-tes  ([ue  donnent  les  règles  ordinaires 
de  l'intégration,  (nn)i(|ne  d'ailleni's  ces  nu'mes  intégi'ales  salislassenl  aux 
é(|uations  dillérenlielles  |)ro|)osées  el  résolvent  très-bien  les  l'rolili'ines 
gé()métri(|nes(|ni  conduisent  à  ces  é(|uations  voyez  les  MemoircsiU'  \']i.'i, 
pages  20()  el  suivantes). 

.M.  Euler  a  mis  ensuite  ces  deux  espi'ces  de  paradoxes  dans  un  pins 
grand  jour,  el  il  les  a  confirmés  par  dill'erenls  l'ixeniples  tirés  de  l;i  (icn- 
nu'lrie;  c'est  le  sujet  d'un  MeniDire  donne  à  celle  Aendeuiie  el  inipriiiie 
dans  l(!  volume  de  lySG  sons  le  titre  iV K.iiiosilion  de  (/iiclt/iics  /JitnK/o.rcs 
dans  le  Ccikid  inlc^ral.  (lo  grand  (léomi-lre  avait  aussi  dejii  r<'mai'<|u<'. 

(*)  Ce  Mémoire  a  été  lu  dans  les  Assemblées  du  12.  octobre  et  <lu  y  novembre  1775. 


c.  s[  it  i,i:s  iNTi:(;itAr.r.s  i' mîticiiikiies 

(hmssa  Mecdnit/iic,  (|ii"il  \  ii  sdiivciit  des  soliilidiispiMticulii'i'CS  (|ui  (■cliap- 
pciit  il  la  soliilidii  j^riit'ialc,  l'I  il  avait  mt-iiio  doniH-  une  roriiiulc  pour 
liiiiivcr  ii's  soliiliiins  |i;n  liciiiii'ics  dans  un  i;ianil  n^ndirc  de  cas  froye; 
Mcc/mnicd.  lonic  il.  Aili(dcs -268  ,  303,  335;:  mais  ni  M.  Chiiranl  ni 
M.  lùilci'  n'avaient  encore  chcr'clié  les  moyens  de  reconnaître  à  pnori  si 
nne  é(|iiation  Unie  cpii  satisfait  ii  une  éciuation  didérentielle  donnée  est 
cDUipiise  on  iKin  dans  l'inlej^i'ale  conipli'le  de  celte  é(|iiation  difTéren- 
lielic,  sans  coiinaitce  cette  intégrale. 

Ce  Froldi'nie,  (|ni  est  d'une  grande  iinpoilauce  dans  la  Théorie  du  Calcul 
intégral,  a  depuis  clé  résolu  par  M.  iùiler  dans  le  |)ren)iei'  volume  de  son 
Calcul  intégral.  M.  d'Alcnilicrl  s'en  est  occupe  aussi  et  en  a  rendu  la  so- 
lution plus  rigoureuse  et  plus  générale  dans  les  Mémoires  de  l' Académie 
des  Sciences  de  Paris,  année  1 7G9  {voyez  pages  84  et  suivantes).  On  trouve 
de  plus  (pnhiucs  primipes  généraux  sur  le  même  sujet  dans  les  Ouvrages 
de  >[.  le  Marijuis  de  (londorcet  {voyez  son  Calcul  intégral,  page  G7,  les 
Mémoires  de  Turin,  tome  l\ ,  pages  7  et  suivantes^.  Enfin  je  viens  de  lir'e 
un  Mémoire  sur  les  solutions  particulières  des  équations  différentielles.  (|iie 
M.  de  Laplace  a  donne  depuis  peu  ;»  l'Académie  des  Sciences,  et  ipii  doit 
|)arailre  dans  le  volume  de  177'^,  mais  dont  l'Auteur  a  bien  voulu  m'eu- 
vo\cr  d'avance  un  e\eni|ilaire  imprimé.  Dans  ce  Mémoire,  M.  de  l.apiace 
pcrrectioune  et  étend  [dus  loin  la  théorie  déjii  connue  des  solutions  par- 
ticnlii'res.  et.  ce  que  personne  n'avait  encore  l'ait,  il  donne  des  UH'thodes 
poui-  IroiiMM'  dirccicmciil  loiilcs  les  sululions  pai iiciiliiTcs  (|ui  |icu\fn( 
satisfaire  ii  une  éijuatiou  dillerentielle  donnée,  et  (|ui  ne  seraient  point 
com|)rises  dans  la  solution  générale  de  cette  é(juati(m. 

Ottr  Ici  Inre  a  réveille  d'anciennes  idées  ([ue  j'avais  sur  la  nu'Miie  ma- 
tière et  a  occasionne  les  iccherclies  suivantes,  dans  les([U(dles  je  me  ilatte 
de  pouvoir  présenter  aux  Géomi'tres  une  Théorie  nouvelle  et  eoniplèle  sur 
le  iiniiil  d' \n;d\-r  diuit  il  s'anil. 


DES  ii(jiiMioNs  nu  l'KKKN  rii:i.Li:s.  - 

Artic.i.I':  I".  —  Des  intégrales  parliciflières  des  ('(jiKitions  diffé- 
rentiellcs  du  premier  ordre  ii  deux  variables,  cl  de  Ut  inainrrc 
de  les  dcduire  des  intégrales  cot/iplètes. 

I .  J'oiUcnds,  en  p,('Mir'i';il,  |)nr  intri,M'alc  comijli-tc  d'une  ('qualinn  diHV'- 
rciilicllc  (lu  |tri'nii('i'  diilii'.  iiiic  (■(|iiariiiii  l'mic  (|ni  salisl'ail  ii  (cllc  ('(iiia- 
tidii  (liUcriMiticlIc  cl  (|iii  iciil'criiif  iiiic  (•(mslaiilr  arl)ilrairc;  si  l"iiii  (Imiiir 
il  celle  conslaiile  une  valeur  (lélcrunnce,  riuléi;ralc  deviciil  alors  iiiconi- 
[ili'tc.  |)aicc  (|u'cllc  ue  rcnCcrnie  plus  de  ((Uislautc  :ii  liilraire;  niais  clic 
sera  loujoui's  coiupi'isc  dans  riulei;i-alc  cniii|ilele.  Les  iule^iales  iiailii  li- 
tières dont  nous  allons  Irailcr  ici  soril  celles  iiiii,  ne  reul'eiiuaiit  poinl  île 
conslanlc  arbitraire,  ne  soûl  pas  non  plus  coiii|iiises  dans  Tiuleisialc 
complète,  et  par  cons(k|uenl  éclnippeiil  ii  l,i  uiclliodi'  ordiunire  d'inle- 
gralion.  Par  exemple,  rintéi^rale  com|tlèle  de  l'éipiation 

X-  i/x  -+-  y  dy       dy  <^x^  -+-  y-  —  i- 
esl  

\/x''  -+-  y'  —  h'  ---  y  -h  a, 

ou  liiell 

X-  —  2  ay  —  «'  —  />^  —  o, 

a  étant  une  ciuistante  arbitraire.  Si  l'on  doniiail  ;i  a  une  valeur  déter- 
minée (|uelcunque,  comme  si  l'on  Taisait  a-    SU,  on  aurait 

x"-  —  ()/<)■       ro  /('       o, 

([ni  sérail  une  intégrale  iucompli'le;  mais  ré(|ualion  piecedeiile,  maillé 
la  constante  arbitraire  r/,  n'est  pas  la  seule  éiiualinii  liiiie  ipii  salislasse 
il  ri'iiualion  diUéi'enlielle  proposée;  car  il  est  aisé  de  voir  (|ue  l'eipialioii 

x^  -+■  y'  —  b-  —  o 

y  satisfait  aussi,  équation  (|u'oii  voil  hien  n'être  pas  coiiipiise  dans  celli- 
lii,  puis(iue  l'iMie  est  ii  un  cer(  le  dont  le  rayon  est  ù,  et  l'autre  csl  ii  nue 
[jai'alioje  ;i\;int  j.d  pour  paraiiii'ti'e. 
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.>■•  -■    1-  —  /)•    .    o 
sci'ii  duiu'  uiU'  iuli'iiiali'  iiailiciiliiTc  dv  rcqualioii  dillciciiliollo 

X  dx  -t  ydy  —  dy  y'x'  -i-  _>'  —  b-  ; 
on  lioiivcra  de  iiu-mt;  (|ue  l'i-quation 

^.1  _^.  ,.i  _    /,:  _-  ,, 

psl  l'intégrale  pailiciilièic  de  recjiialiuii  ditlt  reiiliclle 
rdx  —  .r(/)'       6  \  rf^-'  +  </r', 

(Idiil  l'iiilégralr  ((Uiiiilète  est 

r  —  rt.f  —  /(  \  I  -+-  rt-, 

ff  élaiil  la  coiistaiile  arbitraire.  Il  en  est  de  même  d'une  intinite  d'antres 
e(|nations  différentielles  qui  admettent  des  intégrales  partieulii'res.  les- 
(inelles  ne  sauiaient  élre  eumprises  dans  les  intégrales  eompléics  de  ees 
é(iualions. 

2.  Alliés  nous  être  assurés  à  posteriori  de  l'existence  des  intégrales 
parliculii'ies,  elierehons  maintenant  à  priori,  et  d'après  les  seuls  prin- 
cipes du  (ialciii  inlegral,  (pielle  est  l'origine  de  ees  suites  d'iulegrales. 

l'nur  eonsiderei'  les  ilioses  d'une  manière  générale,  suil 

Z    -  o 

une  équation  diiVérenlielle  quelconque.  Z  étant  une  fonction  de  .r,  jet 
de  -T^:  supposons  (|ue  l'intégrale  complète  de  cette  é(|uatiun  suit 

^■  -  o. 

V  étant  une  t'onclion  de  o-,  j' et  d'une  conslanle  arliiliaiie  ^/  (|ui  n'entre 
point  daii^  la  IniHiion  Z,  et  voyous  comment  celle  e(|uali()n  \  -  o  satis- 
i'ail  a  re(|iialion  dilleiciitielle  Z  =  o. 
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I,'('(|ll;itii)|i   \         (),  f'Iiiill  irillcicillirc,  (liilllH-  ccllc-i'i 


(/)■        /)(/>  ,       iiil  liirll 


/' 


Ml  /i  i->{  une  Idiiclioii  II  nie  (le  .r,  >'  cl  a;  jiuis  (lune  (|  ne  ces  deux  (''(iiiiiliini.s 


V  -—  o      cl      -i «  —  o 

ont  lien  en  inciiie  leMi|is,  un  penl  en  éllininer  l;i  (|ii;inrilc  a,  cl  l'on  iiiini 

une  c(|ii;ili()ii  entre  .r,  y  cl     :-  uii  a  ii'cntreia  pins,  cl  (\\\\  ;inr;i  dmie  lien 

CM  mèiiic  lcin|)s  ([lie  ré(|u;ilion  finie  \'  -  o;  ce  sera  (l(Uic  iiecessuireineiil 
r«''(|n:iti()ii  Z  =  o. 

I)'(u'i  l'on  peiil  ((iniliire  (pie,  si  \' =  o  est  riiitci^iale  eoinpli'le  irmic 
c<|Ualiuii  diUerentielle  du  premier  oi'dre  Z-  o,  ((dle-ci  ne  peu!  être 
autre  chose  (jne  le  icMillal  de  ridiinination  de  la  cDiislanle  ailiilraire  a, 
à  l'aidi'  des  deux  ecpiatioiis  \  —  o  et   t/y  -  -  /)f/.i-. 

Ainsi,  r(''(inatioii  linic 


—  art)-  —  a-  —  6'  =  o 


dunne  jiar  la  dillerenliatioii 


tdiniinaiit  a,  on  aura 


dy 
dx 


dy X 

dx        a  ' 


-.T'.-t-  v-^'  +  .r'  —  ''' 


ce  (jui  .se  rcdiiil  ;i 


xdx  +  ,)■(/)•  =  dj-y/x'  -i- y''  —  h'; 


par  coiisc(Hieiil,   re(iiiatiini  ci-dessiis  sera   riiitei;rale  (diiiplele  de  eeiii' 
(■'(piation  diUerentielle.  a  elaiil  la  eonstante  arbitraire  flj. 

;$.    Mainleiiant,    puis(pie    re(piatioii    dirterentiidle   Zo   r(''sulte  des 
deux  eipiations  V    -  o  et    -        -  n,  rii  (diiiiiiiant  la  eonstante  a.  il  e-.|  vi- 

n. 
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sililc  (|nt'  rmi  :iiiiM  liMijniMs  |;i  mi'iiic  i'i|U;ilioii  Z  =  o,  (|iu'llt'  iilic  sdil 
la  valeur  de  la  (|Maiititc  <i  (|ii'oii  ilml  (ruiiinrr;  ainsi,  (|iiaii(l  même  ifllc 
(|iianlilé  ne  serait  |)as  (•(Mislaiilc.  (uiniiir  mi  l'a  siippDsé  jiis(iti'l(i.  il  csl 
chiir  i|iic  ri'i|iialion  linic  V  r=  o  satisl'era  Imijoiirs  ii  rc(|iiariiiii  ditTiTcii- 
licllc  Z  -:  II,  |Miiii  VII  i|iii',  |)ai'  la  (liriV'rriiliarmii  ilr  rciiiiatiiui  \'  -  n,  on 
ait  Oiîali'llli'llt.  ilali>  le  ras  de  d  \alial)lc.  (/v  ~-  pt/f.  Or,  cil  taisant  varier 
dans  l'équation  V  ^  o  les  (|iiaiititcs  ,r.  i et  ^/ ii  la  l'ois,  il  est  clair  (jii'on 
aura  cette  (Mjiialion  (lirCcrciiticllc 

/M't  (/  ctaiil  (les  ridictions  de  .r,  >-et  (t  ;  et  l'on  voit  (|ne.  pour  (jue  cette 
e(|i)ati()n  se  réduise  à  ay  =  pdi',  coiiiuie  dans  le  cas  de  a  coustaiile,  il 
n'y  a  <|u";i  sii|)|ioscr  la  (|uantite  r/  éi;ale  ii  zéro.  Faisant  donc 

q  =  o, 

on  aura  une  équation  par  hKjuelle  on  pourra  déterminer  la  valeur  de  « 
en  a:  et  r.  cl  cette  valeur  de  a  étant  ensuite  substituée  dans  l'é(iuation 
tinie  V  =  o,  cette  e(|iiatioii  satisfera  eiu'ore  ii  ré(|uation  dil'i'erenli(dle 
Z  =f),  et  en  sera  mie  intei;rale  particulii'ie, 

4.   (".oinnie  eu   l'aisaul  varier  à  la  t'ois   les  (|uautités  x,   v  et  a  dans 

ré(|ualion  V  =  o  on  a 

(/)■  =  p  dx  -+-  (]  (lu, 

on  aura,  en  l'aisaul  varier  sciilemeiil  >■  et  «. 

.dy  —  qda. 


et  par  cousé(|ueiil 


dy 

l'-drr 


donc  si  V  =  o  est  riutégralc  conipli'te  iriiiie  e(|uatioii  diri'ciciiliclle  du 
|)|-einier  (u'drc  Z  —  o,  et  (|ue  a  soit  la  constante  ai'liitrairc  iiilroduile  pal' 
l'iuteiiiatioii  :  (|u'oii  lasse  varier  dans  re(|iiation  ^' =  o,  >' et  ^/,  et  qu'on 

dr  ,        ,  ,  ,  ,  , 

su|)pose  ensuite    .—  =  o;  (pi  ou  dcteriniiie  a  par  le  iiiovcu  de  celte  iMpia- 
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lion,  et  (lu'dii  suhstiliic  s:i  valeur  diiiis  rintôgriil*'  coinpli-le  V  =  o,  on 
i)icii,  ce  (|iii  fcvifiil  :ui  mciiic,  i|ii'oii    i  liiniiir  d  \v.w  Ir  imiyu  des  deux 

(■(iiiiilioiis  V-  —  o  «'l    V  — (),    on  ;inr;i   iinr    iiilci;i;ili'    |i;ii  liciirn'ir  de   l:i 
'  du 

\\\v\\\v  (■(inatidn   dilTcicnliidli'   Z       o.  Si  riM|ii;ili(in  '.     -<•  iciircnnc  l;i 

(|ii;inlilc  a  nu'lcc  avec  les  vaiial)lcs  a-  cl  j,  alors  la  valfur  df  (<  liirc  de 
d'Ile  r(|Malion  sera  nnc  l'onclion  des  mêmes  variaMes;  |)ar  consetiiienl 
l'inléiil'ale  iiarliciirn'ic,  (|lli  lesilllera  de  la  sillislilillioli  de  celle  valelll' 
de  a  dans  re(|ualion  \  <>.  sera  neeessairemeni  dlITiTeiile  de  rinle;4iali' 
eomplèlc  V  —  o,  dans  la(|iielle  n  esl  su|)|)osée  eonslanle. 

,.     •  1  1-  '/'■  r  I 

.Mais   il   peut   aiiiver,  ou  (|ue    leijiialiou  -;    =0  ne   renleiiiie  (iiie   la 
■  '  '  (lu 

quanlile  11  avee  des  eonslanles,  mais  sans  .r  ni  y\  on  {[IH'  celte  é(|narK>ii 

lie  lenlernu'  qnc  x  el  y  sans  a.  Dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  a  sera 

neeessairemeni  constante;  ainsi  il  n'y  aura  point  alors  d'intégrale  parti- 

oulii-re  pi'o|iremenl  dite. 


Dans  le  second  cas,   1 


,h- 


edualiiin 


o  sera  (dle-mèuie   une  iuléi;i;de 


do  la  proposée;  mais,  [)our  [lonvoir  juger  si  c'est  une  inlci^rale  jiaiti- 
culière  ou  non,  il  faudra  ctHuhiner  celle  é(|natioii  a\cc  re(|iialioii  \  r  -  o 
en  éliminant  x  ou  y,  et  \oir  si  la  resnilante  donne  a  variaide  ou  con- 
stante. S'il  ariivail  (lue  la  valeur' de  (/  demeurai  indéterminée  ou  ^-1 
1  o 

ce  serait   une   mar(|ue  ipie  l'eiiualion   -r- =  o  est  un    l'acleni-  dt'  l'etiua- 

tion  V  =  o,  indé|)endaul  de  la  constante  ari)itraire  (/.  et  pai'  consecjueul 
étranger  à  réqnalion  dilTercntielle  Z  --  o. 

An  reste,  si  l'équation  s    ~-^  o  avait  des  iacleiirs,  il  faudrait  aiipruiucr 
'  (1(1 

à  chacune  des  écpiatious  (|ui  eu  résulleiaieiit  ce  (|Ue  n(Uis  vcmuis  de  dire 

.     ,     I  ,.  ,.        (/)■ 

en  ^enei"il   sur  I  e(|nalnin  -;—=(). 
'  (la 

5.    Si,  au   lieu  de  l'aire  \arier  v  et  </ dans  re(|ualioii   \        o,  (Ui  \   l'ait 


varier  x  et  «,  et  (|u  on  suppose  -r^  =  o,  cette  equatum,  traitée  cou 
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rc(|ii;iH(iii    7  -  ^  (),  servira  aussi  ;i  (Iclcniiiiicr  les  iiilci^rales  narticiilii'ii's 

(If  la  iiKMiic  ('(lualinii  (lilTciciilicllc  Z=():  ci'  (|iii  csl  aisr  ii  (IciUDiiticr 
|)ar  les  iiiriiics  |)riii(i|it's   (|iir   nous  avons  claliiis  ci-drssiis.  l/c(|iiati()ii 

-^  =  ()  (Idimcra    Ir    jiliis   sdiivcnt    les    mi'incs    ii'siillals   (|iu'    riM|iiali()ii 

dy  . 

-j— ^  (i;  niais  il  v  a  des  cas  iiii  ces  ('(iiialioiis  doimcnl  des  resullals  dilte- 
aa  ' 

l'eiils;  il  l'aiidi'a  donc  avoir  éi^anl  à  ces  deux  eiiualions,  poui'  pouvoir 
trouver  toules  les  intégrales  particulii-res  de  l'éiiualiou  Z  —  <>,  et  il  est 
facile  de  démontrer  (|u'il  n'v  a  pas  d'aiiti'es  coniliiiuiisous  possildes  (|ui 
puissent  fournir  des  intégrales  de  cette  espl'ce  non  couipiises  dans  l'in- 
tégrale couipli'te  y  =  o. 

().    l'oui'  eclaircir  la    tlieoiie   pretcdente   par  ijuidciues  exemples,  je 
prends  d'alionl  re(|uatiou  dilTéreulielle 


xdx  +)•«?)■=:  dy  \l x'  +  y'  —  6% 
dont  nous  avons  dejii  vu  (|ue  l'intégrale  com|)léte  est 

X-  —  lay  —  a'  —  b-  =:  o, 
oii  a  est  la  eoustante  arijilraire.    l'aisanl  donc   varier  d'aliord  r  et  </,  ou 


dy  _       a+  y 
da  a 


►;!  faisant  varier  .v  et  d.  ou  a 

les  deux  éciuations 
dorment  également 


dx a  -{-  y 

da  X 


dy dx  _ 

da         '     da 


rt  -I-  )■  :      O,       fl'où        (l  ^  —  )■; 

■e  (|ui  étant  sui)slilm'  dans  l'intcgiale  couipli'te.  ou  a 
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llll(';4i;ili'    |nillicilli('lf    (le    r(''(|ll;irHiii    diMV'M'lllicI  le    |)rii|)()Si'"c,  cl  lu  sciili 
(|iii  Mil  lieu. 

Soil  riiMiilc  r('(|ii;irnir)  (lilTi'irnlii'llr 


}-(lx  —  .r  //)■  =  h  ^tlx'  -4-  </)■ 
(Idiil  r 'ml ('Ivraie  ('(inipli'lc  csl 

)•  —  (IX  —  />  y/l  +  rt'  =  o. 

l'ji  l'aisiiiil  vafHT  v  l'I  (t.  on  en  lire 


(loiK 


dy  ba 

-~   ^2  X  -+-      - 


ba                        ,  .  ba 

X  H ^=^  =  o,      ou  liicil     a:  = ^^^^ 

Ji-i-a-  •/> 


v'  I  -+-  a' 

■I  i()iiil)iiiaiil  (•(■Ile  ('(iiialioii  a\cc  la  pii'ccilciilc,  ou  ;iiira 

b 


(loiK 


X-  -+-  >•'  -  h-. 


iiil('i;ialc   |)ai  rMiilii'rf   ilc   la    |mo|1(iscc.  Si    l'ou  Taisait    varier'  .r  i-l  a,  on 
auiail 


dx 
da 


«         Ji^a- 


(le  -soilc  (|Uc  rc(|iialion  o  doiinna   le  luruu'  resullal   i|ur    ri'(|ua- 

,ly 

lion  -r-='>;  l'I  iMi'ainsi  il  n'y  aura  d'aulii' iulcuralc  itaiiiculicii' iiossilih 

<|Ut'  colle  i|u'(Ui  a  Irouvcc. 

Soil  lie  |ilu>  re(|ualion  dilïei'cnliclle 


ydx  —  xdy  -^  bdyz=  ^  c'idx'  ■+■  dy')  —  h'dx- , 
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doiil  un  Irouvr  (jiic  riiilégnili-  complèlc  est 

y  —  a(x  —  b)  =  \/c' ( I  -4-  «'    —  h' , 

a  ol;inl  la  loii^laiilc  arliiliaiic. 

Faisant  dimc  vaiicr  v  et  a.  on  aura 


dy  ,  c'a 

-j-  =  x  —  b  -^  -—'- ■ 

(ta  .,v (,-(-«=)_  6' 


-b  + 


v'cMn-a')  — fc' 


par  conscciiitMil 


M  coiiiliiiiaiit  cette  équation  avec  la  précédente,  on  aura 


lie  sorte  qu'on  aura,  en  élin)inant  a. 

(X  —  by  r'      _ 

f  •  c'  —  6= 

intégrale  particulière  de  la  pr(i|)osi'e,  et  (jui  n'eist  point  comprise  dans 
l'intégrale  eouiplète. 

Si  l'on  fait  varier  ,r  et  a,  on  aura 

dx  X  —  b  c' 


da 


a'i  — i' 


et  rtMiuatiiin  -,  -  redonneia  le  niènie  résultat  (lue  ncuis  venons  de  trouver 

(i'apiés  ri'inialion  -;—--().  Ainsi  la  proposiH'  n'aduU't  point  d'aiitic  iiite- 
1  I  f/,,  I       1  1 

grale  |)aili(iiiién'  i|ue  la  précédente,  l'ovc;  au  reste,  sui'  l'inlégration  de 
ces  dciiN  (M|uatiiins.  les  ii'"  17  et  lit  ci-après. 
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dans  liii|ii('lli' 


dx dy 

X  =  A  +  Bx  +  Cx'  +  \^x^  -t-  ¥.x\ 

Y  =  A  -f-  15  )  -f-  C. >■'  -+-  D >•'  -f-  E>  ' ; 


l'iiilcgralc   coni|jlL'tL'  ilc  celle  équation   est,   eoiiiine  j'ai    l'ail    voir  ail- 
leurs (*).  _        _  

vX-t-v  Y^'^r-.rOv^+Ù- 
oi'i  a  esl  la  couslaule  ail)ilraiie,  el 

L:       1)  X  +  )•  -t-  E  X  -k-y\ 

Faisant  (l'ahoril  varier  >'  el  a,  el  ensuite  ,r  el  a  \\  la  l'ois,  et  su|)|)osanl. 
|)our  [)lus  (le  siniplieilé, 

dx  '"  '    '      dy    ~      '      dx        dy 


dy 


{x-y)sj\ 


du       \"  ^/rt  +  u  —  [U' f ^  —  y]  +  2(rt  -+-  U)]  v'Y 
dx (  X  —  y)  v^X 

Les  eduatioiis    ;    -  o  el    ,    -=  o  tioiuienl  il'abord  la  même  eoualion 


X  —  )•  t-=  o, 


la(|uelle,  ne  contenant  point  la  (piantilé  c^  peut  elrc  on  n'elre  pas  une 
inlei;iale  |»ai  liciiliiTe.  Pour  pou\oir  eu  jui;cr.  je  rcpivnds  l'inléjirale 
rnmpli'le,  ri  j'en  lire 

^^ivx+vïi:_u. 


{x—y)' 


(*)  OKuvivs  de  Lagiaiifii-,  l.  Il,  ]).  i; 


H.  >1  lî    LKS    INTKr.RVLES   I»A  RTICULIÈRES 

nii  l'on  \(iil  (ju'iii  r:ii>;iiil  .1-  V,  ri  di-vient  =  ac  ;  par  conséquent,  l'r- 
<|ii;irniii  ,r  —  V  =  ()  n'est  |ii)inl  iiiir  iiilégfrale  particulière,  mais  un  cas 

ilr  l'inli'_m;ile  ciillllilt'le. 

liriciiiiil  (liiiic  le  l'acleur  a       y,  rénnalion  -,-  =  o  donne  ein'oi'e  Y  =  o; 

'  t/a 

iii;ii>.  1  (iiiiiiir  II'  ileiioniinaleni'  de  la  IVaetiiin  se  réduit  aloi's  it  \  \(i  ^  l  . 
ijni  dr\  iciil  aii>>i  nul  liprs(|ue  Y  est  en  même  temps  éi;al  a  zéid,  il  s'en- 
suit  (jiie  rei|naliiin   Y -- o  peut  elle  une  intéi;rale  |iaili(ulit'ir.  p(Mii\M 

iiuf  Y  ni'  sdit  lias  :i  la  l'ois  éijal  ii  zéro.  De  même,  l'enualiou  ,-  =  o  doii- 
'  '  '  '  (/il 

nera  X  =  o,  pourvu  cpie  X    ne  soit  pas  en  nu'me  temps  égal  à  zéro.  Or  il 

est  elair,  par  l'expression  de  a  trouvée  ci-dessus,  que  la  valeur  de  a  ne 

ilr\  inil  |Miiii|  niii>Iaiile  par  la  si I p position  de  Y  --  o.  ni  |iar  celle  de  X  =  o. 

Donc  (ui  peut  conclure  (|ue  les  etpniliiuis  Y  —  o  et  X  =  o  seront  deux 

intégrales  particulières  de  la  pro|)osée,   pourvu  (|ue  l'on  n'ait  pas  en 

im'Mne  temps  Y'  =  ()  et  X'  — o:  ainsi  donc  les  intégrales  particulières  de 

l'eipiatifui  d(Uil  il  s'agit  seront  toutes  ciunprises  sous  cette  l'orme 

X  7=  a     ou     }•=:  «, 

en  |iicnaiit  p(Mir  //  iiiu'  des  racines  simples  (pudcouipies  de  ré(piali(Ui 

A  -i-  B«  -f   C«'  -+-  Du'  -4-  E;/'  =  o. 

Si  ré(|iialion  |>nqiosée  était 

dx         dy 

—^  H =  =  O, 

vX        vY 

l'intégrale  complète  serait 

il'oil    l'on  lil-eiait    les  mêmes  valeurs  de     ,- et  -p-  (lue  ci-dessus,  a  l'excen- 

(/((         lia    '  ' 

tion  que  dans  la  première  le  ladical  \  \   v  serait  avec  un  signe  ditlerenl. 


DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIKLLHS. 

(^1)  ;iiir;iit  ddiic  (l','il)onI  r('M|iiatiiiii 

^■  —  r  =  o; 

mais  coiimic  la  valciii'  dr  (t,  i|iil  dans  ce  ras  csl 
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(^)' 


u, 


ilevioiU,  par  la  sii|i|iosirKiii  lU'  .»•  —  y,  (''i^alc  ii     '  il  s'ciisiill  (|Ui'  rc(|iiali(iii 
X — v  =^  <)  diiil  flic  rejf'lcc  (•oiiiiiic  étraiigèic  ;i  rc(|iialiuii  diilciciilitdk' 

dx         (/y  

i|iioi(|ii'cllc  >oil  ((HilciKic  li    dans  l'inlciiialc 

v/lt  —  v'Y  —  '.r  -  jt  v/^^U  . 

Knsuilc  on  liouvci'a,  coninic  pins  liaiil,  les  inlcyralcs  parlicnlicii's 

.T  7=z  u     ou      y  ^  II, 

u  élanl  une  des  racines  simples  do  rc(|ualion 

A  +  Bf<  4-  C«'  -h  D«'  -i   E«'  =  o. 

7.  On  voit  donc  par  ce  (|uc  nous  venons  de  démonlrer  commenl,  lors- 
qu'on a  trouvé  rinléi;rale  compli'te  d'une  é(|uation  dill'érenlielle  du  pre- 
mier' ordre,  on  en  |)eut  aisément  deduiic  les  intej^rales  parlicnlii'res  (ini 
satisl'onl  ii  la  même  é(pialion;  on  voit  aussi  (|ue  si  ces  intej;iales  parlicu- 
lières  ne  sont  pas  comprises  dans  l'intt'grale  c()m[)li'te,  ce  n'esl  nullemenl 
une  im|)erre(ii(Mi  du  Calcul  iulé^i'al,  c(Muuie  ou  piuirrait  le  croire,  l'aule 
de  ilouuer  il  ce  Calcul  loule  la  i;('ueralilc  ilmit  il  esl  susccplililc  Ainsi 
l'du  (liiil  rci^ardcr  la  llieorie  (]uc  nous  vcnniis  i\v  doniici'.  iiiiiiii>  cnnimc 
une  exce|ilion  (juc  ciuume  un  >u|i|.li'iiicnl  nécessaire  ii  la  ri'i^le  jicuerale 
du  Calcul  intci^ral. 

IN.  .3 
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SUR   LES  INTÉGRALES  FAKTlCLi  LIÈRES 


Ain  KM-;  II.  -  De  iclviidnc  des  inlt'iiidlcs  ptuliviiUcivs  des 
('•(jiKitions  (lijjérctiticllcs  du  picinicr  ordre,  et  de  /n  ntaidcrc  de 
trouver  ces  iiitéi^r(des  sans  couiudlre  les  i//.téiir/des  roiiipirtes. 


8.   l/rqualion  tiiiie 


V=o, 


dans  la(|iii'lit'  A'  est  mit'  t'onrtioii  des  varialilcs  a-,  v  c)  d'imc  aihiltaiic  a . 
dimiii'  |)ai'  la  diUiTiMitialiiiii,  et  en  l'alsaiit  vaiici' il  la  lois  .r,  v  l't  (i. 

dy  :=  p  dx  ~  q  da, 

p,  q  étant  des  fondions  finies  de  x,y  et  a:  dillcrciiliaiil  f)  cl  snlisiiiiianl 
pour  dy  sa  valeur,  on  aura 

dp  =:  p' dx  H-  (/'(/«, 

et  (liirei'eiitiant  de  même/;,  on  aura 

dp' ^^  p'ilx -\- q"da, 

Pt  ainsi  de  suite.  Maintenant  si   l'on  r<'i;'arde  a  eomine  constante,  on  a 

|)(iui'  II'  preuiiei'  (»r(lre 

(/)  ■  1=  p  dx  ; 

et  toute  équation  ditréreiilielle  du  |H('niier  ordre.  Iidle  (|Me 

Z  =  o, 

à  lai|nclle  salislrra  rr(|ualion  linie  V  =  o,  la  eonstanle  a  deuicuiant  arbi- 
traire, sera  iieccssaireuii'iit  prixliiilc  [)ar  la  rniuhinaison  des  drn\  ei|ua- 
li(Uis 

v      •  '0" 


dx^i" 


de  luanu'i'e  que  (t  s  évanouisse. 
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iùi  l'i-^iirdMiil  liiiijdiu's  a  coiiiiiir  ((iiishiiili',  un  ;i 

dy 


donc  (en  prenant  d.v  pdiir  ((iiistaiilc) 

d^r 
d^'^P' 

cl  loiitf  cqualion  {lilit'ii'nliflk'  du  m'coikI  ordre,  l(dle  que 

Z'=o, 
à  la(|uelle  salisl'ei'a  l'éiiualiou  finie 

V  =  o, 

la  eoiistantc  a  denieuiant  ari)ilrairc.  sera  néeessaiieiiienl  foiinee  paf  la 
eoniliinaison  des  ('(pialions 

V  —         '-^  —         --^  —  y  ■ 
'      dx       "'      dx''       ' 

en  soile  (|ue  a  disparaisse. 

lui  contiiinaiit  ainsi,  dans  l'Iiypollièse  de  a  eonstanle,  on  aura 


par  eonsé(|nenl 


<///  =z  j)"dx, 


'l  toute  équation  dillerentirlle  du  trnisiiMUe  ordre,  lelle  (|ue 

Z"  =  o, 
I  laquelle  ->alisl'era  re(|nalion  Unie 

V  =  o. 


-20  sru  i.i;s  in  ikck  vi.i.s  p  Mtnci  i.ii' ui:s 

a  (Icniciiranl  arliilrairf,  scia  Inimci'  par  la  cumliiiiaisDii  des  ('(|iialioiis 

V  —  o      in  —         éîZ  —    '       i^  =  n" 
'      lix       "'      dx^        "  '      dx^        " 

Hc  maniiM'c  (|iic  (/  ilis|)ai'aissc;  cl  ainsi  de  suite. 

9.  Voyons  inainlciiaiil  dans  (jucls  cas  rcciualidn  V  -  d  [Kiiiira  salis- 
fain>  an\  nicincs  ci|iiali()ns 

Z  =-  o,     Z'  =^  o,     Z"  ^3  o, . . . , 

en  supposant  (|uc  a  soit  une  (|uanlil(''  varial)lc. 

I']t  d'abord  il  est  claii' (]uc  cela  ania  lieu  |Miur  re(|iiali(iii  du  |ireinier 

ordre  Z  =  o.  si  </  =:  o;  parce  (pi'alois  (in  aura  Ci;alement  -j-  =/^,  connue 

dans  le  cas  de  <i  constante.  De   lii  naissent    les  inlegrales  parliculii'res, 
ainsi  (|ne  nous  l'avons  vu  dans  l'Article  précédenl. 

I^iiir  l'équation  du  second  ordre  Z'=o,  il  faudra  (|ne  rmi  ait  de  plus 

^'=o.  aiin  (|uc  l'un  ail  aussi  -j^^=^  P-  eoiiime  dans  l'Iiypdtlii'se  de  <t 
conslanle. 

De  niénie  piiur  re(|ualiiin  du  Irdisii'ine  ordre  Z'  —  o.  il  laiidra  (|iie  l'on 

ait  encore  q'  —  o  pour  ijuc  la  valeur  de  -~  soit  également  =/>  ;  et  ainsi 
de  suite. 

Donc,  en  général,  l'équation  finie  V  =  o  sera  une  inlégrale  parlicu- 
lii're  de  ré(|uation  du  |)reinier  ordre  Z  =  o.  si  a  est  une  (|uaiitilé  lidie. 
(|iie  l'on  ait  (j  =  o.  Elle  sera  une  inlégrale  parliciilii're  de  l'equalion  du 
second  ordre  Z' =  o,  si  l'on  a  à  la  fois  q  ^=  o  et  q' =  o.  Elle  sera  une  in- 
légrale particulière  de  l'équation  du  troisième  ordre  Z"=  o,  si  l'on  a  eu 
même  temps  q  ~  o,  c/'  =  o,  q"  =  o;  et  ainsi  de  siiilc. 

!0.  En  regardant  V  coiiime  une  l'oiiclion  de  ,r  et  a  donnée  par  l'i'qua- 
lioii  \'  =  o.  on  a,  suivant  la  iiotalion  reçue  (  8 j, 

^dy  _  dr 

"       dx^      '  ^  da^ 
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ciisiiilc 

, dp         I dp         „ dp'  „ dp' 

"  ~  r/x '     ^  ~  da^     '  dx^     ^  ^  dn  ^ 


donc 


dy        , d^y  „ d*y 

^  ~  da^      '  ~  ^xda  '     "        dx^da 


Aiiisi  l'on  ;iiii;i  poiii-  les  r(|ii;ilii>iis  ditlV'ri'iilicllcs  dti  inctiiicr  oïdn-  L 

('(iiiditidn 

dy 
da 


=  o, 


|)iiiii-  ((dlcs  du  .s<'c()iid  iiidic  les  deux  (•(iiidilHiiis 

dy  _  d^y    

da  ~    '     dxda         ' 

pour  cidlcs  du  Iroisii'iiii'  ordi-c  les  li'ois  (•(iiidilioiis 

dy d-y    d'y    

da  '      dxda  '      dx'da 

cl  MiMsi  de  siiiti'. 

l'^l  coiiiiiic  on  |>('Ul  ('cliaiiiici'  v  en  .r,  eu  rcgardjuil  .<  loiiimc  une  foiic- 
liiiii  de  V  fl  <i .  on  anra  de  nn'nic    dv  cliuil  pris  [lonr  constanlc 


dx 
da 


dx d'^x 

da  ~    '     dyda 


|ioui'  II'  pi'i'inh'i'  oi'dn 


|jour  If  second  ordre, 

dx d^x     __  d'x 

da  ~    '      dyda  '       '      ily'doc 

pour  II'  Iroisièilio  ordri';  rt  ainsi  de  suite. 
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11.  I)f  lii  il  s'ensuit  (|ii('  si  Z'-— ()  l'st  iiiii'  (•(|ii;ili(m  (liUcrciilicllc  ilii 
sccoml  iirdri'  iloiil  rinli'i;i;ilc  ;iiix  prcmii'rcs  dillrinices  soil  l'(''([iiiitioii 
ilirtV'rciHicllc  '/.  n.  riiiicj^iale  parliculièro  do  celle  dernière,  trouvée 
d'après  la  cuiidirmii  de 

dy  dx 

-f-  z=o      ou      -7-  =  o, 

da  (la 

ne  salisCera  pas,  en  iiéiiéral.  à  l'iMiiialion  proposée  Z' =  o,  à  moins  (|ue 
l'on  n'ait  à  la  fois 

dy d-y    dx  d'-x    

da  '      dxda  '  da  '     dyda 

De  nicnie,  si  Z"  =  o  est  une  é(|ualion  dilïérenlicdle  du  troisième  ordre, 
dont  l'intégrale  aux  premières  dill'érenees  soit  l'éipialion  Z  <>,  l'inté- 
i'rale  particulière!  de  cette  dernière  e(|uali()n,  déduite  de  la  ciMiditioii 

«/>■  dx 

-~   ^O        ou        -7-  =1  o, 

da  da 

ne  satisfera  pas  à  la  proposée  Z"  =  o,  à  moins  (|ue  l'on  n'ait  à  la  fois 

dy d-j-    _  (/')• 

da         '     dxda         '     dx^da 

ou  liieu 

(Lr  tl'x  d'x 

da         '      dyda         '      dy-da         ' 

Pi  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  liénéi'al.  si  dans  la  s(dulion  d'un  l'ioMemc  on  a  ele  ((uidnil 
diriMicnient  ii  une  e(|ualioii  dillerentielle  d'un  ordic  supi'rienr  au  [u'e- 
iniei-.  et  (]u'on  ait  déjà  ramené  celle  équation  au  premier  ordre  à  l'aide 
d'une  un  de  plusieurs  intéi^rations,  rintégrale  particulière  de  celle  é(|ua- 
lion  du  premier  ordic  ne  resuiidra  pas  le  l'roldl'ine.  à  nutins  (|ue  toutes 
les  condilions  rcdalives  ;i  r(n(lre  de  re(|nalion  dillerentielle  jMimili\e  ne 
se  trouvent  remplies. 

Mais,  si  re(|ualiou  primitive  du  l'ndtleme  u'e^l  (pie  du  premier  ordi'c. 
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l'iiilciiralc  |);u  rHiilini'  ilc  cclli'  (■(|ii;iliuii  rcsoiidi"!  I;i  (|iit'stiuii  liiiil  ;iiissi 
Idfii  (|iii'  riiili'j;i;ili'  ciiiiiiili'lc. 

12.    l/t''(|ii;irHiii 

.vd\}-  —  (Jydx  :=--  o 

;i  |H)iir  iiilc^ialc  comitlrlc  du  iiicinicr  (inlre 

xdx  -\-  ydy  —  i/y  ^  x-  H-  )■'  —  b"  =z  o.; 

cl  cclli'-ci  a  pour  intégrale  (•(iiii|ilèl('  liiiic 

x^  —  2<y  —  a'  —  //'  =  o> 

i\\n\  l'un  lire 

dy  _      a  +  r 
da  « 

ic  (|ui.  flaiil  t'ait  l'gal  à  /.v\<),  ddinic,  |khii-  rint('i;ialc  |iaili(iilii'r(\ 

a-\-y^^o,     il'dii     (t  z^  —  y,  » 

et  par  euiiseii lient 

X-  +  _>•'  —  ft'  =  o, 

roinme  on  l'a  déjà  vn    (i  . 

Nhiintenant  .    pniir   ipn'   crllc   inlegiale    pai'liciilii're   satisfasse  aussi    a 
riMpiation  dillerenlio-dineicnliidie.  il  faudra  (|ih'  l'on  ail  en  inènie  leMi|i'- 

dr  d'y 

-r-  —o,      cl      -j-^  =o; 

da  dx  da 

dilferentiant  donc  la  \aleni'  Irouvee  de    ,    •  (ui  aui-a 

d\r    _  _  i  dy 
dxda  a  dx' 

mais  de  l'eipiation 

X''  —  i-ay  —  a'  —  i^  ^=  o 

on  tire 

dy       X        .  d^Y  X 

-;-  =     -,     donr     -,—  r-  = ■< 

dx        a  dxda  a- 
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rc  (iiii  iir  |iciil  |i;is  ('■Irc  égal  à  zcTO.on  général.  D'oii  il  faiil  ((iiicliirc  (iiie, 

i|iii>ii|iit'  ri'(|iiali()ii 

x'  -+-  y'  —  h'—  o 

satist'assi' à  rf(|iiali(m  dillririilirllc  du  |iiciiiicr  ordre 

xf/.T  -i-  ydy  —  dy  ^!x'  -4-  y'  —  h-  :=  o, 
olle  ne  satisfera  cependanl  (las  à  re(|iiati(in  diHcreiili(i-dilïei(iiliillr 

X  d'y  —  dydx       o, 
((ui  en  est  dérivée.  En  efl'et,  on  Ironve 

dy  _      —  X  d'y  _       —  b' 


dx        ^'l,'  —  x'       dx' 


I  b'  —  x')'' 


ce  qui,  eomnie  l'on  voit,  ne  satisfait  pas  à  ré(|uation  dont  il  s'agit. 
Prenons  maintenant  l'écjuation  différentio-différentiello 

(/')■  •—   ^xd'ydx'  —  i^dydx'  =  o, 
dont  l'intégrale  du  |ireniier  ordre  est 

.r-  dx  -*-  dy  =  i  i'  —  x^  —  ^s)' i'  dx, 
laquelle  a  pour  intégrale  complète 

rt'  —  b' 


y  —  a'x  -¥-  ax'  ■ 


On  aura  donc 


dy 
d„ 


>ax  —  X-  —  ff  ^—    a  —  X  '  ; 


ce  qui,  étant  fait  (^gal  ;i  zeio,  donne  a    -  a:'  =  o,  [)ar  conseciuenl  ii=^x,  et 

x^  —  b' 

pour  l'intéi;!  aie  iiarticuliiTc.  IVuir  que  celle  inlegiale  salisl'asse  dipn(  aussi 
a  riMiuarnui  dirtciTiirni-ililïi'i'eiilirlIe.  il  l'a  m  lia  i  nie  -,    •.  2  a  —  xj  soit 
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nul  rii  iniiiic  ll■ln|l^:  i  r  (|ni  csl  en  cn'cl  ;  ilinic,  clc.  On  |ii'iil  s';issur('r  à 
poslcrioit  (|iii'  ri'(|ii;irnin 


/)■>  —  x' 

y  —  — 5 — 


lillisl'iiil   ;i  l;i  |)in|Miscc  ;  ciil'  un  ;i 


dy  d'y 

-f-  =L  —  X'     et     -y-=7  =  —  ?,a;; 

dx  dx' 


ce  (|ni  cliiiil  .snhsiilui'  diuis  les  Iciincs 

d- y  ■  -\-  ^x (l'y  dx'  —  ^dydx', 
loiil  M'  (IcUiiil  (le  sui-uu-inc. 

13.   S'il  iui'iviiil  (|n('  l'on  cnl  en  nirnic  Icnips 

dy d-y    _  d  )■    _ 

da         '     dx  du         '     dx-  du 


on  lin'ii 

da  ~  "'     dyda       "'     dyUla 


dx  d'x  d^x    


el  jiinsi  (le  snilc  à  l'inlini:  :il(iis  l'intciirali'  |i;u  licnliiTc  sulisl'ciiiil  nori- 
scnli'incnt  ii  rtMiiiiilion  (liriV'ri'nrn'Iic  du  picniicr  oidrc.  in:iis  ;nif;si  ;i 
lontcs  les  (Miuations  dilTcicnticllcs  des  ordres  idicricnrs  (|ni  en  stMiiicnl 
(Ici'ivfcs.  Cctlf  inlci;i';dc  Mnrail  donc  les  nirincs  [iropriclcs  ^\\\^•  l'intc^i'idc 
roin|ilcl!' ;  ri  lions  îillons  |»ron\i'r  ([n'idlc  scrii  :dors  ('Ifci incMicnl  coni- 
jirisc  dans  (cllc-ii  ;  de  sorte  (|n'rll(' crNsci'ii  d'èlre  nne  iiilei;r:de  [ciilien- 
lii're.  el  devra  l'Ire  ranimée  dans  la  classe  des  intégrales  itieonipli'lcs.  lui 
et't'et.  |niis(|n'en  l'ci^ardant  la  (|nanlil(''  r  cinnine  nne  l'onelion  de  r  el  de  a 
donnée  par  re(|iialion  \        o,  on  a 

dy  d'Y  d'y  ,    ,,.    ,.    . 

-T"  ^  O,  ,      ',—  <),        -, — ^—    :r^O,  ...    a    MllhUI, 

(fa  lia  fil  (ladx- 

il  es]   visilde  (Hle    la  (lliantile     ,      ne  (ioil    pas   conlenir  .»-.  el    ne  neiil    elle, 
'  '  <l(l  '  ' 

IV.  4 
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|)iir  fniisc(|iiciil.  (|ii'iiiic  toiKiioii  de  </  iiirlfc  ;ivcc  des  constiiiilrs.  Ainsi. 

l'tM|ii;ili()M   -,-  =  (>  (ioiiiicra  a  v'-A  ;i  iiiU'  coiisImiiIc;  ddiic,  de.  (io  si'r;i 

\;\  iiU'int' cliosr  si,  en  i'('i>iir(l;ml  .»■  coiiiiiir  une  l'iuictioii  de  >- cl  de  a,  on 
a  fil  incmc  Iciiips 


(Ix  d'.r  d'x  

=7  o,      -ï — -.—  =1  o,     ~, — .— ,  =  <)....  il  1  iDlini. 
dady  dady 


da 


I  i.  (Icllc  ciuisidcialidii  iiiuis  ((iiidiiil  ii  iiiic  iiicIImkIc  difcclc  |itiui- 
li'ouver  rintégralc  particulière  d'iiiu'  (''(|uali()n  différentielle  dn  picinicr 
ordre  sans  en  eonnaili'e  l'intcii'rale  complète.  Soit  Z  =  d  re(|natioii  dif- 
fereiilielle  du  premier  ordre  dont  on  elienlie  l'inleiirale  partie  iiiii're.  et 

dont  riiitei>rale  coinidi'te  est  V  =  o,  Z  étant  nne  fonction  de  .r.  r,  --  ■>  et 
*^  '  '      dr 

\  nne  fonction  de  a?,  y  et  de  l'arbitraire  «.  I'nis(|ne  l'eipiation  Z  =  o  est 

indépendante  de  la  (|uanlité  a,  il  s'ensnil  (|n'on  anra  ei^alemenl  -j—  =  o, 

en  regardant  v  comme  une  fonction  de  r  et  <i .  (Ui  x  comnie  une  fonction 

de  ret«.  donuce  par  ['('(luation  V  =  i):  et  pour' avoir  la  valeur  de   -,-'    il 
'  '  '  (/(/ 

faudra  différentier  Z  en  faisant  varier  v  seul  dans  le  premier  cits.  (ui  tseul 
dans  le  second. 

.Supposons,  poni-  plus  de  simplicité,  (|ue  l'équation  Z  =  o  ne  reiifernic 
point  de  fonctions  transcendantes,  <'t  imaginons,  ce  (|ui  est  toujouis  pos- 
sible et  ne  ciiange  point  la  natuie  de  re(|uation.  (|u'elle  soit  délivrée  des 
fractions  et  des  radicaux,  en  soite  (|ue  Z  soit  une  lonctiou  eutii're  et  ra- 

lioiinelle  de  j:-,  v  et    ,-;  on  aui'a,  eu  i^éneial.  par  la  diffeicutiation. 
dx  '  ' 

d7.       Kd'i^'       \\dy^i\dx. 


A,   li  et  C  étant  aussi  des  foiiclions  rationnelles  el  entii'res  des  unîmes 
(juantiles:  liiun-.  en  regardant  v  comme  une  fiuiclinn  de    r  el  a.  lui  aura 

d-l       ^    dr        ,,/r 
dn  dxdn  tia 
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(If  (liillN   If  (MS  (le   l'inlrmiili'    |i;ili'hlll'l('lc   iill   ;i      ;  <>;  ilollr.  liMixinr   |{ 

I  lia  '  ' 

ne  |)ciii  (li'\cnir  irilinl  chiiil  une   rondinn  sans  (IctioiniiKilcni .  Ir  Iriiiir 


B -T-  (l('\  H'iidia  nul.  l'I  il  t'anilra  ({n'ini  ail 


(Ix  (ht 


(ionc.  si  -, — ~f-  n'fsl  pas  mil,  il  l'andra  (iin'  A  -- o. 
dx  cl  a  '  ' 

Si  -, — ■-,-  —  ()  en  niénic  Irnins  (inc    ,-  -    <>,   rc(iiiati(>n 


A    '^  -^         B  —  — 
dxcla  du 

aiiia  lifu  (rcllc-nninc;  mais  en   |)ii'naiil   la  dilTiTcnliillr  (If  cfllc  f(|na- 
lion,  X  cl  V  variant  ii  la  t'ois  cl  d  dcnifuianl  ((Uislanlf .  j'aurai 

dx^da        \dx  /  dxda    ^  dx  da 

or  on  a  y-  (M    ,'    !     nuls  a  la  lois  nar  l'Iivndlhi'Sf  :  ddiic  jMiis(|Uf  lis  ((U'I- 
da        dxda  i  .  i 

licifiils  de  cfs  (|naiililfs  ne  sauraient  dcvcnii  infinis,  étant  des  liinetions 

sans  df niMninatfur,  l'ciiuation  |ii-(''C(''df ntc  si-  ii'iinira  ;i 

.  (l'y 

dxUla 

laduelle,  si     ,  -^-,    n'est  pas  nul.  donne  de  nouNeau   A  =  o. 
'  dr-  du  ' 

Si  —, — ^"V   f'î^t  mil  iUissi,  mi  li(uiveia.  par  une  nouNclle  dillVrentiaticui, 
dx''  da 

(/')■  .  I 

(lue  Idti  aura  nceessairenn'nl   A  o.  a  moins  (iiu'    ,      ,     ne  soil  mit:  et 

ainsi  de  suite  ii  l'inlini. 

Mais  lions  avons  \ii  ei-dessus  (|iie  |i(Mir  (|ue  I"(''(|uation     .  <>  donne 

une  inlei^iale  |)arlieiilil're.  il  l'aiit  (|iie  les  (|uanlile.s 

(/■)■  '/")■  .  ...    ,.    . 

—, — •  i~  )      -Ï--H-  »  ■  •  •  a  1  niliiii 
dxda       dx^aa 
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ne  soiciil  |i;is  Imilcs  iiiilli'-^  ;i  l;i  ^lli^;  ddiic  il  lainlni  (|iir  i|iirl(|ii"iiiif  de 
l'i's  (|ii;inliir's  iif  --iiil  |i:i-  nulle;  |i;ii' (■ciiiS('(|iiriil  il  l';iiiili;i  iic<('ss;iirrii:riil 
(|u'(ill  :iil 

A  =  o. 

()fr('M|ii;itioii  dillciriilirllc  |iin|)()src  Z       <>  (ioriiic  |>;ir  \,\  diiliTriiliiirK.ii 

ffZ  =  A  fl  '4^  -H  liclr  -h(:dx  =  o; 
dx 

diiiir,  |)uis(|iic  diiii.s  le  cas  dr  l'iiiléi^ralc  ijarlieiilii'ic  A  doil  iHri'  nul,  celle 
(''(|  liai  ion  se  ii'diiira  à 

dy 

15'/)  -(- Cr/.t  ^  o,      (»M  liieii      B -;: h  C  =:  o, 

dx 

lai|iiille  devra  s'aecoi'dei-  avec  rcciiialioii  A  ~  i),  après  avoir  cliusse  la 
\aleiii-  de  ^.  an  moyen  de  re(|iiation  proposée  Z  =  o. 


d^r  .. 


15.    Donc,  |inis(ine  la  valeur-  de  -7^  tirée  de  i'iMiualion  dilleiciilielli 

'  '  (IX-  ' 

Z  =  i)  au  uniyeii  de  la  dit't'erenliation  est  exprimée,  en  i;énéial,  jiar 


b4^+c 

dx 
'■  Â        ' 

il  s'ensnil  île  ce  (pie  nous  venonsde  deinnnlrer  (pie  celle  \aleiii-  de\  ieiidia 
ésale  il   -  dans   le  cas  de   rinle''rale    iiai  licnlii're   liree  de   la   cmidilion 

-j-z=();   ei  l'oii  nioiivera  de  même  (lue  la  condilion   -7^=0    rendra   la 
(la  '  '  an 

valeur' de    ,       eiiale  il  -,  en  nrcnani  ici  ^/v  pour' ciinslanle  an  lien  de  r/.r-, 

r/)  •       '  o  '  ■      ' 

Ivl  (pn)i(pie  la  deinonsliarKui  |)r'éeédenle  soil  l'orrdee  siii-  riivpollil'se 
(pie  riMpialioii  piii|ios(''e  ne  l'entérine  aneiiiie  toncliiui  Iraiiscendanle,  il 
n'est  cepriidanl  pas  dillicile  de  se  coii\aincre  (pie  la  même  conclusion 
aiii'a  lien  <pi(dle^  ipie  soierrl  la  iraliire  cl  la  l'orme  de  celle  ('(pialiim. 
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I(i.     l'jl  >ll|i|)(is;illl  i|lli'  rrilllaliiill  ditrci  l'Illirllc  |iin|i(isfc  /,        11  (lniiiii' 
|i;ii'  lu  «lilïrn'iiliarMiii 

il/.       \,l  ' ;*-"  -h  n dy  ^Cdx-=o, 

ll.V 


s'il  ariivc  (|iir  les  lii'iix  Icriiics  Wdy   t    C^/.r  si-  (li'liiiisriil   (rcux-iiifini'», 
oii  aiiiM 


.    ,'/)  .  ,d) 

\d    .'-       o,      ri  |iiu  r-dnsoqiirni      d -: 


Ix        K  ' 


I  ,  1  !•  .     !•  .  I-.-  'l')  "         .      ''■-'■'  f 

lie  siiilc  {iiir  dans  ce  cas  I  iiiic  cl  I  aiilic  condiliDii     ,—  -     -   cl     ,—  =- 
'  (Ix-       0         '/)■'        o 

scia  iciii|iiic  |)ai-  la  c(mdili(iii  Miiii|iic  A       <»;  ainsi  il  n'\  ania  (in'ii  idiini- 

1  .  (/)'  11-  >  ; 

lier  la  iiiiaiililc     ;      an   iikivcii  des  deux  ccinalions   A  —  o    cl   Z—  o,  cl 

'  dx  ■  ' 

l'c(|naliiui  rcsullanlc  ciilri' x  cl  v  scia  riiitégi'alo  pailicnlii'rc  de  la  |)i(i- 
poséc.  Qnaiil  il  rintéifralc  conipièlc,  cllecsl  facile  ii  diMluiic  de  re(|iiali(iii 


\d  -^  =  o  ; 
dx 


car  celle  e(jiiati(>ii,  liiis(|ue  A  n'esl  poiiil  mil,  ddliiie 


, dy  .  dy 

d -j- ^  o,     cl  par  eonse((ueni      -j-  —  a. 


a  claiil  une  eoiislaiile  aiiiilraiie  :  il   ii'v  aura  dniK    (|ii';i  snlislilner  celle 
valeur  de  -,-  dans  l'ciiiialidii  donncc  Z  —  o,  cl  l'on  aura  l'iiileiJialc  coin- 

(Ix  ' 

idi'lc  oii  (I  sera  la  constanle  arliitrairo. 

Vovdus  mainlenani  ijinds  sont  les  cas  oii  l'on  aura 

itf/j -I-  (:</j-  =  (). 

l'uni  [dus  de  siinplicile,  je  fais    ,         p.  en  soile  (|iie  Z  soil  iiin'  roiiclion 
de  .»'.   r,  /;,   ilmil    la   diHi'i'elllielle    d 'L  ^\(lp  ^  Wdv    •■    Cr/r;    puis   donc 


■10  SUK    LES   INTKGUVLES   l'AUTICl  I.IKRES 

(|iir  Ht/y  -+-  {'.ci.v  =  ().  on  aiii'a 


lIoiK 

(lonr 

t'i  iiilciii'iinl 


^=-»-2--»^' 


dT-^Xt/fi    ■    15   (ly  —  pdx    =  o; 


dy  —  pdx  H ^  :=  o, 


y-px  ^  j  y^  +x\  dp^o; 

lie  sorlc  ipi'il  l'aiiili"!  i|iic  la  (|ii:m(ilé  tt  ^  -ï'  soil  niir  tuiKiion  de  p  sans  .^ 
\u  y;  fl  alors  ('('{iiialioii  sera 

,  r-px^'flp=o, 

f^p)  (leiiotaiil  une  l'onction  (jnciconipir  de  p  seul. 

17.    Tonlc  e'qnation  donc  de  la  t'ni'nie 

y  —  px  A-  f\p)  —  o, 

p  étant  V--  donnera  oar  la  dillcrcntialion     en  Minoosant  /  ï  wj  —       , 

'  dx  '  I  •'     '  '  ilii      \ 

celle-ci 

[f'\p}  —  x]dp       o; 

en  Taisant  (If)—  o,  on  ania 


et 


/>  =  «, 

_)• —  rtX  —  f  «  =  o 

la  l'iiitci^M'alc  complète  oii  a  est  arliitiairc:  en  faisant 
f'(p)  —  x  =  o, 
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cl  rriiiiilKilil  //  ;ill  liluM'Il  <li'  iclli'  ('(IMIiImui  cl  (le  l;i  |in)|HiS(M' 

y  —  px  -+■  ft  y^  :  —  o, 

<i[i  :iiiiM  riiili'i;i':ilc  |);ii'ti('iilii'i'c  de  cetlc  (Ici'nii'ic  ci|u:itiiiii.  On  voil  |i;ii 
lii  (|iic  rintciii';ilc  c()m|)li'tc  ne  (ioiiiit'i'a  jamais  auti'c  (  liusc  <|n"nnc  lii^nc 
(liditc,  landis  (|uc  l'inlci^i'alc  |t;nlicnli('i'(' donnera  Imijoni^  nne  (uiiilic; 
ni  I  IIS  en  (hmneroiis  la  raison  à  j>nuri  dans  lArliidc  su  i  va  ni. 

(li's  sorles  d'é<|iialioiis  soni  celles  (|ui  (lonnenl  lieu  aux  paradoxes  doiil 
il  csl  (|neslioii  dans  les  .Mémoires  de  MM.  Clairaiil  el  Kuler  (|iic  nous 
avons  cites  au  commeiicemeut  de  ce  Meinoii-c;  el  l'on  doit  voir  iiiaiiile- 
nanl  {|ue  le  vrai  déiKuiemenl  de  ces  paradoxes  lieiil  a  la  llieiuie  des  in- 
tégrales pai  liciilières  que  nous  venons  d'exposer. 

18.  Keprenons  les  Kxemples  que  nous  avons  apportés  dans  le  n"  (j. 
el  voyons  si  la  ri-i^le  ci-dessus  donnei'a  les  mêmes  inleiirales  parliculit'res 
que  nous  avons  li'ouvées  d'après  les  inlegralcs  coniplèlcs. 

l,'éi|ualion 

df  X 

d^'       yjx-  ^-  )•■■'  —  b-  —  y 

donne  par  la  ditl'éreutiation 


•^^  f  y/x*  ■+-  y-^  —  b'  —  y  )'  v/.r'  -4-  _)•'  —  b- 


l'aisaiil  celle  (iiiaiililé  écale  ii      •  ou  a  les  deux  eqiialions 

1  ri  „  I 


(  y/x'  ■+■  y'  —  b'  —.>■)'  v'*"'  -•-  J'  —  6'  —  o  ; 
la  se(  (Uidc  donne  d'aliord, 

ou     ^'x'-i-y' — /j=  —  r  =  o,      ou      ^x'-hy' —  b' =  o. 
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l);iii>  le  |ii('mici-  eus,  (Hi  ;iiir;i  donc 

• 

cl  hi  iiii'iiiit'ii'  (■(|ii;iluiii  (Ifvii'iidia  par  lii 

ce   (Hii   ne  (loiiiic  rien.   Dans  le   sccoiid  cas,  la  |)icmicrc  c(|iiali(iii  de- 
viendra 

,      j ,  dr 

T^— 0'—  xy  j-  =o; 
•    ax 


mais  la  proposée  doinie,  en  siip|)osanl  \X-+Y^ —  h-^=  o, 

liy  X 

(Jx  y  ' 

donc  re(|iialion  précédente  deviciidia 

}''-¥-  X-  —  6-=  o, 

la(|nelle  s'accorde  avec 

y/ JT^  -+-  r^  —  b'  -  o  ; 

ainsi  celle  é(|uation  est  une  intégrale  particnlii're  de  la  proposée. 

Si  l'on  cherche  la  valeur  de    ,  "    en  prenant  dv  iiour  conslanle.  on  aura 
</)■-         '  ' 

,     dx        /     dx  \    . ;- 


d^ 


c-y/x^-hy'' —  b- 


(l'on  l'on  lire  ces  (h'n\  e(piali{Uis.  en  éiialanl  le   nnnieraleiir  ci    le  dciio 
niinalein  cliacnn  ii  /.ero. 


dx 


yx  —  \y-—  h^'-T-,-^  [y  7"T  "~  ^  )  \x''+y''—  h^  —  o, 
x'  \/x^  -+-  y'  —  />'  =  o  ; 
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ou     JT  =  o,     ou     ^x''  -i-  X'~  If^  =  o; 
dans  h'  |ii'i'inirr  las,  lu  iii'ciiiii'rc  i'(|iKiti(iii  (IcviciMlra 


dx y'.r'  +  x'  —  b^  —  y 

dy  X 


00    lorsque  x  ^^  o; 


ildiic  .»•    -  ()  n'csl  pas  une  iiil('i;ralf  |iaili(iili('rc;  tcslc  doue  le  cas  de 


v'^-  -f-  y-  —  6'  -=  o, 


dans  l('(|U('l  la  prrniii'if  i'(|nalii)n  devient 


yx  —  (  )•■  —  h^ 


dx 

rfT- 


mais  on  a.  dans  ce  nienn'  cas, 

dx  __  f 
dr  X  ' 

diiut   siili>liUianl  cetli'  \aleni'  el  luulliplianl  pai'  -  •  l'ecinatidn  |ii'eeedenl 
deviendra 


X-  4-  )•'—  b-=^  (), 


(|ni  s'aeeitrde  avce 


^x--^X^—b'  =  o, 


l'ii  sdite  i|ne  eette  équalinii  sera  nne  intégrale  parlienlii  re. 

.  •      •   1        I  1- .  •  d' y       o      ,    d' X       (1    ,  I  I 

Ainsi  les  deii\  ((indilmns  -r^  =  -  el  -7 —  —  -   dmiiieiil.  ilaiis  le  cas 
dx'        o  dy'        u 

preseiil.  la  iiK'nie  inlét;rale  pailiciilii're 

x' -t-  y'  —  b-  =  o; 

ce  (pii  s'accorde  avec  ce  ipie  lions  avons  tronvc    (!   .  d'oii  il  s'i'iisinl  «pic 
1\.  0 
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trilc  ('(HiiilKm  csl  riiiii(|iic  iiil('i;r;ilc  |i;irtiriilil'rr  (loiil  rc(|ii;ilioii  ilillc- 
l'i'iilicllt'  |ii(>(KPSt'i'  suit  siis((|iHlili'. 

III.    Les  deux  iiillirs  Kxciiipli'S  du  ii"  (i  :i|)|i:n  liniiiciil  ii  hi  Inriinilc 
j—px-{-f{p)  =  o 

<|iic  iiiiii^  :ivi>iis  cmisidiTcc,  en  i^i'Ucinl,  dans  le  n"  17  ci-dessus,  lui  cUrl. 

fil  l'aisaiit    ,     =«,  les  (■(luatiiiiis  dillV'iciitU'lles  drs  deux  l'^xciiiplcs  dont 
(/.(■       '  '  ' 

nous  |Kiil(iiis  se  réduisent  ii  ces  lurnies 


}■  —  px  ^  Ij  <i/'  1  -\-  p'  =  o 


et 


r  —  px-  -h  hp  —  ijv-  (i  -\-  p-)  —  b-  :=  o, 

i|iii  soûl  evidcniuicnt  des  cas  particuliers  de  la  tonne  i,r,'.|i|.|;dc 

y  —  pj-  -t-/  /"  =  o; 

oi'  nous  avons  déjii  vu  numéro  cité  ;  (|ue  <'ette  e(|ualioii  adriiel  Iouj(miis 
une  intéi^rale  |)arliculière.  Ia(|uelle  est  le  lesiillal  île  relimiiialioii  dey; 
(les  deux  équations 

y  —  px  -h  fi  p    =-  u.      /■'  p    —  X  =  o  ; 

ainsi  il  ne  s'agit   (|ue  d'exaniiner  si  cette  intégrale  est  la  uiéiiie  (|u"(Ui 
tirerait  de  l'iiilej^rale  conipli'te  |)ar  la  r('i;le  de  IWiticle  I    ii'"  i ,  5  . 
l/intéi^rale  dont  il  s'agit  ost  (17) 


y  —  ax  -h  f\  a  !z=  o. 


d'où  l'on  tire 


da  ■  '      da 


dx  /'(ai 


.  I        1  I-,-  (/)  ,    dx 

imsi  les  deux  condilnins  -7-  —  o  et   -r- 

da  d(t 


donnent  eiialenieu 


f'[a)  —  x  =  o; 
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r|  riiilcjiriilc  |i;iili(iilici('  sciii  le  ri'Milliil  de  ri'InniiKiHnu  diw/ ;iii  tiiKVL'li 

ilr  (l'Ile  (MiiiarKHi 

fia)  —  ar  =  o, 

ri  (le  rciiuiilKill 

y  —  ux  -Jr  f  «  j  =  o  ; 

(II-  il  l'sl  \isil)lf  ijuc  ce  rcsiilliil  s(M"i  le  iiiriiu'  (jLif  cflui  <lc  rclirniiiiiliuii 
ilcyy  an  iiKiyi'ii  des  (■(|iiaH(ills 

f'{p)-x  =  o,     y-  px-irf{p,=o; 
donc,  clc. 

20.    I.c  drinicr  l'AciiipIr  du  n"  (i  csl  lire  de  i*c(|Mali(iii  (lill('iriili(dlc 
dx  dy 

dans  la(|ucll('  X  est  un  i|ninnni»'  en  a\  cl  Y  un  quinomo  soml)l;il)li'  en  y; 
mais  nous  supposerons  ici  (pie  X  soil,  on  général,  un  polynôme  (|uel- 
ciMKpic  en  * ,  cl  V  un  p(dynùnic  (jneleonque  en  v,  cl  nous  désiçrnerons 

par' X' cl  y  les  valeui's  de  ,'  et  de  ,-■  les(iuclles  seroni  par  conscinicnl 
'  d.r  (/}■  '  '  ' 

aussi  des  polynômes  en  ,r  et  t.  mais  d'un  dci^re  int'eiicni'  irnnc  unité. 

l'uis  do?ic  (pu- 

±=^, 
d-v        vX' 

on  trouvera  par  la  dilférenliation.  apri's  avoir  réduit  an  dénominateur 
commun, 

X  Y'  —  —  V  X'  V  X'  ^^  —  X  Y' 

d'y dx  '  d'x  '     dy 

dx'~~        aXv/XY       '     'dy'  ~        2Yv/^Y 

en  |)i'cnaiil  dans  la  premii'rc  formule  c/r  conslani  cl  dans  la  seconde  dy 
eonstaul. 

Su|)pos(nis  d';ilMii'd   i|uc    les   ipianliles  X  cl   X    n'aient  amun  diviscni 
cinnmnn,  non  plus  ipu'  les  (piantiles  V  et  ^  .  i-f  ipii  ariivc  lorsque  les 

5. 
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r(|u;ilioii^  X       ()  cl  Y  --()  n'diil   |miiiiI  de  riiciiics  t'ailles  ;  dans  if  cas  le 

,      ,  ,  .  ,     ,,  ,     ,.  ...  d^y    .  d'x 

mitiicialciir  et  le  (Icnommatcui  de  I  une  cl  de  I  aiilic  (iiiaiililo  -r^  et  -tt 

n'aui'oiil  iimi  plus  de  divisciir  cdiniiiiin. 

Donc  : 

,■<,.■         '/■  r       o  .      , 

I     Lu  laisaiil     ,-,  =  -  on  aura  les  deux  e(Hialions 
ax'        o  ' 

XY' ^- YX':_ro,     XvXY=o, 

dont  la  st'i'dndc  ddimc  on  X  ^^  o  ou  Y       o;  mais  la  piciiiii'ic  donne,  pai' 

la  sui)stitiirKUi  de  la  valeur  de  -j-^ 
ax 


Y'v/XY-YX'  =  o; 

faisant  X  =  o,  celle  équalion  se  réduit  ii  YX  =o,  la(|ucllc  donneiait 
X'  =  o,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse;  l'aisanl  Y  =  o,  l'cMpiation  précé- 
dente se  trouve  remplie  d'cllç-mènic;  ainsi  \  =  o  est  une  intéi;rale  par- 
liculii'rc. 

a"  Si  l'on  l'ail  -,-   =-  on  trouvera,  par  un  laisonncnient  scud)lalde, 
dy^       o  ' 

l'intégrale  particulière  X  =  o;  de  sorte  que  ces  deux  intégiales  particu- 
lières auront  lieu  en  uiénie  temps. 

.^1  l'on  suppose  (|ue  \  et  ^  ai<'nt  un  diviseur  connnun,  alors  il  est  aise 
de  voir  (pu'  ce  diviscui'  dispai'aitra  entièrement  jiar  la  division  du  déno- 
minateur de  la  (piantité  y^  ;  par  ccuisécpu'iil  il  ne  pourra  servir  ii  rendre 

celle  (luantite  é^ale  à  -;  il  en  sera  de  nuMUe  r(dativemcul  ;i  la  (luanlilc 
'  ~  o  ' 

d'x      .    . 

—, —  1  si  X  et  X'  ont  un  diviseur  commun. 

dr' 

D'où  il  faut  conclure,  en  général,  <pn'  l'iMpialidii  pi'oposée 
dx  df 

aura    pour   intégrales   parliculii'rcs   tous   les   facteurs   simples  des  deux 
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('(|ii:ili(iiis  X  (I  et  Y- lo;  ce  (|ui  s'accocdi'  ;i\('c  ic  i|iii'  imiis  :i\i)iis 
ti'iMi\c  ihiiis  le  11"  ()  pour'  le  eus  |);ii  liciilicr  nii  X  et  \  chiiciil  des  (|ui- 
iioiiM's  sciiilil;il)lcs. 

Aiiiici.K    III.   —    /)(i/i.s   l('(j//cl  on   ilnliiil  la   llivovic  <lvs  iiitci^ntlcs 
pditicdlièrcs  de  la  considérnlioii  des  (■onrhcs . 

:>1 .    Soit  V       ()  !'inlr!;r:il('  coiiiidi'ti'  (riiiic  ('•(|ii;iliuii  (lill'ciciilirllr  du 

incinici'  ordre  Z       o,  Z  ctaiil  une  IoihI'kiii  de  .r.  v  cl    .    :  on  s;iil  (juc   \ 

scr;i  une  toiH iiim  tiiiie  de  .r,  v  el  d'une  eonshinle  ;iil)ilr:iir'e  (t;  donc  si 
l'on  considJ're  hi  coiiil)!'  e\|)iiiin'e  |nir  re(|n;iti(in  \  o.  en  |iren;inl  .» 
•'I  y  |)(nii'  les  deux  cuordoiiiiees,  eetic  coiirhe  ('X|trimer;i  aussi  {'«'([ualioii 
(lillerentitdle  Z  o.  (|uel(|UO  valeur  (lu'on  donne  ii  la  (•(mslanle  a;  de 
sorte  (|u'en  donnant  successivement  à  a  toutes  les  valeiiis  |iossildes  de- 
puis  zéro  jus(|u';i  l'intini  positifet  négatif,  on  aura  un  assenildai^c  d'inK 
infinité  de  courbes  toutes  de  la  même  ramiilc.  cl  inliniment  peu  dillc- 
reiites  l'uni'  de  l'autre,  dont  (  liacune  repiw'sentera  égaleuH'nl  l'eiMialion 
diilV'rcMliidle  Z       <>. 

.le  dis  iiiaiiitenani  (|iic  la  courlic.  ijui  loiirlicia  lontes  les  courhes  doni 
il  s'agit,  satisfera    aussi    ii    la   nuMiie   e(|ualion   diUerenlielIc  Z  —  o.  {];n 

cette  é(|uation  détermine  la  valcui  de    ;-  par  une  l'onction  de  .(  et  v  nar 

(•onsé(iiienl  (die  détermine  la  |)osilion  d<'  la  tangente  ii  clia(|ue  point  par 
la  position  de  ce  point  dans  le  plan  des  coordonnées  .»  el  v:  donc  loiilc 
conrlie,  (pii  dans  un  point  (pielconi|in'  aura  la  même  langenle  (priiiic 
des  coiirlies  dont  nous  venons  de  parler,  satist'ei'a  aussi  necessairemeni 
à  récpialion  Z  -  -  o;  oi'  il  esl  \isihle  (pu'  la  courhe.  (pii  touche  toutes  les 
(•(Uirlies  données  par  ré(|uatiim  V  o.  en  laisanl  varier  le  parami-lrc  r/. 
a  cetti'  propri(''té:  donc.  etc. 

•1-1.   Si   l'on    considire   deux  points  inliniment   proches  de  la  couilie 
loU(liaiile,  il  esl  facile  de  concevoir  (|ue  les  deux  courhes  touchées  dans 
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ces  |)oiiils  doivent  iiécessaireiiieul  s»-  couper  dans  un  point  inlermédiiiiie: 
par  conséquent,  en  faisant  coïncider  les  deux  points  d'attouchemenl.  !•• 
point  d'intersection  des  deux  courhes  touchées  se  confondra  avec  eux; 
d'où  il  suit  que  la  courbe  touclianle  est  formée  par  l'inlerseclion  mu- 
tuelle et  successive  des  courbes  données  par  l'ecpialioii  A  =^  o,  en  faisant 
varier  le  paramètre  a;  donc  cette  courbe  satisfera  à  ré(|uation  Z  =  o;  ce 
qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque  suivant  ce  point  de  vue  la  courbe" 
dont  nous  parlons  n'est  composée  que  de  porlions  iniinimeni  peliles  des 
courbes  représentées  par  l'étpjaliori  \  -  o,  et  donl  rlianitie  satisfait  à  la 
mén)e  équation  Z  =  o. 

23.  .Maintenant,  si  l'on  re}i;arde  r  connue  une  fonction  de  x  et  de  a 
d<innée  par  l'équation  V  =  o,  il  est  clair  que,  pour  la  même  abscisse  x, 
les  coordonnées  qui  répondent  à  deux  courbes  infiniment  proches  seront, 

en  uénéral,  r  et  y -f-    •.    da:  donc,  au  point  iriiilerseclion  de  ces  deux 
^  •"        -        (la  ' 

courbes,  on  aura  —  ^o;   par  ciinsétiuent,  si  Ton  élimine  a  au  moven 

dy 
des  deux  équations  V  =  o  et  -.-  —  o,  on  aura  l'éipiation  de  la  courbe 

formée  par  les  intersections  continuelles  de  toutes  les  courbes  conlenues 

dans  l'équation  V  =  o,  la(juelle  sera  aussi  la  courbe  (|ui  touchera  toutes 

ces  mêmes  courbes. 

On  prouveia  di'  même,  en  iej^ar<lant  x  comme  loiiclidn  de  y  et  de  «, 

.  .       dx 
(jui'  la  condition  -.    ^  o,  combinée  avec  réquarKui  \  =.  o  en  sorte  (pie 

a  disparaisse,  donnera  aussi  la  courije  touchante  des  mêmes  courbes. 

D'où  et  de  ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut  ^4  et  h  on  doit  con- 
clure (|ue  l'intéf^Male  particulière  d'une  équation  diffêrenlielle  du  pre- 
mier ordre  est  représentée  par  la  courbe  qui  touche  toutes  les  différentes 
courlies  re|)rêsentées  par  rintê^iale  compliMe  de  celte  é(|uati(»n,  en  fai- 
sant varier  la  constante  arbitraire,  c'est-à-dire  toutes  les  différentes 
courbes  qui  peuvent  être  re|)rêsenlêes  à  la  fois  par  la  même  ê(pialion  dif- 
férentielle. 
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Ainsi  les  caustiques  par  rellexion  et  par  rétraction  ne  sont  autre  chose 
que  les  courbes  représentées  par  rinlej;rale  particulière  de  re(|uation 
tlilTérentielle  qui  exprime  à  la  fois  toutes  les  li;;nes  limites  suivant  les- 
quelles les  rayons  sont  rétléchis  ou  réfractes. 

Kt  les  développées  ne  sont  que  les  courbes  représentées  par  l'intégrale 
particulière  de  l'équation  dilTérentielle  qui  exprime  toutes  les  lijri»es 
droites  qui  coupent  la  développante  à  angles  droits:  et  ainsi  ilu  reste. 

24.  Toute  équation  dilTerentidle  du  premier  ordre  représente  donc 
premièrement  une  infinité  «le  courbes  de  la  même  famille,  qui  ne  dilTè- 
rent  entre  elles  que  par  la  valeur  de  la  constante  arbitraire,  laquelle  tient 
lieu  de  paramètre:  en  second  lieu,  cette  équation  représente  aussi  la 
courbe  qui  touche  toutes  ces  mêmes  courbes:  en  st»rte  qu'on  peut  rej^ar- 
der  en  quelque  fa»."on  tant  les  courbes  touchées  que  la  courbe  touclianle 
comme  une  seule  courbe  ayant  une  infinité  de  branches  liées  entre  elles 
par  la  même  équation.  Ainsi,  à  chaque  point  de  la  courbe  touclianle  il  v 
aura  deux  branches  qui  se  rencontrent  «lans  ce  point  et  qui  ont  une  tan- 
gente commune:  l'une  c'est  la  courbe  touchante  même,  et  l'autre  c'est 

la  courbe  qu'elle  touche  dans  ce  même  point:  ilonc  à  chaque  valeui  de  ^ 

il  ilevra  repondre  une  valeur  double  de  '.^•.  par  conséquent  l'expression 

de  la  quantité  'r^'  '"■^*'  i**"  Tt'qualion  dilTérentielle  proposée  au  moyen  de 

la  dilTérentialion,  devra  devenir  égale  à  -  pour  tous  les  points  de  la  courbe 

louchante,  par  une  raison  >emblable  ii  celle  par  laquelle  on  prouve  que  la 

valeur  de  -r^  devient  eg-ale  à  -  dans  les  points  doubles  des  courbes:  et  l'on 
il.r  '^  o 

dira  la  même  chose  à  l'égard  de  la  quantité  '—,  en  supposant  dv  con- 
stant au  lieu  de  </r.  De  cette  manière  ou  pourra  donc  déiluire  de  ré(|ua- 
tion  différentielle  même  celle  de  la  courbe  qui  loucherait  toutes  les  dilïe- 
rentes  courl)es  représentées  par  cette  équation  ililTérentielle:  et  ci»inine 
l'équation  de  la  courbe  louchante  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  parti- 
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riiliiic  (le  l'équatinn  (lilTéronliolle  dont  nous  parlons,  ainsi  qu'on  l'a  dc- 
liinnlrc  ci-dcssns.  il  l'rsullc  dr  lii  la  même  rèitlo  pour  li-oiiver  ces  sortes 
d'iiilcjiraics.  (|ii('  iiim>  iivmis  ddiiiirc  dans  le  n"  15,  d'a|tr('s  d'autres  piiii- 


25.  l'iMii'  jeter  un  plus  L;raud  j'Uir  sur  la  liicdiie  précédeule  et  reiidi'e 
bien  sensihie  la  liaison  tju'il  y  a  entre  les  intégi'ales  complètes  et  les  inté- 
i;i'ales  paiticulières,  nous  allons  apporter  quel(|nes  Kxeniples  tirés  de  la 
(lecunetrie  liaiis  le.s(puds  rap])lication  de  cette  théorie  se  présente  natu- 
Cfdleuieut. 

Supposons  qu'on  demande  une  courbe  telle,  que  toutes  les  perpendicu- 
laires menées  d'un  point  donné  sur  les  tangentes  de  cette  courbe  soient 
d  une  grandeur  donnée. 

Il  est  visiMe  (pie  le  cercle  résout  d'alMud  la  (pu-stion,  pourvu  (pi'oii 
place  le  centre  dans  le  point  donné  et  (|a'on  tasse  le  rayon  éi;al  a  la  |4i'an- 
deur  donnée;  mais  comme  le  Probli'me  conduit  natiir(dlemenl  a  une 
é(piati(m  ditTérenlielle  du  premier  ordi'c,  il  s'ensuit  (pie  la  solution  coui- 
|)lète  doit  renfermer  une  constante  arbitraire;  par  coiisé(pieiil ,  puis(pie 
le  cercle  (jui  résout  le  Problème  est  nécessairement  donné  de  i;ran(leiir 
et  de  position,  on  ne  peut  pas  avoir  par  son  moyen  une  solution  com- 
plète, mais  seulement  une  solution  particulière. 

Or  si  l'on  coiisidiMc  (pie  la  ligue  droite  satisfait  aussi  au  même  Pro- 
blème, et  (pie  poiii'  c(da  il  siillit  ([ue  la  perpendiculaire  niellée  du  point 
donné  sur  celle  lii^ne  soit  donnée,  on  verra  (|iril  v  a  une  inliiiiti'  de  droites 
(|ui  résolvent  le  Problème;  de  sorte  (pie  ces  droites  eu  doiineiil  la  véri- 
table solution  com|)l('te,  puisque  dans  ré(piation  (jui  les  représente  toutes 
il  entre  nécessairement  une  constante  arbitraire;  et  l'on  verra  de  plus  que 
toutes  ces  droites  sont  nécessairement  les  tangentes  du  cercle  qui  donne 
la  soliilioii  particulière. 

Pour  eonlirmer  par  le  calcul  ((,'  (pic  nous  venons  de  triuiver  synllie- 
li(|ueiiieiit ,  soient  x,  y  les  coordonnées  de  la  courbe  cherchée,  et  /,  u 
les  cooriloniiees  d'une  (podeoinpie  de  ses  langeutes  (dusi(ler(''e  coiiinie 
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mil'  lil^lH'  (lliiilc;  (III  ;illi;i  (Itilli-,  (Il  i^clirial,  filtre  /  ri  //  r((|ii:iti(i|i 
Il        ml  -\    II, 

ni  fl  II  cliiiil  (•(iii>l;iMlcs  [Kiiir  l;i  iiiriiic  laiii^i'iilc,  iikii^  \  iiri.ilili's  iriiiir  I;iii- 
i;oiili'  A  l'aiili'c.  Or.  loiiiiin'  l;i  dioilc  cl  l:i  coiirlM' duivciil  d'iiltoid  se  rcii- 
(•(irilrcr  dans  un  point,  un  aura  dans  ce  |)i)inl  u  ^  >'.  /       t  :  dnm 

)•  --  inx  -I-  «  : 

ciisiiilc.  coninK'  (dics  ddivcnl  dr  plus  se  loiudicr  dans  le  iiiciim'  point ,  un 

du       dy  .     du  .  dy       ^  . 

aiiia  encore  -—:=—;    mais        ~^iu\   donc  m  —~i-\   et  par  consiMinenl 
dt         dr  )il  d.r  ■  ' 

dy      t         !•  1 

«  =  )'  —  X    ;-  ;  donc  I  e{|iiatn>ii  a  la  laiii;ciilc  sera 

ily  dy 

U--  l-j-  +  y  —  X  —-■ 

dx       '  dx- 

l'renons  l'inaj^iin'  des  coordonnées  poiii-  le  poiiil  donne,  et   iioiiinianl 
c  une  \\'j,\H'  iiience  de  ce  point  ii  la  laiiLsciile.  on  ani'a 

[/■  ~  t'  -\-  II'; 

donc,  |)()nr  (|nc  cette  lii^ne  soit  per|)endicnlaire,  il  landra  (|ne  do  =  o,  ce 
(|iii  donne 


idi  -f  II  du  —-  (>     (  i 


du         _i. 
dt  «' 


doni 


/  dy  dr 


M  dx  dx'' 

donc,  snlistiliiaiit  celle  valeur  de  /  dans  i'eiiualion  ci-dessus,  on  en  lire 


(fdx  —  xdy)  dx 
dx-  +  dy'' 


flonc 


^  \         dx'  j  dx'  -+-  (/>•' 


c'est   le   1  aire   de    la    perpcndiiiilaire    menée   dii    |ioinl   donne   ^nr  la   laii- 
l\.  li 
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i;ciiti-,  iKuiiiiiaiil  (li)iic  ciili'  |ici|nMi(li(iil;iirc  h,  nu  ;iiii;i  !'('(]ii;irKm 

ydx  —  xdy  =  6  y  ^f^'  +  ^)"' 

^\\\\  >ri\  lia  il  rcsdiiilir  le  l'idliliMilc.  Or  ccHc  r(|iiati(ili  a  ilcjii  de  cxaiuincr 
dans  If  II"  ().  cl  nous  avons  \n  (|ircili'  (loniic  l'intriiralc  coinpIJ'lc 

_)■  —  ax  —  6  y  I  -4-  «'  =  o, 

cl  ciisiiilc  l'intci;i'alc  parliciilicrc 

X-  -+-  k'  =  h-  ; 
vi'  (|iii  s'accorde  avec  les  résultais  Irouvcs  plus  liaul. 

2().  Ava/i/  lui'  d  un  point  donné  une  perpendiculaire  à  la  langente.  d  une 
eotirhe.  et  menant  du  point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  tangente 
à  un  autre  point  donne  une  droite,  on  demande  quelle  doit  être  la  nature 
de  la  eoiirhe  pour  (pie  cette  droite  comprise  entre  les  deux  points  dont  il 
s'unit  soit  d'une  grandeur  donnée. 

Par  les  propi'iétés  connues  des  sections  coni(iues  il  est  facile  de  voir 
(|Ue  si  l'on  di'cril  une  section  coni(|ue  (|ui  ait  le  premier  des  deux  points 
donnés  pour  l'un  des  loyers,  l'autre  point  pour  centre,  et  la  L;ran(lenr 
donnée  pour  demi-axe,  eetle  section  coni([iM'  résoudra  le  Proldl'me;  mais 
la  section  étant  entièrement  déterminée  pai'  ces  données,  elle  ne  poiiria 
pas  l'ournir  une  s(dulion  complète  du  l'rolili'ine,  le(piel  coiuliiil  iialurel- 
lement  ;i  uneecpialinn  diUerentielli'  du  |iremier  ordre,  et  par  coiisiMpienl 
indéterminée. 

Ouli'c  la  section  coni(jue,  on  voit  aisémeiil  (pi'il  y  a  une  intiiiili'  de 
droites  i|ui  peuvent  aussi  résoudi'c  la  (|ueslioii;  car  si  l'on  décrit  autour 
du  second  point  donné  un  cercle  dont  le  rayon  soit  éejal  à  la  i;randeur 
donnée,  toule  lii;ne  ilinite  (pii  ciuipera  ce  cercle  en  un  point  (pielcompic, 
de  manii're  (pi'elle  tasse  un  ani;le  di'oil  avec  la  droite  menée  de  ce  [xiint 
d'inlersoclion  au  |»remier  point  donné,  aura  évidemment  les  propriétés 
re(|uises. 
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L'ci|ii;ilinii  ^cticiMlf  lie  loiitcs  ii's  lij;iics  (huiles  ifiil'ciiiiaiil  ditiic  iiin- 
roiislaiitc  ;iiliili;iirf,  clic  (lnniicia  iicct'ssairoiiit'tit  l;i  solution  coinpli'lc 
(lu  Prohli'nic;  cl  il  csl  facile  <lc  piiiuver.  pur  les  |)i'opri('t(''s  eoiitiiies  des 
sections  c(uii(|iics,  (|ue  tontes  ces  droites  seront  tiin^enles  à  la  section 
coni(|ue  (|ue  nous  avons  vu  rc'somlre  aussi  le  l'roldi'Uie;  de  sorte  (|iie  la 
solution  par  une  seclion  ('(Hruiue  ne  sera  (|u'une  s(dution  parliculiirc. 

\]\\  ellcl,  pour  réduire  le  Probli'Uie  en  e(pialinii,  (ui  rcuianiuera  (|iic.  si 
(le  rorii;ine  des  coordonnées  on  mène  une  [xMpendiculaire  à  une  lan- 
jfcnle  (pndcon(|ue  d'une  cuurlje  dont  les  coordiuinecs  soient  .r  et  v,  el 
(|n'on  nniunic  /  et  u  les  coordonnées  (|ui  se  rappurlenl  au  point  de  la 
tangente  sur  huiuelle  lonihe  la  perpendiculaire,  on  reinaniuera.  dis-je, 
(|ne  les  l'orniules  trouvées  dans  le  u"  25  ci-dessus  dounei'ont 


dx'  ■+-  dy'' 


dy ydx  —  xdy ,  dy 

dx  dx'  H-  </)•'       ' 


niaiuteuanl  >i  l'on  l'ail  passer  l'axe  des  ahscisses  par  les  deux  i)oinls  don- 
nes, (pi'ou  prenne  le  premier  de  ces  deux  |)oints  pour  l'origine,  el  (|u"(Ui 
nomme  h  la  dislance  entre  les  deux  points  el  c  la  grandeur  donni-e,  il  est 

aise  de  concevoir  (ju'iui  aui'a 


donc 


c-  =  {b  —  i\'  +  U-; 

r-  -I-  H=—  -y.hl  ~   (■■—  h', 

el  sul)sliluanl  pour  /  el  //  les  valeurs  ci-dessus, 

(ydx  —  xdy)-  -;   ob  ydx  —  xdy)  dy 
dx^  -H  </r' 


-ft'; 


d'où,  eu    mullipliani   par  r/.r ■ -t- ^/>' " ,  e I   exiravani  la  racine  carrée  apré: 
avoir  ajoute  de  part  el  d'autre  Irdy-,  (Ui  aura  re(pialion  du  l'rolileme 


ydx  —  xdy -h  bdy=:  y/c^(dx^-i-  dy^)  —  b'dx-. 


N(Ulsavinis  déjà   traite  cetle  ei|liarnili  dans  le  ll"  (i,  el  nous  avons  \il   (|0t 

6. 
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son  iiitci;ialc  (•iiii:|(lili'  rst 


r  —  ai  x  —  b)  —  ^/f'(i  -(-  rtM  —  l>\ 

ce  i|iii  iliiMiic  illtïiTfiilcs  lii;iii's  droites  sui\;iiil  I:i  viilciir  (le  l;i  ciiiislaiitr 
aiMitaii'c  n;  nous  avons  vu  ciisuitr  (|iic  celte  iiieiiie  e(|iiali(iii  est  siisce|)- 
lilile  (riiiii-  iiile-rale  parlieiiliiTe,  la(|iielle  est 


.^-1')'  _^    r'- 


<-b' 


I, 


cl  lepioeiile  par  (•(Mise(|iieiil  une  ellipse  dans  hupielle  les  aliscisscs  a- 
sont  prises  ilepnis  l'nn  des  l'uvets,  el  (u'i  h  est  rexcenlrieile  et  c  le  demi 
grand  axe;  di'  s(»ile  (pie  celle  ellipse  est  la  iiK'iiie  (pie  c(dle  donl  ndiis 
avons  parlé  ci-dessiis. 

Artici.I':    W  .    —    Des    mtri^rales   ixirliciilirrc.s    des   njucitions 
(liffï'icnticllc.s  (lit  second  ordre  et  des  ordres  plus  élevés. 


•11.   Soil 

Z'=  <) 

une  (''(pialidU  dilTerenlielle  du  second  (U'dre.  Z'  elaiil  une  fonctidn  de  x, 

,/y       ,,/,■        ,        . 
y.  -7-1  a  -7-;  cl  st)il 

V=o 

rinlei;iale  Unie  el  cdnipli'le  de  cette  e(|nali(in  ;  \'  sera,  dans  ce  cas,  une 

fonclion  de  .x,  y  et  de  deux  conslanics  arliilraires  ^/  et  h.  Or,  pnis(pie  <i 

el  l>  sont  aihitraires,  nn  peut  snp|)(Kser,  en  gênerai ,  (pie  h  soit  une  t'onc- 

liiiii  (jnelciimpie  de  c/ :  alm's  \   sera  niu'  i'onclidii  de    r,  v  et  c/ ;  et,  de  ce 

que  nous  avons  deiiKintre  dans  l'Arliele  II.  il  s'ensuit  (pie  re(]  lia  lion  V  =  () 

salisfei'a  éiialeineiil  a  TiNpialion  Z  =-  o,  en  snp|iosanl  n  \arialile.  pourvu 

que  l'on  ait 

,h-  _  iiy^  _ 

du  '      '      dadx  " 


i)i:s  li^jUAiioNs  1)11  riiuKM  ii:i,Li:s. 


V5 


ilx d'x   __ 

(la  '~    '      dady 

•t  (i:iiis  ce  (MS  rf(|ii;iliiin  \        o  ilcvifinlia  tiiir  hiIcj^imIc  pin  liciilil'i''    |0 
2S.    (;()llsi(l('|■<lll^^  lf>  deux  ((iiiilitiotis 


ih 


d^y 


■1  Mipposanl 


du         '     dx  d(i 


h      fa).     dl>=  f  a   du. 


il  est  riair  (|iir  m  V i)\\  rcj;:ii'(li'  y  coiiiinc  Mlle  Inlitiioii  de  a  ri  A\'  h.  la  \a 

1  11'/''  dy       dy  f,,        I  I 

Iriii-  cimiiilclc  (le    ,     scia  rcpiM'si'iilcc  nai'  -; — h  -rr  /    (t,  il»'  soilc  (iin'  !(•• 
'  (/il  '  '        <la        dh  •'        '  I 

(l('U\  CDiiililioiis  (jdiil  il  s'aLîil  sci'oiil  cxiiiiiiiccs  ainsi 


(/)•       '/)•  ...  d-y  d')- 

±.  -^- :7i:J    ''-"'     'rzTn:  +  :r-:n:.f  «!  =  "• 


da      dh 


dxila         dxdl)  ' 


'An  iiKiycii  (le  ces  deux  fi|iialioiis  on  dclciniincrM  les  valcnis  de  <t  cl  de 
/'(a  I  oti  /v  en  .f  cl  ^\  cl  on  les  suiislilnera  cnsnile  dans  rc(|nali(in  \  •-  o, 
(III,  ce  (|iii  rcvieiil  an  iiieinc,  un  (diiniiicia  a  cl  /'  a  an  inuxcii  des  iidis 
c(|iiarKins  ddiil  il  s'a_L;i!  ;  cl  rc(|iiarniii  resnllaiilc  sera  riiilc;;iale  jiailicn- 
lii'rc  de  rct|nati()n  dirterenlio-dinV'i'ciiliidlc  Z—  o. 

Si  r(ni  rcinci  <•//;  a  la  [ilacc  de /"'  a ,  f/r/,  du  anra  les  ilciix  c(|nali(tiis  de 
condiliun 

(h-        dy  iil>  ,1'y  d\y     dh    _ 

lia         (Ih    (1(1  '      dritd         ilxilh    il  a 

an  iiKivcn  ilcs(|nclles  cl  de  TciinarKHi  V  i  o  il  iaiidra  éliminer  n  cl  b. 

Kii  eliininanl  d'altmd  les  dilTércnlicIs    ,-i  on  iinra  l'cduarmii 

da  ■ 

//)•     (/■')•  dy     d-y    _ 

du  dxdh         dh   dxda  ' 

la(|uclle,  elanl  coinliincL'  avec  rei|iialiun  N'^i^o,  servira  ;i  delcrniiiiei  (/ 
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cl  //  t'ii  .r  et  )-;  ri  il  ii'v  ;uira  plus  (|ii';i  siilisliliu  r  ics  v:ilnirs  de  n  cl  // 

dans  rc(|uarKm 

dy  I       dr  ,. 

-^  au  -+-   ^  MO  =;  o  ; 
aa  fil) 

ic  (|iii  (Idiiiicia  une  ('([nation  dit'fcrciiticllc  dn  |)rcniicr  ordre  en  x  et  j, 

la(|iicllc  scia  |iar  consiHiucnt  l'int(i(;rale  particulière  cherch('0  de  Tt-qua- 

lion  du  second  ordre 

Z'  =^  o. 

Mais  puisque  l'équation  V^-  o  donne  par  la  diftV'rentiation,  en  laisanl 
varier  à  la  l'ois  x,  y,  a,  b, 

dr=pd^--%da^-^j^-dh. 


~-  da  -^  ^  dh  —  (/y  —  u  dx  : 
da  al) 


pai'  consc(|uenl  re(juation 

dr   ,        '/)■  ,1 

-f-  (la  -\ — rr  do  =  o 

Il  a  ail 

sera  cqnivalenle  ii  c(dle-ci 

dy  —  pdx  ^  o; 

ainsi  il  n'y  aura  (|n'à  subslitiU'r  les  valeurs  de  a  et  de  b  dans  cette  der- 
nière e(|nalioii,  ou,  ce  (pii  revient  au  nu-me,  (■'liminer  les  valeurs  de  a  et 
de  h  au  moyen  des  c(|iiations 

_  dy    d'y         dy    d^y    _  .  , 

'      da  dxdb        db   dxda  '        .        r 

re(|ualion  dn  premier  ordic  (|ni  en  r(''snllcra  sera  l'intégrale  parliculièrc 
doni  il  s'agit. 

2!l.    De  la  je  i  unclus.  en  g('ncral ,  (juc  pour  trouver  l'iiilcgralc  parli- 
cnliiM'c  de   r(''(|uation  dillV-rcnlio-dillcrcnticlle  Z' —  o,  dont    l'inlcgralc 
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liiiif  cl  (niu|ilrlc  est  \       o,  il   ii'\  Il  (|u':i  cliiniiiiT  les  (|ii;iiirilfs  «,  A  fl 

Ja 


:iii  iiKiycii  (li's  iMiuiiliiiiis 


,.  (ly  (ly       ily  <lh  d'y  d'y    dit 

V=o,      -f P  =  o,      -/-  -(-  -■  ri),       j—",-   -+-   -,—  M-  ',     ~°' 

(/.r        '^  (A<         (//(   '/«  r/,rrA(         drdli    tlii 

et  comme  ;iu  lieu  di-  rcgai'dcr  v  cumiiic  une  fuiidioii  ilc  > .  ^/.  A.  un  |)ciii 
r^icf  versa  rcgiirdcr  .f  coniiiic  une  foiictiini  de  v.  a,  A,  mi  (loiiiia  aussi,  a 
la  place  des  deux  dcrnii'res  e(|iiarniiis.  siiiisliliici-  ces  dcu\-ci 

dx       dx  db  d'x  d-x    db 

da        db   da  '      dyda        d\-dh  d<i 

.'{().    Soit  l'c(iuati(in  ilii  secuiid  milrc 

dx        ?.  dx'        \dx  dx-j        \dx'J 

doiil  j'iiilcj^ialc  tii)ie  et  eonipif'lc  est 

ax'       ,  ,, 

Kr=  — h  hx   ^-  a-  ■+-  Ir, 

a  cl  /y  elaiil  les  deux  euiistaiites  aiiiiliaires.  Ou  tire  par  la  dilTereiitiatioii 

dy  ,       dy       x'  dy  ,         d'y  d'y 

-:-  ^ax  -\-b,    .-/- h  art,        •     —x  -+-  -j.b,        -y  ^  x,      -.  -^jy       i; 

dx  da         a  db  dxda  lixtib 

(III  aiiiii  ddiic  ces  ipiatre  e(|iialion> 

ax'       I  , ,  dy  , 

y  = h  bx  +  a-  +  b-,  ,-  =;  ax  -+■  h, 

■?.  dx 


i-  ,     db  db 
\-  la  +  [X  -h  f.b  '  j-  :-^  o,     X  -4- 


da 

Ib 


an  iiioveii  disijiiellcs,  eliiiiiiiaiil  le>  iiiiaiilili's  d,  h,  -,    •  un  aura  iiuiir  ri'- 
-iiltaiile  riiilc^rale  particiilii're  de  l;i  pru|)usee. 


W  >L^   LES  IME  ^  •  '  -  -    "^^ '^TI».tLltllE5 


dr 


«••l  nîs«alKur>  --laui  ?ui.>«-tiloé*5  dar. - 


t(5   I-r-** 


Snie  «ïe^  la  priipisée^.  Vma  «la,  je  tif  &  pair  l'ex 


i . I i . 


.àjr  —. -, 


•♦rTisamil  par  %  i6jr  -;-  4-''"  —  -r*-  ec 


::=  ^djt  ^  t  —  X- 


éipuntit-Mik  ÏBli^aye',  et  dbnit  Vmlè^raAs:  est,  eu 


i?s«  algébtujiic,  ["Latérale  juiruculiéCé  ^ 

31 ,  LliDléfvaile  ftajrtknliëre  am  ditTiTef t(iMt«»  pire«ûères  «pitr 
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Ailii  li>  I  et  II.  |)f(luisiiiis-l;i  de  riiHtjjralc  ('oni|)li*(f  :iii  iikimii  tic  l.i  toii- 


liilii 


<u  ~  -    (f.  la  ililïtiTiilnilion  de  la  (IfrniiTc  f(|iiarniii  (l<iiiii< 


aiii'«i  l'idi  aura 


16  r  ■+■  4x=  -4-  j:*  =  n; 


coinnii'  cent'  ('(|iuilioii  ne  it-Hrcrmc  poiiU  la  (|iiaiitilf  a.  il  laiit  la  ininlii- 
iifi-  avec  riiilfi^'ialf  ciiiiiplt-ti'  en  cliininaiit  Vuuc  dos  vaiialiles  a-  ou  v, 
piiiir  voir  si  la  valeur  nsiillaiilf  de  v.  est  conslaiilt'  mi  variable  (4";  or 
ri'(|iialii)ii  i|ni'  nmis  vciiniis  de  liinivci'  domir 


t'I  cellf  valeur  tiaiil  suli>tilace  daus  linteiiralc  t  i>ni|dèli'    niiin*-ri)  pre»  •• 
di-iil   .  on  a 

log    \  I  ■+-  x'  —  .<     -   ^       ..; 


r  .  I  -»-  .r- 


d'oii  l'iiu  voit  (juf  z  est  déterminée  par  une  ibnelion  de.»-,  par  ninséi|itent 
réqualiou  dont  il  s'ai^it  est  une  intégrale  parlienlière. 

.Mais  eetle  intégrale  partienlière.  i|uoi(|u"elle  satisfasse  à  l'intégrale 
partioulière  aux  |)reinitres  dilTerenees  de  rét|ualion  proposée,  il  ne  s'en- 
suit pas  qu'elle  doive  aussi  satisfaire  à  eelle  dernière  é(|uation;  au  ron- 
traire,  t>lle  n'y  satisfera  pas  à  moins  (|ue  l'on  n'ait  en  même  temps 


t/\y 
dxds 


à  eause  (pi'il  s"a;;it  d'une  ecpiation  dilferenlielle  du  >eeond  ordu-    Il  ;  or 
ayant 

dy  _  y  i6_^--H4.g»-4-x' 

7ti~'  8 


d'y  rtj: 

dx  «/a  ""  8  V  i6)-+-4x--l-.r' 
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l'I  iiicllaiil  noiir  -;    sii  v:ili'iir 


.       ,       TV 

il  \i<'ii<li';i 


; -T  i/i  •+■  x''  i/i6r  H-  ^x''  +  x', 

?.         4        4*  V      /       t 


d'y    _   \/'  +  ^' 
Jx  dx  4 

c'»'  (|iii  ii'osl  pas  nul;  d'où  il  s'rnsuil  ([iic  r('(|iiatioii  ijonl  il  s'agit,  savoir 

_        x'        x' 

•^  "  ~  T  ~  ^' 

lie  salislail  pas  à  la  proposée  du  second  ordre,  coiiiiiic  on  peut  aiscnicnt 
s'en  assurer.  Gel  Exemple  peut  servir  de  contirmation  ;i  la  llituric  (loniici' 
dans  l'Article  II. 

An  reste,  il  esl  hon  de  n'inar(jner  (|ne  celle  inlei^ralc  pai  liculièrc 

X-        x' 

pcul  aussi  se  (lc<hrn('  iinnicdialement  de  l'iiilegral*'  tiuii'  cl  compiclc 
v-= h  bx  -+-  a-  -f-  h-, 

2 

en  i'aisani  en  nirnif  Icnips 

T-  "  o     Cl      -jj-  =o; 
da  dt) 

Cl'  (lui  dunui'  les  dcuN  c(|ualions 


d'cu'i  l'on  lii( 


1-  ?.  a  =  o,     X  -h  ?.h  =^  o, 


«  =; y-i       b  : 

4 


i)i:s  ko  L  AT  ION  s  un  I  i:ki;n  I  iKLi.KS. 

r  (|in.  l'tiiiil  siili^liliii'  il;iii>  riiili'^i;ili'  cdinidi-li',  (loiiin' 
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r^- 


16     4 


|-!l  nilc  irjjli'  est  goiK-iMlc  pdiir  lniili>  les  (■(|ii;irniii>  (lilTcrriiliiidifrrifii- 
licllfs  (Imil  1111  coiiiiail  riiili'i;r:ilr  liiiic  cl  ((iriiiili'lc. 

M.    Si,  ;iii  inovcii  de  ri'(in;iliiiii  tiiiic  V  =  n  cl  de  l"i'i|ii;ili(iii  :iii\  prc- 
iiULTcs  (lilTcrciiccs  -,  .—  p       <'  •l'ii  ''"  •'>•  «Irrivcc  pMf  l:i  ililï(''rciili;ilii)ii , 

DU  rliiiiiiic  l'une  des  doux  cunslantos  «,  h,  on  w  une  ((iniilidn  dilTcicn- 
ticdli-  du  premier  ordre  Z  —  o,  qui  ser;i  l'inléj^iide  conipli'le  iiux  dilTé- 
renees  piemiiTcs  de  l'eipiatioii  dirterenlio-dillereiilielle  Z  <>:  el ,  coMinir 
on  peut  éliminer  à  volonle  l'une  ou  l'autre  des  deux  eonslanles  arbi- 
traires a,  b,  on  aura  ainsi  deux  intégrales  aux  |)remiëres  diff'éren( es;  ce 
(pii  est  eoniHi  des  Geunilires. 

Supposons  mainlenani  (pi'oii  ait  éliminé  h.  l'U  sorte  que  dans  l'équa- 
tion Z       o  la  (iiianlité  Z  soil  une  l'onclion  de  -v,  y,    ;    et  a;  si  l'on  dilïr- 
'  •      (If 

reiitie  cette  c(juation  en  Taisant  varier  a-,  y  et  a,  el  (|u'un  suppose,  eu 
général . 

</Z  =  A  (/  ^^  -I-  B  dy  -■-  Cdx  -+-  Eda, 


on  aura 


.dy  Bdy^Cdx-r^Eda 


dx  A 

donc,  en  l'aisant  varier' «  seul,  on  aura 


dx  da 


B  dy       E 
\  'ifa     "  a' 


et,  faisant  varier  h  seul. 


d'y    _  _  B  </r. 
'dxdb  "        A  lib' 


r2  SI  II    l,i:s    INTKdK  M.I.S   l>  M;  1  Kl  l.l  Kit  KS 

■es  viilcurs  claul  siihsiiluci's  (t;iii>  rciHKirnui  ilc  ((HKlirHiii 


(lu  II"  29,  (III  iiiini 


(/-)•  (/•)•    db  

dxdu        dxdl)  da 

K/dr       '{>■  <^\  _  ^ 
\\da'^'dhdfij        \ 


mais  (iii  (Idil  avdir  aussi  (iiuiiicro  citi''] 


dr       dy  (U) 
da        dli   da 


donc  (111  aura 


E 


dy 


or  si  dans  l'i^iiiiation  Z  =  o  ou  l'ait  varier  iiirK|U('iiiciil  j     cl  /i.  eu  rcs>ar- 
(laiil  V  et  a-  comme  conslanles,  on  a 


d'où 


d.v 


E  dx  d'y 


A  da  dxda  " 

ainsi  re(|iiarioii  de  ((jiidilioii  se  léduira  à 

dxda    .      ' 

la(|iielle,  elaiil  comhince  wwi-  re(|!iatioii  Z  -  (i,  doiiliera  par  reliiiii- 
iialioii  de  u  la  iir'IIic  e(Hialioii  ([u'on  eût  ohleiuic  d'apii'.s  les  (jualrc 
iH|ualions  du  n"  29. 

Kl  si  an  lieu  d'éliminer  l>  on  cul  élimine  a.  en   sorte  (|ue  Z  lut  iiik' 

r(Micli(Ui  de  .r.  v,  -;     et  h.  alors  ou  aiirail  reiiiialion  de  (oudilioii 
d.v  ' 

d'y  ^^ 
dxdh 
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la(|ll('llr  iliiiilicrail  riM  lire   le  iiicllli'  l'('--llll;il   ni  riilliilliilll  /'  :ill   illnM'ii  ili 
ri'inniliiiii  /,       (). 


.■{I{.  Il  s'clisdil  (le  lii  (|Uc  >i  l'iili  lir  cdiiikiiI  |i;is  rillli'i;i;ilc  liliic  cl  idiD- 
jdi'tf  V- 0  (Ir  r('(|iiati()ii  dii'tori'iitio-ilirtV'i't'iiticllc  Z'^o,  iiciis  si'iilc- 
iMCMl  iiiir  (1rs  (lfii\  iiil<''i;i"il('S  iiii\  prciiiiiTCS  tlilTorcnccs  <lc  Cfltc  (■■(|ii;ili(iii, 

lillr  (iiir  Z       (),  Z  (iiiill  iilic  lomlioii  de  .r,  y,     ;  -  cl  d'iiiir  ((iiishnilc  ;ir- 

lnlniii'c  (/.   iiii   |Mtiifi';i  c^iilciiiciil    Inuivcr  l'iiilc^iiilr   |)Mi-liciilii'ir  dr   l:i 
iiifiiic  i'(|iuili(iii    Z'=<>;    |>(iiii'  cchi    il    ii*\    ;iiii;i    (ju'ii    l'iiiic   \;ii'M'i'  (hiiis 

rci|ii;ilioii  Z       0   les  deux  (|ii;iiilil('s    .     ri  c/,  cl  ii   su|i|Kiscr  ciisiiilc 


dx  dn 


o; 


(■(■tic  t''(|Uiilioii ,  éUmt  fonibiiK'c  avec  riMiMaliuii  Z  =  o,  i-ii  idiiniiiaiil  la 
(|iiaiitil('  a,  donnera  l'intégrale  (  lierclicc 

(letle  ri'file  peiil  aussi  se  dcindiitrer  direclemeiil,  cl  indc|iciid;iiiiiiicHl 
de  la  considération  de  rinléi>ia!e  finie  el  coniplète  V  =  o.  Kn  elTel,  puis- 
qne  ré(|uation  <ln  preiniei'  ordre  Z  =^  o  satisfait  à  l'équation  du  sec(jnd 
oi'dre  Z'^o,  (|ii(dlc  (|iic  soit  la  valeur  de  la  <MMislanlc  n  cuiilcmic 
dans  Z,  il  s'ensuit  (|ne  celle  e(|iialion  Z  =  <>  ne  peut  cire  (|uc  le  icsiillal 
de   l'élimination   de   a  au   moyeu    de   recpialiou  Z       o  el   de   re(|naliiiii 

d  -i-  =  lïd.t    deduile  de  cellc-lii  au  iuo\eu  d'uue  ditïcreulialiou,  Oi'  il  csl 
(Ix       ' 

(dair  (|iie  ce  résultai  sera  loiijouis  ii'  iiienie,  (|ucllc  <|ue  soil  la  iiuaiililé  ;i 

idiminer  a.  cousiaule  (lu  uoii.  pourvu  ipu'  les  deux  c(|ualion> 


/,  =  o,     (/  -7-  =;  u  ax 
(Ix       '^ 


siiicut  les  mèuu's;  mais  en  re:;ardaul  <i  comme  variahle,  un  a 


d  -r~  Tzz  u  i/x  ■+-  (I  (la  ; 

dx       '^  ' 


<i  K  i.Ks  imi:(;k  M.Es  paki  ici  Lit;iu:s 


(''(|iKilniii  (|ni  se  iciliiir;i  i\  hi  rniiiic  |iirri(lriilf  en  r;ii>;iiil   y  o;  «lune  >i 


d.i 


l'iiii  ili'lci'iiiiiic  <i  cil  sorlr  i|ii('  y  .  nii  ce  (|ni  est  l;i  inéiiic  cliusc  -j-   -  ou 
I  lie  II    ,     ,   ■  >()il  nul.  rcinuilion  Z    -  <>  salisIciM  ciicdrc  il  rciiinilioii  Z  ^  m; 

ll.r<ll(  '  ' 

cl.  coiiiinc  </  <lr\iciil  (biiis  ce  cas  ci^al  ii  une  (|ii;iiililc  vari;ililc,  rc(|iiiiliiiii 
Z  ^  ()  ne  sci'a  plus  (|ii'iinc  iiiti'i^rale  iiarliculii're  de  la  inciiic  (■■(|iiati(iii. 


.■}i.  l'oiir  ((inliiiiici-  celle  ri'i^le  |iar  un  l-]\cmplc,  rcpi-ciKiiis  re<|iialmn 
dirt'él'cnrHi-diiTereiilielle  du  n"  30,  cl  lums  tcrniverims  aisçiiieiil.  d'après 
l'iiitéiirale  tinic  cl  coiii|il('le  (lu'uii  i  omiail  ilejii .  (  es  deux  iiileL;iales  aux 
|(icmitTcs  (linéreiiccs 


\         dx  I  '         \         dx 


dr  dy 

+  :  I  —  7.a]x  -f h  rt'  H — j^ 

dx  dx' 


l>\ 


a  ot  h  élaiil  les  constantes  arbitraires. 


dy 


Faisant  varier  dans  la  première  les  (|uantités  -j-  et  a,  (ui  en  liii 


d'y 

dx  da 


—  2«      X'  A-  IX -T 2rt 


dx 


dr 

I  —  a  «   .r  -*-  2  -,— 
dx 


'I  siippiisanl  celle  {|iiantite  éi;alc  ii  zéro,  on  aura  l'ciinalion 


{'.  -  -) 


dr 


d'où  résulte 


X-  +  IX  -^ 2  «  =  o. 


dx 


et  celle  valenr  étaiil    snlisr^liicc  dans   re(]iiari(Mi   ci-dcssiis.   il    vieiidia 
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;l|)|•^■^  li'S  IcdlK  lidllS, 


r-dr-     ('^^"tH' 


Il  hii'ii 


<lx       dx^  \(i[\  -\-  X-) 


x'  ■+■  lox^  +  i().r     ;-  -+-  ib   y 
(IX  dx^ 


■'  '   i6(i4-a;')  ' 

c'est,  ciiiimic  l'iiii  V()it,  l;i  iiiciiU'  i'(|ii,iti(in  ([iidii  :i  Iikiim-i'  (huis  Ir  ii"  :{(). 
On  liiiuvi'i-;i  l'iicdi'c  le  iiii'iiii'  rcsiilliil  si,  dans  l;i  si'iondc  i'i|U;irniii  <i- 

dcssiis,  1)11  t'ail  Vitr'k'r  les  (|u;uitil('s  cl  A,  et  ([u'oii  siippiisr  cnsiiUc 

,     „   =  o;   on  aura  en  ct'l'ct.  iiar  la  diflV'ri'nliatioii  de  crllc  t'iiiiatiiMi, 
dxdb  '  ' 

d''y    2  "\dx) 

dxdb  l,        dy\        x^ 

■'■[''-l^j-T 

ri'  (|iii  claiit  suppose  égal  il  zéro  doMiie 


/>  = 


dy       x' 
"  dx        2 

i{y  +X-) 


et  relie  valeur  elaiil  sulisliluee  ii  la  [)laee  de  h,  on  aura,  apiès  les  icdue- 
lions, 

_  X  dy        I    «>•'        \    dx  1 

"^        1  dx       .r'  dx"-        t<ôx''(  \  -\-  x^) 

ou  hieii 

,.     dy  o      dy        ,.dy^ 
dx  dx  dx' 

•'  ~  i6i  i  +  X'') 

Ainsi  les  deux  iiilégiales  aux  preinii'res  dilVérences.  (|iioi(|ne  très-dil- 
l'erenles  eiilre  elles,  donneiil  eeiieiidaiil  la  nièiiie  iiitei;rale  pai  lieiiiii-re; 
la  raison  eu  est  elaire  par  l'analyse  du  n"  'V2. 
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."iô.  I,;i  iik'IIhhIc  (lu  II"  33  |)(iiir  lioiivcr  riiitciiralr  |i;iili(ulii'ic  (riiiic 
r(|ii;ilioii  (lilTrn'iilio-dinV'rLMiticllc  loisciiroii  conniiit  seiilciiiciil  nui'  «le 
si's  iiilrfjralcs  coinpliics  aux  |)rcini(T('s  dill'crcni'os  est.  conimc  l'on  \<iil. 
alisiilmnriit  aiialoi;iic  a  crllf  du  ii"  'i  |MMir  lidiivcr  riiilci^ralc  |iaiiiciilii'i'i' 
d'une  é(|uaruin  dillerenticlle  du  piciMici' ordre  au  moyen  de  son  iiitégrale 
tinie  el  eonipli'te:  l'une  et  l'autre  sont  fondées  sur  les  mêmes  pi'incipes, 
cl  dniveul  |iar  (•(UiS('(|ueiil  doiiHci-  lieu  ii  des  eonséciuenecs  scmlilaldes. 
Ainsi  tout  ce  ([u'on  a  dit  dans  l'Arlieie  II,  rcdativement  ii  l'elendue  des 
intéiii'ales  particulières  des  é(|uations  différentielles  du  premiei'  ordre, 
pourra  s'appli(|uer  aussi  aux  inléi;iales  pai  liculiéres  des  é(piali(Uis  dillé- 
reijlio-differentielles. 

Done.si  ré(|uatioii  dilférentio-dilTeicnlielIc  /.  -  o  est  elle-nieini'  l'in- 
tégrale d'une  équation  differenlielle  du  troisième  (uilre  Z'-^n.   i'inlé- 

i;rale  parliculière  de  re(|uation  Z'- -o.  déduite  de  la  condition  -7-7^  =  o. 

ne  satisfera  pas  à  reipiation  Z'     -o.   ii  moins  (|ue  l'on  n'ait  en  même 

temps        -,    —  o  et     .'  ,  ,    =  <>:  el  ainsi  de  suite. 
'      dx  da  dx-  du 


Si  l'on  a 


r/^r  d'y  ...    ,.    . 

dx  da  d.v-  da 


on  prouvera,  comme  dans  le  n"  13.  (lue  la  condition   -,-,-  =<>  ne  don- 
'  '  d.r  da 

uei'a  plus  une  intéi;raie  |)arliculii'i'e ;  el  de  lii,  par  un  raisoniiemenl  sem- 
blable il  celui  lin  II"  14.  on  déduira  une  ri'gle  pour  trouver  immediale- 
nienl  l'intégrale  particulière  d'une  é(|ualion  diflëreiilio-diiTerenliellc 
Z'=  o  sans  eonnaili'e  aucune  de  ses  intégrales  com|)li'les. 

I  ■        1       ■      o     I  I  I       '/''■•         I 

(.elle  règle  consiste  a   supiioser  égale  a    -    la    valeur  de  -,—    liree  de 

re(|ualion  |)roposée  Z'=o  au  moyen  de  la  ditTciciilialion  ;  on  aura  ainsi 

I  .•  '''■    '/■'■      !•  I       •         .  ''''    •    !•    •  I      1     I 

deux  ('(luatioiis  en  .r.  v.  -y--  -y^.  d  ou  éliminant  -,  -  a  1  aide  de  la  même 
'  d.r    d.v  i/x- 

.,  1  ■  '/'"  1 

éipialioii  /     -  o,  on  aura  deux  ei] nations  en  x,  y,  -j-  ([Ui  devriuil  s  acc(u-- 

der  entre  elles  el  se  réduire  ;i  une  mi'iiie  l'ipialion.  si  la  |ii'oposee  est  sus- 
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(■(•plililc  il'mir  iiil(''i;r;ilc  piii'ticiilii'cc;  cl  îilors  celle  ei|ii;irniri  sei;i   l'iiile- 
iii:ilc  |i:ii  rieiilicic  clieicliec. 


."ÎG.    Si  l'c(iii;iliim  tlilTcrenrKi-dilTeifiilielle  Z        <>  (■l;iil  Icllc  (|iic  l'on 


(Mil 


dx' 


;il(il'>  l;i  l'iiiidilidii   (le     ,■  ddlllicriiil   celle  e(|ii;ilii>ii   niii(|lle    A'^o; 

|):ircuiisé(|iieiit,  en  cliiissiiiil  la  niKiiilile    ,      :iii  intixcn  des  deux  e(|UiirHiii> 
'  '  '</.«'■  ' 

A'=:o,     Z'  =  o, 

la  résultante  sera  toujours  une  intégrale  parliculièrede  la  proposée  Z'=  o. 

Or  dans  ce  cas  on  [)eut  aussi  trouver  aisément  rintéi;rale  Unie  cl  ciun- 

pli'le  de  la   Miènie  e(pialinii.    V.w  cITel,  pnisijiie  '/.  —  o.  on  aura  aussi,  en 

dill'ereiilianl. 

d'y 
dZ'=.A'd^^=.o; 

donc  ou  A'  —  o,  c(!  ([ui,  connue  nous  venons  de  le  voir,  donne  l'inléiirale 

...  ,d'r 

partiiiiliere  ,  ou  r/ — -  =  o,  cl  par  c(Uise(]in'nl 


d'r  dr  ,  ax-       , 

-j-^  =  a,      -j-  =  ax  -(-  b,      r  — h  bx  -\-  c, 

dx^  dx  •  a 


«,  b,  c  étant  trois  conslanles  arbitraires;  oi'  conmie  l'eipialiuri  Z— o 
n'est  fliypotlièse;  (jiM'  du  second  ordre,  il  s'ensuit  (iiie  son  intei^rale  finie 
e|  coiiipli'le  ne  |)enl  reiireriiier  (|ne  deux  coiislaiiles  arliitraires;  ainsi,  si 

l'on  V  siilisliliic  les  valeurs  |iiTci'iieiites  de  v,  -;-  et     ,  '    ?  il  viendra  neces- 
'  il.f         i/.r- 

saiii'iiieiil  une  i'(|iialinn  entre  les  conslanles  (/,  h,  c,  sans  .v  ni  v.  p;ir  la- 

(|iirj|c  il   l'andra  dcterininer  riiiie  de  ces  conslanles  par  les  deux  antres. 

(|ui  reslcronl  par  coiisc(]iieiil  arliitraires. 

De  là  on  peut  déduire  la  roriiie  i^i'iM'iale  de  ces  .soites  d'eciuatious;  car 

IV.  8 
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soit,  en  g(''H('r;il,  c  uni'  l'oiiiiioii  de  a  et  //  ic|>i(''S('iil(''c  |)iir   /  (i,hj,  <•! 
piiis(|iroii  a 


ax-  dx  <lx  (Ix^ 


dx 
d'y     dy  d-) 


—  fi 'llL     'IZ  —      _jL\  • 
-'  \dx'^    dx  dx-  )  ' 

(loue,  sillisrilinilll  ces  \;ili'Uls  dall^  l'c(|ll;ilioii 


ax-       , 
)•  = h  bx  ■+-  c. 


011  i!iir;i  (cllc-c 


_      dr       X''  d'y       rl'^^^T    'h'  '/^> 

'  dx        1   dx''      •'  \(lx-^  dx       '    dx^  j^ 


on  hicii,  si  l'ùii  (';iil  |i(iiii' plus  de  simplicilô -y- =/>,  -J-^^  p\ 

P'- 


dx       '  '  dx 
y  =  px  -  '^  +f  l>\  p-  xp'   ; 


tniili'  i'i|ii;ili(m  (i(Uic  (jui  sci;i  rc(luctii)l('  ii  ('elle  l'oi'iiic  ;iiiim,  coimiic  <  rllr 
(lu  n"  17,  la  propriclc  de  pouvoii'rtrc  racilcnicnl  inl('i;r('('  au  UKiyi'u  d'une 
niiuvcllc  dillV'rcnliatiuu ,  cl  sun  inlri^ralc  iinic  et  couipli'tc  sera 

y^ 1-  bx  -+-f<a,  II), 

la(|ut'ilc  n'piofutc  loujonis  une  [laralxtlc'. 

De  plus.  ré((ualion  picccdcnir  aura  la  propriété  d'admctlrc  toujours 
une  intégrale  pai'tieulii'ic,  (pTou  trouvera  en  éliminant  //  au  moyen  de 
l'équation 

_  £.4-  '^f  Pi'  P-P'^)  ^  o 
a  dp' 

cl  i|ui  pourra  représenter  dilTi'i'cntcs  eouri)es. 

L'éipiatiiui  (pii  a  servi  d'exemple  dans  le  u"  30  est  conipiisc  sous  la 
forme  précédente. 


nns    i:n HATIONS    DIKI  KUKNTII.I.I.KS.  .'iO 

'•il.    La  IIk  iiric  (nic  nous  xcikhis  de  (loiiiici'  mit  les  iiilci^rali'.  |)arliiii- 

lii'l'cs  (les  ((Hialioiis  dilTcrfiilicllcs  ilii   |iicmi(i-  ri  du  sccuiid  nidic  pciil 

s'appliciucr  aiséiiiciil  au\  c'(|uati()iis  d'un  ordre  (|iii'l((ui(|ur  plu-^  (di'vr. 

Soit  |)ai'  cxcmpli'  Z"—  <>  niic  (''(|ualiun  ditTcrciilicIlc  du  Iroisii'uu'  ordtr. 

/.'  claiil  une  toiKiioii  dr  x ,   y.    ;    -,  -r^?  — —••  si  l'on  counait  sou  inléiiralc 

(IX     i/x'     dx"  '^ 

liuic  cl  ((uupltic  \       (),  \'  clanl  une  l'onctiou  de  ./•.  y  cl  de  liois  cou- 
>lautcs    ailiilraiics   d,   h,  r.   (ui   di'lciiuiucia    l'inlcgrah'    iJailiciiliiTc   de 

rciiualiou  Z      -  <)  en  cliniiuaul  les  Irois  (luaulilcs  ii,  h.  <■  cl  les  deux  -,-  ' 
'  '  (1(1 

-7-  (le  ces  SIX  c(|ualiiius 

,  (Ir  d'y 

(ly       c/y  dh        dy  de  

d(i        dh   d(t        de  du 

d'r  d'y     db  d'y     de 

—  o, 


da  dx         db  dx   da       de  dx   da 

d\y  d\y     db  d'y    de  _ 

dndx-       dbdx'  dd        dedx'  da 

Si  l'iui  coniiail  seulenieni  une  des  iniei^rales  ((uuidi'les  aux  prciuii'i'es 

dill'érences  telle  iiuc  Z       n.  Z  elaiit  une  l'oiulion  de  .r,   v,  -;-  et  de  deux 
'  dx 

conslanlcs  arliiti  aires  (t  el  h,  ou  dcteruiiucia  rint(''i;rale  |iartieulière  en 

....  .    .  ,     i/li  , 

eliuMuanl  les  (juantiles  a,  h,  -    ^  au  moyen  de  ces  (|ualic  e(|ualions 

y  d'Y 

dx'        ' 

■     d^y  d'y     db  

dxda         dxdb   dd         ' 

d\y  d\y    db 

dx'dd        dx'db  dd 

Si  l'on  ne  i(UHiail  (|u'unc  iulci^iale  ((uuiilète  aux  secondes  diiïei-eiMes, 

lelle  (jue  Z  =  o,  Z  étant  uiie  l'onetion  de  x,  y,   ---■,  -r-  cl  d'nne  con- 
'  '      (tx    dx- 


CO  s  l  U    F.  K  S   I N  T  !•  G  H  \  1 . 1-  S    I'  VUT I C  U  L I  K  H  K  S 

shiiilc  arliitiiiiii'  (/,  un  |)iiiiir;i  (IclciiuiiicT  l'inU-grali'  particnlii'rc  cii  ili 


iniiiaiil  (I  au  innvcii  des  driiv  (Miiialions 


Z'=o, 


(lx''da 


Kiillii  on  pourra  aussi  (h-tormincr  ccUo  inlrgralc  d'apii-s  la  seule  é(|ua- 
lioii  (lilTereiilielle  Z"  =  o;  |)oui' cela  il  n'y  aura  (ju'à  elierclier  par  la  dil- 

réieulialioM  la  valeur  de  -,-    el  la  suitposcr  éuale  à  -:  les  deux  é(luali(ln^ 

(]u"iiii  aura  de  celte  iiianii'ie  deviiml   icvenir  ;t  la  uièn)e,  après  reliiiiina- 

lioii  de  ',  '    l'aile  par  le  uioven  de  la  nroiiosée  Z"=  <i,  si  e(dle-ei  esl  ^us- 

(I.V'  '  •  '        ' 

eeplilile  d'une  iuléi^rale  parlieulière,  el  alors  l'é(|uation  résullanle  de 
réliuiinaliim  don!  il  s'agit  seia  l'inlégi'ale  parlieulii-re  eu  ([iiestiou. 

Ou  pourra  l'aiic  au  resie  sur  les  intégrales  parliculii'res  des  e(]iuilious 
dilTerenli(dles  du  troisième  ordre  des  remar(|ues  analogiu's  it  eidles  (pi'on 
a  laites  plus  haut  sur  les  intégrales  particulières  des  é(piations  du  secoiul 
(udre;  c'est  sur  (juoi  nous  ne  croyons  pas  (ju'il  soit  nécessaire  de  nous 
étendre  davantace. 


I}S.  Nous  lerininerons  cet  Article  par  faire  reniarcpier  (pi'il  y  a,  dans 
eliaiiue  ordre,  des  é(|iialions  dilTérentieiles  ([ui  ont  des  pro|Mieles  ana- 
logues à  celles  dos  équations  des  n'"  17  et  'M\. 

Soit  Z"=<)  la  f'oiaiie  géni'-rale  de  C(^s  sortes  d'eiiuatiims  pnui'  le  Iroi- 
sii'Uie  ordre,  on  aura  par  la  dilTérenliation 

d'L"  ;—  A"</  ~-  =  o  ; 

d'où    l'on   lire    un    A      o,   ce  (pii   donnei'a    une    intégrale    particnlii're 

,..,...         Il  .       d')-  ,    I         d'y       o  1  . 

après  I  eliniiiialinn  de  la  (luanlile   -r'    î  parce  (|u  aloi-s -r^    = -:   on   liien 
'  '  i/.v     '  '  dx'        o 

d  -r^  =  o,  ce  oui  donnera  l'inlci^rale  conipli'te 
dx'  '  '  ' 

d'y 
dF^="' 
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d'y  ,       dy       ax'       ,  ax'       bx- 

-r^  ~ax-^b,      -f-  =^ \-  bx  -+-  c,      r=  — ~  H 1-  ex  ■+-  f\ 

dx-  ax  2  '         ?. .  i  a 

()!■  cjHniiic  ri'iiiiiilMm  Z"  ^  ()  n'csl  (|ii('  du  Ii'oisii'iiH'  ocdrc,  smi  iiilcL;r;ilc 

liiiic  cl  ciiiiiidi'lc  iir  pi'iil  rciitcriiici'  (|ii('  Ir'ois  conshiiilcs  ;ii'liilr:iiirs:  |i;ii- 

(•(»iis('(|ii('nl,  si  l'on  siil)stilii('  (hiiis  (cllc  ('(|ii;iliini  les  viilciiis  iiicrcdriili  s 

,         dr    (/  )     </'»■      1        •  •  .       •  •• 

(le  V.    j'i    .\i      '^1  il  iiifivcrii  iicccss;iiiciiifiil  (|ii  on  ;iiii;i  une  i'(|ii:ilii>ii 

l'iilrc  les  coiislanlos  a,  h,  c,  c  sans  x  ni  >-,  par  laiiiicllr  il  tainlia  dc(ci- 
Miinci  une  de  ces  conslanics  par  les  Ir'ois  aiili'cs. 
Sii|i|i()siins  (hmc.  en  jif'iirral ,  (|iic  l'on  ail 

cl  si  l'on  lail  |ioiii'  plus  de  siin|dicil('' 

(/)■  _  (//> ,       (///    _    „ 

dx       "'      dx       '    '      dx     ~  ' 
un  aiiia 

a      p  ,      h  =z  p  ~  xp  ,      c  -   p  —  xp  H £— ; 

donc  snloliinani  ces  valeurs  dans  re(|nalion 
ax^       bx- 


y.. 


>.'i 


+  ex  ■+-  e. 


on  ania  ponr'  la  Ibiinc  ycnei'alc  des  ccjualions  dont  il  s'agit 

X^p"  X-p'  ,!•{„,  „  ,        x''p"\ 

r=  -^  — {-  +  ^P  -'  f[P  '  P  -  ^P  '  P     xp  t  -,f- 
l.'inléi,Male  finie  e|  conipli'lc  sera 


nx'       bx-  „       , 

r=  — i:  H (-  ex  H-  /  a,  b,  c  ; 

•'         2.3  2  ^       >     >        - 


et   rinle^;ralc    pailiculièrc    se    li'ouvera    en    elinnnanl    />     ,iii    nio\eM 
re(|nation 

^.,        <0'  (/'' .  /''  -  ^P" ,  p-xp'+  ^  j 
2.3  clp" 


(i-i 


SLH    ILS   INTKdK  \Li;S   l'VK'l  ICIJ  LIEKKS 


Nuiici.i';  N  .  —  Des  ///tr^ifi/c.y  piir//(///iric\  r/r.s  r<jii((li()n.s  (ii/.r 
(/if/crr/iccs  ptiiiicl/c' .  avec  t/c.s  icnutnincs  iioiivcllcs  .sur  lu 
iKttiire  et   sur  I  uttéi;iut/ii/i  de  ces   sortes   d' (''(juattuNs . 


:V.I.    Soii 


Vr^O 


uiif  ri|ii;iliiin  ciilic  t^oi^  \;iiKilil('s  .7-,  y.  z  cl  deux  tuiishiutcs  a.  h:  je  dis 
iin'oii  (Il  [iriil  (Icikiirc  iiiic  f(iii;iti(iii  ii  dilTcrciiccs  iiarticllcs  du  prcinirr 
ordre  diiiis  huiuçllc  li's  constantes  a  et  b  ne  se  trouvent  |)liis.  V.w  cITcl. 
.sn|)|)osons  (|n"cii  l'aisanl  varier  a  la  fois  x,  y  et  z  on  ait 

dz  =  pclx  -r-  qdy. 

I>  cl  (j  elant  des  t'oiiclions  connues  de  x, y,  z,  a  et  h:  donc  en  rei;aidaiil  ; 

coniiiie  une  IdiKiion  de  >r  et  y,  on  aura,  suivant  la  notatiiuiordinaiic  des 

dilTei'cnces  narliidles, 

dz  dz 

^.=/'.     -ry  =  'i' 

qu'on  éliiniiie  les  deux  (|uantités  (^/  et  b  dans  les  trois  éi]uations 


dz 

dx       ' 


d.r 


(J^-o, 


dz     dz 


cl  l'on  aura  polir  resuilanlc  une  cijualioii  entre  a,  v.  ;  et  -^  ,  -— •  oii  les 
'  '  ■  dx    (/y 

constantes  a  et  b  ne  se  trouveront  plus,  cl  (|ne  nous  re|irésenteroiis,  en 

jj'i'iK'i'al,  |iar 

Z  =  o. 

Ou  peut  donc  rci^arder  rcijiialion  tiiiie  \  -  (.  couiiiu'  l'intégrale  coiii- 
|)lèle  de  ret|ualion  aux  ditl'eicnces  particdies  du  preinier  ordre  Z  =  <>; 
et  coiimie  les  (leux  constantes  a  et  b  demeurent  ai'hitraires  dans  l'éipia- 
lion  \'-^o.  il  s'ciisuil  (|ue  rintéi;iale  coiiiplète  de  loiile  c(|ualion  aux 
ditTcrenccs  partielles  du  premier  ordre  entre  trois  varialilcs  doit  néces- 
sairement l'en  fermer  deux  constanles  arbitraires. 


DF.S   KOl'ATlONS   l)l  I' I  Kl!  KNTI  K  I.  I.K  S. 

Soit  par  uvcmplc  l'ccjualioii  linic 

z  =z  a  -h  bx  +  m  hy; 


G3 


on  a  pai'  la  (lil'tV'i'ciiliatioii 


(h  =-  Ixl  i  +  inixly 


donc 


ilz        ,       dz  , 

tlx  dy 


cl  cliiniiiaiil  a  cl  h,  on  aiii'a 


dx        dy 


(■•(|iialioii  (loni  l'inlcgralc  conipll'tc  sera  donc 
3  =  a  -H  t  IX  -t-  iny], 


(I  cl  fj  clant  ail)i(raii('s. 
Soit  l'cdiiation 


z  =  a  -¥  hx  -\-  c); 


dans  la(|iicllc  r  soil  une  l'ondiou  (piclcon<|nc  Ai'  a  cl  //.  ijiic  nuiis  di'si- 
t^nci'ons  par  /'  a,  h   :  on  aura  pai'  la  dilTciciilialioii 


donc 


d'oi 


dz       ,       dz  ..       , 


dz  dz 

z  =  a  -h  x-j — h  r  • 


dx      -^ly" 


dz  dz 

a  =  z  —  X  -, V  -7-  ; 

(Ix       •    dy 


par  cons(''(picnl  l'i-rpialion  dirrcrcnlicllc  sci'; 


dy 


.  /  dz  dz     dz  1 

-•^  y  '  "^  d^  "  ^' dj-'  dij 


r.V  SUR   LES  INTÉGRALKS   l'\  iniClî  LIÉHES 

la(iiicllc  ;uii;i  pour  'mt(''p;ralo  complète 

3  =  a  -(-  bx  -r-f  a,  b  }y\ 

Sdit  ciuoic  I'(''(|ii;ili()ii 

;  =;  c  -h  ax  -!-  by     (M      f  =zf  a,  b  -, 

()i(  ;iiir;i  p;ii-  i;i  (lil'fV'i'i'iilijilidii 

(Iz  dz        , 

ax  dy 

(liiiic  rc(|u;i(i()ii  (lirt'crciiticlle  hcra 

dz  dz        „  i  dz     dz  \ 

'~      dx      '    dy      *'   \(/.r    dy/^ 

cl  son  iiit('i;i'alr  ('oiii|)li'l('  sci'a 

z  z=zf[a,  b)  +  ax  -4-  A)'. 

'«■0.  Nous  avons  suppose  les  ([Lianlilés  a  cl  h  eonslanles;  mais  si  elles 
ctaieni  vafiahics  on  parviench'ait  toujours  ii  la  luenie  <'(|Mati(iii  dirieicn- 
ticllc  Z  —  (),  pourvu  que  l'on  eût  cgalemeni 

dz  -=■  pdx  -V-  qdy, 

coiiiuie  <laiis  le  cas  oii  ces  (|uantil('s  seraicnl  constantes:  car  il  est  clair 
i|iie  le  resullal  de  reliniinalion  de  n  et  />,  dans  les  e(|nations 

dz  dz 

^  =  '^'    Tx-P  =  '''    dJ-'J^"' 

sera  loujoni's  le  même,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  c/  et  //.  (")r  en 
l'aisanl  varier  à  la  l'ois  les  (|uantités  x,  y,  z.  a  et  h.  on  aura 

dz  --  pdx  -■-  (/dy  -t    rda  -'   sdb; 

donc  la  cundiliun  dont  il  s'ai;il  .mia  lien  si  /(■/</  ^  sdh      <>,  par  consé- 


iti;s  i:oi  viioNs  nii  i  i;iti;N  i  ii:i,i.i:s.  (>5 

(|ll<'lll  ^i  l'iMl  (IcIi'llllilM'  les  (|li;ililil(s  II  v\  h  en  sorir  (jUc  l'on  :ill 

ida  l-  sdli      (), 

cl  (|(ri>ii  M:i)slilii(' ciisiiilc  Iciiis  \;ili'iii- (l;iii>  rr(|ii;irniii  linir  \        <i,  dm 
itlll;i  Mile  liniiNcllc  i 1 1 lfi;i;i le  de  rc(|MarKill  |ini|)(iM'c  Z  -^-  o. 

il  .    I.;i  iiiiiiiicic  lu  |)liis  sim|ilc  de  >;ilisr:iirc  ii  r((|ii;ilioii 
nia   I-  ,5^///       <) 
t'sl  (le  >ii|)|Kiscr  sc|);in'ilH'iil 

(■:=0,        *  =  O, 

ce  (|ni  (iiiniic  (lfii\  ((iiniliims  (|iii  scrviiiuit  à  (lélcnniiici-  a  et  A.  ()i-,  en 
i('i;iiiil;iiil  ;  cnimiic  loiidiDii  de  d  cl  h,  il  est  visildc  (|IK' 

dz  ilz 

~  da'  db  " 

(Idiic  l("-  ilciix  coïKlilinri^  (Idiil  il  s'iiiiit  scr'oiil  rc|ircscnlcc>  |i;ii- 

dz^  ih^ 

du        "•      fM  '    "' 

Icsniiciios  claiil  aiiiiloniics  ii  la  ((11111111011    ;         o  (iiic  nous  avons  li(niv(''c 
1  '  Il  II  ' 

(lau.s  rAiliclc  1    |)oiir   la   dclci  niinalioii   des   iiilci^ralcs  |iaili(iilicrcs  des 

c(|iiali(tns  il  deux  vai'ialdcs,  on  [loiirra  ic^ardcr  aussi  les  iiilci^iaics  pro- 

vciiaiih's  di'  ces  condilions  coniinc  des  iiilci;ralcs  pailicnlii'ics  des  e(|na- 

tions  à  diU'crcnccs  |)iiilicllcs  cnlrc  trois  v;iriid»ies. 


12.    Pi-cnons  |iar  c\ciii|de  l'iMinalioii 

(/;;  (/;         ..  ,  dz     dz  \ 

dx      ■    dr  ^  dx    (/)•  ' 

ml  nous  axons  dcj;!  \  ii  (|iie  l'inle^iale  eoMi|il('le  csl     39  ; 

z  ^f  (I,  Il    -)-  ax  ■+-  liy. 
IV. 


Wi  SUR    LES   IMKdli  M.KS    l'AKI  ICULIERES 

lui  l'iiisiinl  Miiicr-  sm  rcssiM'iiiciil  a  v\  h.  on  :iiir;i 


dz        d  f{a,b)  dz        d  fi  a,  h  i 

d(t  du  '      dh  (II) 


;iiiisi  on  ;uir;i,  |t()iir  hi  (IftcniiiiiMrmii  de  riiilcL;i"il<'  |»;irtii'iili('ic,  1rs  deux 

••t|ii;i  lions 

dfia.b)  df[a,b) 

:iu  iimycii  (l('S(|ui'llt's  un  fliinincra  a  cl  Ij  di'  l'ccuialioii 

z  =:f'  a,  h  i  -H  rt.r  +  l'y  ; 

i'\  \:\  rcsnltàinti-  sora  rinléi,n'al('  itarliculii'rc  (jii'oii  clicichc. 
Supposons  (|U('  récjualion  proposée  soil 


dz  dz 

'    dy  dx 


\/-^m- 


lin  aura  ilaus  ce  cas 


donc 


7^' ;?;-)= V'^^'-^d^)^' 


./( a,  <>)  =  A  V  I  -f-  a-  +  h-, 


df  aj)_  _  ha  df[a,b) M 

da        ^  TZ^T^^riril'  db        ~ 


«'-+-/)= 


iiisi  on  aura  d'ahoid  celle  inlcgralc  l'oniplch 


;  =  A  y  1  +  a-  -(-  b-  +  ax  +  by\ 

«•nsnilc,   pour  avoii'  rinlci;ralc  |)aiiiculicrc.   il   n'y   aura    (|n'ii 
<lans  colle  é(|nation  les  qnanlilés  a  et  h  au  lUDycu  de  ces  dciix-c 

ha  hb 

X  H -^  :=  o,     y  -^ =  o, 

y/l  H-  (Û-\-  b'  ^   I  -I-  fl'-f-  6^ 


iiKs  i;(ji  vTl()^^  DiiiLKLN  rii;i,i.i;> 

lt-.S(|lll'lli'S  (liillliclll 


a  =::i  —      _- 


-,   l> 


^h'  —  x'  —  r'  v'/*'  —  ^' — }" 

(le  Miitr  (|iic  riiilci;i;il('  |i;u  I  icillii'li'  S('i;i 


»      ^/i-t-a'-f-i- 


y/A'  —  X'  -   V 


Z  =-  y//»^ —  x'  — y'. 

'|."{.  l'uni  icililic  |illl>  scusililc  l';ili;iln^ir  (lu'll  \  :i  culte  les  llllc^l;ilc> 
|i;iili<iili(T('s  (lr>  ciiiiiilinii^  ;iii\  diUV'i'cncc.s  pailiflics  cl  celles  des  é(|u;i- 
lioiis  (lillcfeiitielles  à  cU'ii\  vaii;ii)les,  on  renKii(|iier;i  ([lie,  si  l'on  e\|)iiiiic 
les  s;irl;ililes.r,  >',  z  |)itr  les  coordonnées  reclanisles  d'une  surface  conr'lic, 
re(|M;ition  \  I)  |)(Miira  rc|>i'cscnlcr  une  iiilinilc  de  siiitaccs  conrlics,  cti 
donnant  anx  arliilraircs  a  cl  h  toutes  les  valeurs  possibles,  et  (  liacuue 
de  ces  dillérenlcs  surfaces  satisfera  éj^alenient  ii  ré(|uation  du  |)reniiei- 
ordre  Z=();  cnsnile  «m  |ininvcra,  pai'  un  raisonncincnl  scnddalile  à 
colui  des  n'"  21  et  suivants,  (|ue  la  surface  (|ui  tcaichera  toutes  celles-ci 
satisfera  aussi  ii  la  même  é(|uation  diMcrenliclle  Z  =  <>;  cnlin  on  démon- 
trera aiscnicMl  (juc,  polir  avoir  rc(pialiiiii  de  la  siirlace  Inuiliaiilr  dunl  il 
s'ai^il,  il  ii"\  aura  (ju'ii  idimiiicr  (/  cl  /'  de  l'e(|iiali(iii  \        o  an  mo\cii  îles 

deux  c(|uarKms 

</z  dz 

o,      j,:=o; 


(fa 


db 


d'ciii  il  s'cnsnil  (|ni'  icllc  snilacc  loiicliaiilc  c\piinicia  rinlci;ralc  paili- 
cnlicic  (le  rc(|iiali(ni  Z  o;  ce  (pii  csl  cfinrorinc  a  la  llicoiic  doiiiK'c 
dans  r AiTm  le  III  relalivenicnl  aux  lignes  ((mrl)es. 


i'i.  Pour  contirmcr  celle  llieoric  par  un  exemple,  supposons  ([u'on 
demandi'  la  surface  ciiiiilic  (jui  aura  celle  proprii'lc,  (|ii'cii  mciiaiil  d'un 
point  diiiiiir  sur  nii  (|iiclci)H(|iie  de>  plans  loiiclianls  de  (clli'  surface  nin' 
perpendi(  iilairi'.  clic  soil  Innionrs  d'une  iiieinc  i^raiidcnr  doniicc. 

Il  csl  d'aliurd  \  isilile  (prune  sphi'i'c  di'ci'ile  aulour  du  poiiil  doum-  avec 
un  ra\on  ej;al  ;i  la  grandeur  donnée  satisfera  à  la  (luesliiui;  mais  c(Mnnie 


(.8 


SI  it  i.i:s  INI  Kdu  \i.i:s  i'mitk  i  i.iKiii.s 


(l;in>  ccth'  siiliiliiiii  luul  est  (Icli'riiiinc  cl  (juc  le  l'ciilili'iiic  cninlnil  ii;iln- 
ri'llciiiiiil  il  une  i'(ni;ilioii  ;iii\  diUcrcnces  |>;n  lirllo  ilii  |M(inicr  hkIic. 
(•oiiinic  oM  le  verni  ci-iipii's,  il  s'cnsuil  t|u'<»ii  ne  |iciil  iiMiir  di'  celle  iiki- 
iiiere  (iiriine  sdliilKiii  [lai  liculicic  ilii  Pr'ohli'Hie. 

De  |illls.  il  esl  clail'  (jll'il  V  ;i  mie  illliliile  de  |d;ill>  (|lli  lesidvelll  ce 
l'ridili'iiie;  ciir  il  siillil  |i(iiii'  cida  i|iie  hi  |)iisiliiiii  du  |d:iii  Miil  |(dle.  (|iie  la 
|ter|)eiidiculaire  (iiToii  y  altaisserait  du  poinl  doiiiie  sdil  cigale  ii  la  L^iaii- 
(lelir  ddllliee;  el  si  rmi  (  lieli  lie  re(|llaliiMl  i^i'lieiale  de  luus  les  |daiis  (|ni 
oui  celle  |tf(i|iri(''l(''.  (III  verra  sans  [leiiie  i|iie  cette  e(|uali(iii  reiiteriliera 
deux  cduslaiites  ai'lii I raii'es ;  de  sorte  (|irnii  |ioiirra  la  regarder  coiiiine 
riiiti'gi'aie  coiii|)l(ie  de  re(|ualioii  dillcreiilielle  du  Prolilèiiic. 

Eiiiiri  il  est  aise  de  se  convaincre  (pie  tous  les  dillérents  |daiis  dont  il 
s'agit  loU(  lieront  une  suilace  s|)liei'i(jiie  décrite  aiilour  du  |ioiiit  donne 
avec  un  ravon  égal  à  la  valeur  donnée  île  la  |ier|)eiidiciilaire  ;  c"e>l-;i-dire 
la  niénie  surface  (|ui  nous  a  déjà  donné  une  solution  pailiculièie  du 
l'roiilèmc. 

A|)|)li(|U()iis  maintenant  lo  calcul  à  celle  (|ucslioii,  et  nonnuons  ,v,  /,  ii 

les  trois  coordoniK'es  l'f'clangics  qui  répondent  ii  un  |)oiiit  (|uelc()n(|ue 

d'un  des  |ilaiis  loueiiaiits  de  la  suri'ace  (  liertdiéc  dont   les  coordonnées 

icclangles  el  [larallides  il  c(dles-l;t  sont  jr,  y,  :■;  on  aura,  parla  nature  du 

jilan,  l'écpialiou 

u  =  I  -i-  nis  -+-  ni, 

/,  m.  Il  étant  des  coiistantes.  Or,  pnis(pie  le  plan  et  la  siirl'ace  passent  par 
lin  uM'iiie  point,  on  aura  dans  ce  point  ,v  =  ,f,  /  — -  )-,  ii  ^^  z,  donc 

z  ^^  l  +  m.r  H-  /;)•,      d'où      I  ^^  z  —  nix  —  iiy; 

ensuite,  puis(pie  dans  le  inclue  point  le  plan  et  la  sni  l'ace  se  loin  liciil ,  mi 

aura  aussi 

du        dz  du        dz 

ds       dx  dl        dy  ' 


du  du 

ni, 


ds 


dt 


donc 


l>i;S    KOliMlONS    ini  I  KItKN  I  li;i,LKS. 

_   (Iz  ilz 

dx  (}y 


«0 


cl   |i;il    iiiii>C(|llrlil 


dz  dz 

~  dx      •   dy'' 


ildlic.  siilisliliiiiiil  l'es  \;ili'iirs  (hiiis  l°('(|ii;ilii>ii  ilii    {ihm  IoihIkiiiI  .  illr  dc- 

viciiiliM 

dz           dz                   dz  dz 

ii~s-, h  t  -.     -i-  z  —  r ]■  -j-  ■ 

Su|)|)<is()iis,  pour  plus  (le  siiupliciU',  (pie  lo  poiiil  doimi'  snii  r(oii;iiic 
(les  ('ooi'doniK't's,  cl  cliciclions  l'expression  générale  de  la  perpciidien- 
laire  menée  de  ce  pninl  sur  le  plan  ilonl  re(pialiiin  es! 

M  =  /  -t-  m  s  -h  Ht  ; 

soil  0  la  \alelir  d'une  ilL;ne  nu'liee  du  po'iiil  doiil  il  s':\ii\\  a  nii  poinl  (piid- 
cDinpic  de  ce  plan,  on  aura,  en  i;fiieral, 

p-  -^  s-  -h  /■  -^-  11^, 

el,  dans  le  cas  oii  celle  lii^ne  devieni  perpeiH!i(  iilaiic.  ini  aura  do  =  o  el 

par  eonsécjnenl 

sds  +  l  (Il  +  Il  il  II  -z-  o  ; 

mais  re(pialion  au  plan  donne 

du  —  m  ds  4   II  dt , 
donc 


el  pal'  coliseipn'nl 


I s  +  mu )ds  -i-  (l  ■+-  nu)dl  ^:  o. 


i  -t-  WH  =:.  o,     /  +  nu  =  o, 


.s    -r  -  -  1)111.     l  un  ; 


u  ^=  l  —  m- Il  —  II' Il  ; 


sLiK  i.i:>  ime(;h\ij:s  i- vktici  i.ii:iti:s 


<l 


(loin 


1  -(-  m'  +  «' 


p»  —  î'  H-  /  '  -!-  ^^'  =  (  I  -I-  «(=  -I-  «=  «' 


P=  — 


I  -^-  m-  -f-  «• 


(liiiK  .  Mili^lil  iiiiiil  |iiiiii'  /,  f/i.  n  les  \;ilcm>   lnMi\c(>>  ci-dcssiu.s,  un   ;uir;i 
ciitin  |iiiiii-  rr\|ii-cssi()ii  giMiciiilc  de  l;i  iicriiciidiiiilairc  o 

dz  dz 


dz  dz 

z  =  x  -T-    -^  y  -j-  A-  Il 
dr       •    dr 


y/ 


Siipposaiil  (Idoc  cctto  ]H'i|)cii{liciil;iiic  ('•■^•.Af  ii  iiiic  ((iiishuilc  (loimi'c  //, 
)ii  iiiii'ii  ciitiii 

.dxj        \dy 


pour  r(''(|iKili(iii  (In  l'i'dMi'inr. 

(li'tlc  ('(IIKiIkhi  csI  hi  MM'inc  (|ii('  ll(Ml^  ;i\(Mi>  dcj;!  Ii:iilcc  plus  liiiiit  i2j, 
l'I  diMit  lions  ;iv(His  Ironvr  (|n('  rintc^i^dc  ((nnpli'tc  fsl 

zt=  ax  -^  br  -y-  h  y  i  +  rt'  -(-  h- , 
cl  (|IH'  riiilfi^ialc  p;n  liciilièri'  l'sl 

z  =  v'A'  —  x^—  r  '  ; 

ce  (|ni  s";H<(irdc  :i\cc  les  coik  liisinns  IroiiM'cs  ci-dcssiis. 

'i5.  Si  l'on  lapproclic  hi  llii'oiir  (pic  n(nis  ncikuis  de  donner  siii  lo 
inlci;r;il('s  iJMiticiilicrcs  des  (■(pnilKnis  ;in\  diir(''rciiccs  parlndics  de  ((die 
(|iic  innis  avons  donnée  plus  liant  sur  les  in(ef;rales  pafticnlières  des 
eipialimis  diU'ereiiliidles  ii  deux  vai'ialiles.  (Hi  en  pourra  déduire  une  ii'i;le 
analogue  il  ((die  des  n'"  15  el  2i  pour  Ironver  les  iiileiiiales  parliinlii'r("s 
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siins  CDiiiiiiitic  1rs  iiili'i;i"ili's  iiiin|il('lfs;  ciir  on  |)r(Mi\ci;i  ;ii>riiifiil ,  iiiir 
(li'>  |iriii(i|)cs  ;iii;il(ii;iics  ii  ir\\\  (Iu'kii  ;i  «'iiiployi'S  (huis  les  cmlroils  files, 
(]iii',  dans  le  cas  de  riiilci^ialc  |)arrK  iilii-i-c,  les  ditlV'iTiices  des  (|iiaiHilcs 

-r-»  /  dcduili's  de  l'i'(|iiarnin  diUririilicllr  |)rii|ii)scc  /  o,  ;iii  iiiuM'ii 
(/)      (/(  '  '       '  • 

d'une  non\illi'  iliUrii'nlialiiin,  dcvi-(inl  rcsifi'  indrin  ininrcs. 

Vinsi,  si  a|)r('s  avuii-  dill'cicnlir  rc(|nati(in   /,       i>,  et  ;ivuii-  lail   disj);i- 

railif  li'>  Irai  linns  dii  a  une  ('(inaliiin  de  la  rinnic 


cix  ay  "    ' 


M,  \,  I',  O,  \\  r(anl  des  i'oni iiiins  comnn's  ri  l'nlii-i'i's  d 


,lz     ,lz 
•l'i'S  (le  r,  V,  r,  -^,  -p-, 
il.v    ilr 

il  lainlia.  |ioni'  (dilmiir'  rinlc^ialc  [lai  liciirii'ii'  de  r('i|nati(tn  dmil  il  s'aj;il. 

taire  se|)ai'enHMil  les  (|naiililes  M.  .\,  I',  O  (diaenne  ei^ale  ii  zcid;  ce  i|ni 

donnera,  cmnine  Vow  voit,  (|nali'e  e(|nali(ins,  les(|n(dles  elaiil  cmnlii'nees 

avec  re(|nali(in    /,-    o  donnerinil.   |)ar  l'idiniinalinn  des  den\  i|naMliles 

—  i  y"-)  Irois  ei|nati(ins  linales  en  »,  V,  ;,  t|ni  devioni  avoir  lien  en  même 

temps.  Pat-  conse(|nenl,  si  ces  é(|nati(uis  (Mit  un  l'aclenr  cnmnnin.  ce  lac- 
lenisera  rinlé;iiale  parlienliLM'c  ciiercliee;  sinon  la  proposée  n'admelha 
pniiii  d'inle^rale  |)aitienlière. 

Wi.    Si  re(|nati(»n  Z       <>  elail  telle,  (|iie  l'on  en!  pai   la   diHeieiitialioii 

ux  dy 

alors  on  aui'ail  r(''(|naliiHi  ililIV'ientielIe 

(Il  ily 

el  les  conditions  de  l'intégrale  pailiciiliere  seraient  reniplics  en  laisaiil 
A  =  0  et  1}  --  o;  (Ml  n'aurait  dmic.  dans  ce  cas,  (|ne  deux  e(|iialions  (!<• 


ilnlilion.    Ies(|ilidles    serviiaieill    a   idimilli'l    les 


,/;      dz 


li'l     les   lieux    iiiiaiililes     ,— •    -, - 
'  dx     dy 
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il;iM>  rc(|(i;ili()ii  Z  —  o;  vl  rc(|ii;irKiii  ri'^iillaiitc  ^ciiiil  Icnijoiiis  riiilf;;i;ili' 
|);iiliciili(T('  (le  I  fltc  iiiciiic  (''(|ualion  Z  —  o. 

An  rcsic  dii  |)cul  aussi  trouver  son  inti'i;ialc  cumiilfli'  eu  i('iiiai(|Maiil 
(|ii('  ri-(|ualioii 

(l.r  (/)■ 


(loiiiii'  aussi 


,dz  ,  dz 

d  ,-  —  o,     </  -j-  =  o, 
ax  dy 


d'où 


dz 


n     01      s  =  ax  -t-  Y, 


a  ctaiil   mic  couslanti'  cl  V  uuc  Iduclidii  de  v  sans  .i  ;  mais,  pnisciu'nn 

'~=o,  il  l'aiulia  (inr  d   -j- 
dy  '  dy 

d\ 


doit  avoir  en  inèuic  temps  ^~  =o,  il  laiulia  (|ne  d     -  =0,  done 


dr 


/>,     ei     Y  —  br  -^  c, 


h  et  r  étant  des  constantes  ;  donc 

z^-  ax  ^  by  -+■  c  ; 

si  l'on  sul>slilne  celte  \aleur  de  r  dans  re(|uation  dilletentielle  Z  —  o, 
il  arrivera  nécessairement  (|ue  les  (juantilés  a-  et  y  s'en  iriuil  et  (juc  l'on 
aura  une  équation  entre  les  constantes  n,  h.  c.  |iar  hopn  Ile  il  faudra  vu 
déterminer  une  pai-  les  deux  aulics. 

Soit  donc.  l'U  i^cnéral,  c  =  f  a,b,,  l'intci^i'ale  coni|)léle  sera  alors 

z  =z  ax  -\-  by  -f-/"  a,  b  , 

el  re(|natinn  dillerenliellc  sera,  connue  on  l'a  dejii  vu    30   . 

dz  dz        „  /  dz     dz  \ 

'=''di^^\ly-^f\dx'   -dy)- 

c'est  la  toi  lue  i^fuerale  des  e(|ualions  dillereiiti(dles  ({iii  |ieiiNeiil  a\oir  hi 
|n(i|)iiele  dont  il  s'agit. 


ni:s  i;ni  m  ions  i>iI' ikim.n  riKi.Liis. 

Iji  l'tlrl.  si  l'iiii  ililli'itiHii'  rcllf  (•(iiiMlioii,  on  iiiliM,  il  ciiiiM'  de 


73 


,         dz    ,         ilz 
dz  --    ,-  d.t  -h  -j-  dy, 
dx  dy 

rcllc-ci,  oii  je  nids.  |iiiiii'  jilns  (Ir  siniplnilc.  /*  cl  </  ;i  l:i  |iI;hc  dr        et    ."  i 

I  "/'Il  "'/        I 

ninsi  |'(in  :inr;i  |i(»nr  l'iiiti'^i'iiic  itarlicuru'iT  les  dcns  (''(|ii:i!ions 

dj\p,q]  'If  P^^i 

x  H — -^    ;    ^-   -  o,      y  A — ''—;—'    —-  (>, 

dp  -  d(f 

à  l'iiHlc  (l('S(|nrllcs  il  l;iiuli:i  i'linnnci'  les  (|n;inlil('s/>  il  r/  (l;ins  hi  |n()|iuscc 

z       px  ■+-  (/)•  -\-  f  p,  (j  . 

l'.l  il  rsl  visililc  (iii'on  ;uiia  de  celle  nianiéic  le  nienu'  resullal  (|ne  par  la 
nielliiiile  i\\\  n"  'i2. 

Les  e(iiiati(ins  il  dii't'éreneos  partielles  de  la  forme  doiil  il  s'aj^it  ic|mmi- 
denl,  euainie  l'un  voit,  à  celles  qu'on  a  eonsidérées  plus  liaul  :  17^. 

47.  Nous  avons  vu  ci-dessus  (40;  (|ue,  poui(|ue  ré(|ualioN  finie  \'  =  () 
satisfasse  à  l'équation  aux  dilléreuees  parlicdles  du  premier  ordre  Z  -^  o, 
sans  sn|iposer  (|ne  les  arliiliaires  a  el  h  soient  eonstarites,  il  siillil  (|iie  ces 
quantités  soient  telles,  (|ue  l'on  ait  la  condiliou 


(■  est-a-dii'e,  a  cause  de 


suivant  la  iiiilalnin  nrdinain 


I  da  +  sdb  -^  o, 


dz  dz 

d,i  '     ■'  ~  dh 


dz  dz    ,, 

-r-    du  -f-    -rr  "''    "--  O. 

du      •       do 


IV. 


7V  SUR   LES   INTEGRVI.KS   PA  KTICII  1.1  ERES 

|);iiis  lf>  II""  i  1  cl  siiivaiils  miiis  avons  siilisl'ail  à  ci'ltc  ciUKlilioii  m  fai- 

tlz  il:  1  !•■  1 

saiil  scnarciiicnl    ,    —  o  cl   -fj-  =  o,  ce  (iiii  iiuiis  a  (Iniiiic  I  iiitr^iralc  nar- 
'  i/ii  (II)  '  '  ' 

rKiilicic  (le  ri'(|iiatii)ii  L    -o;   mais  il  est  clair  (|iii'  celle  siippiisilidii  csl 

Uo|)  liiiiilcc  l'I  (|ii'(iii  |)ciil  rciiiplir  la  coiiilirHiii  doiil  il  s'a^il  d'iiiic  iiia- 

iiièrc  plus  géni'i'aic.  lui  cll'cl,  comme  il  y  a  deux  iiKletciiiiiiiees  a  cl  h,  on 

peul  supposer  (|iie   rnnc  soii  une  i'onclinn  (|iielc(iii(pie  de  raiilre.   par 

exeiiipie. 

6  =  o  (  «  ) 

en  prenanl  la  cara(icrisli(|iie  y  pour  denoiei' une  ronclion  linli'lerininée); 
snlislitiiani  cette  valeur  de  h  en  d  et  l'aisaiil 


on  aura  re(|uation  di'  coiidition 


,/z        i/z     , 


an  moyen  de  hupudle  on  pourra  (diminer  d  dans  ré(|iialion  V  =  o. 
L'e{|nalion  résullaiile  de  celle  élimination  satisfera  également  à  ré(Hia- 
tioii  diirereiirKdle  Z  =  0,  et  comme  (die  renie  11  ne  une  fomiion  arbitraire, 
tdic  sera  lieaiiconp  plus  générale  qne  l'inlégrale  complète  \'  =  ();  c'est 
p<)ur(|U()i.  et  pour  la  distinguer  de  celle-ci,  nous  la  n(mimei'ons  l'inté- 
gi'ale  générale  de  re(]nation  Z  =0. 


'iS.  Ainsi  donc,  connaissant  riiili'graie  complète  d'uni'  e(|uatioii  ;i  dif- 
férences parti(dles  du  premier  ordre,  on  pourra  timjoiirs.  par  la  mellioile 
précédente,  en  déduire  rintegrale  générale.  hi(|U(dle  resomlra  la  même 
é(pialion  dans  toute  son  éleudue.  Il  n'v  aura  pour  cela  (|u'ii  supposer  (pie 
dans  rintegrale  c(mipléte  riiiie  des  deux  arbitraires  >oil  une  fomiion 
(|ii(dc()n(|ue  de  l'autre,  ditfereiitier  eiiMiile  celte  intégrale  en  l'aisanl  va- 
rier uniquement  l'arbitraire  restante,  et  éliminer  celte  arbitraire.  .Appli- 
quons celte  mélbiide  il  cpudipies  l-lxemples. 
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Soil  |)ri)|)(is(''r  d'iilniid  l'ri|u;iliuii 

(Iz  Jz 

r  "-"  '"  r  ' 

iliiiil  imiis  ;iV(iiis  \ii  (i-(lc>siis  i|iic  riiili'i;i"il('  coiiiiili'lc  l'sl 

z  =  «  -+•  b[x  +  my). 

Jr  Cuis  fl  =  y  ih),  j'ai 

z  -    o   1)    -h  II  ■  X  -+-  m  y  I  ; 

je  iliUcrciilic  en  l'iiisaiil  \;uit'i'  />  seul  cl  divisiiiil  |i:ir  ///>.  j'iii 

o'   l>  t  -h  X  -i-  my  -  o; 

au  moyen  de  ces  deux  «Miualioiis  on  ('■liiiiinfta  h  cl  l'on  ;iiii:i  riiilci;r;dc 
gcuéiale.  Or  eoninie 

—  ;^' [b  j  :::^  X  +  iny, 

1111  ;iiii:i  /i  cl;;iIc  il  une  rmicrKiii  de  .r  -i  rny:  |>;ir  c(iiisc(|iiciil 

9  />)-(-  A  (  X  -t-  WT  ) 

sciM  au^si  iicccssairciiiciil  une  I'oik  lion  t\{'  .i  -  ///\  ,  rniidiiiii  i|iii  reliera 
indi'tcnniMcc,  ;i  cause  ipu'  y  /'  c>t  une  t'iHHiiiiii  indclciiiiincc  ilc  A.  Ainsi 
I"mii  ailla  |ii>ur  riulct;ralc  i;ciicralc  di'  la  |U(i|i(iscc 

Z  rrr  fl>  '  .r  H-  W)>-', 

la  cara(lciisli(|iic  <|i  dciiDiaul  une  i'oiiclmii  iiucIcoikjiic. 
Î9.   Sdil  rc(|iiaruiu 

ddlil  l'inlc-ialc  (  |dcli'  csl     39) 

z  ^=  fi  a,l) .  +  (tx  -f-  t>y; 


7(i  SUK    LES   IMÉGUM.KS    I' \  I;  I  I  Cl  II  K  li  i.S 

liiisdiis  b  —  '^[a),  on  aura 

z  =f[a,  9(a)]  +  ax  -\-  &ia  ij; 
et  r:iis;iiil  v;ii  icr  ^  seul,  on  iiuiM,  npri'S  avnii'  ilixisi'  |i:\i'  f/{f. 

f  [«,  o^a)]  -r  X  +  ;/',«;_>•=  o; 

t'I  il  n'y  aiirii  |)lii>  ([ii'ii  crniiiiirr  a  mi  hium'II  de  ces  diMix  ('■(|iKiliiiiis. 
Si  ri'(|ii;irnin  cliiil  [kii-  cxciiiidi' 


dz 

z  --  X  -7-  -+-  y 
(ta 


('oiniiic  ihiiis  If  i'rolili'inc  du  u"  ï'i,  ou  Muiiiil 


dz\ 


f\  a,  b  \  ^  Il  1^  i  -\~  «■  -+-  h'  ; 
l'iiisMiil  dduc  h^'^'a],  on  aurait  ct's  deux  ('(|ualion> 


2  :=  «a?  +  <})(«)_)■+  /(  y  I  H-  «- +  [tpia)]-, 

v'i  -h  tt=  +  [?(«m' 


d'iiii  il  laiidrail  (diinincrf^;  (Ui  aurail  ainsi  la  solulioii  i^cncralc  du  l'io- 
Mi'nic  donl  il  s'ai;ll. 

Otif  climination  esl  iinpossibic,  en  iicniTal,  l'cst-a-diic  laiil  i|iic  la 
l'onclioH  '^  rtj  <'sl  inik'tiM'niinrc;  ainsi  nous  nous  conlcnlcrous  d'cxaini- 
niT  (|Uid(iU('s  cas  |)ai'liculi('rs. 

Sii|i|iosoiis,  ce  (|ui  l'sl  le  cas  le  plus  simple, 

///  cl  /i  clanl  des  cocllicicnts  conslanis  (piclcnu(|ucs,  lui  aura 

9'(«)  =  H, 


l)i;S    liuLMIoNS   1)11  I' 1:1;  I.Nl  IKI.I.KS. 

cl  lis  lieux  i'(|il;ilii)lis  |)lr(i'(lt'llt('S  ilcvii'lllllnlll 


3  =  rt  (  j7  -t-  «j-  )  -t-  my  -h  /i  \J  i  -h  a-  -i-  i  m  -h  nu  f , 

,       1 1  -I-  n')  a  -h  mn 

X  -+-  ny  -f-  // ^  o. 

y  I  ^-  a'  -f-  (  /;(  -4-  na  )' 

l'oiir  iliasscr  ti  de  ces  (Jeux  ('tiiialioiis,  ji-  i-iiiihiicik  r  |i;ir  tirrr  ilc  lu  se 
cuMilr  hi  vaU'iir  (lu  i-adical,  j'ai 


'  I  +  a'  +  (  m  -f-  naY  =  —  /« 


!-(-«•;«  -*-  Din 


X  H-  ny 


(T  (|iii,  l'Iaul  siilisliliii'  ilaiis  la  iir-i'inii'rc,  (liuim 

I  i  ->,-  II-   II'  \ 

;       (M  ^ ■  +  ny 


inli- 


Maliilriiaiil  ji'  laric  ri'inialidii  |H('ii'ilciili'  cl  jr  la  riMliiis  ;i  tfllc-ci 
i-n'-li'  —  ;  I  H-  ni')  [x  +  ny,' 


;  I  -t-  «'  a-  -+-  2  m  na 


[ i  -I-  «' ;  /i'  —  [X  -i-  ny }' 


il  iit'i  ji'  lii-i' 


nui  1/  I  ^-  ni-  -f-  «- 


H-  H=  I  +  rt-  ^/( ,  _,.  „2  )  /j J  _  (  a;  -I-  «K 1= 


irlli'   \alrlll-   riani    i'iiiili   sillislitlli'r    ilails   rii|ualioii    ri-ilrssiis,    un    aiiia 

(■•■lli'-n 

miy—nx]    ,    J  \ -v- in' -\- n' 7-      

r  —  — ^ ±  ' : V  '  -t-  «"  )  «  —   x  -t-  «)■  - . 

\  -\-  n-  !-)-«- 

(j'tte  i-qualioii  est  celle  d'iiu  cylindre  droit  qui  a  le  rayon  de  la  hase 
cj^al  il  h\  en  cn'ct,  si  l'on  cliaiiii,!'  les  deux  coordonnées  reclani;les  .c,  v 

rn  ili'n\  aiilrcs  aussi  rcclaiii>les  .r',    v  .   telles,  i|iie 


X  +  ny ,       y  —  nx  _    , 


\'i  -*-  "■'  v''  "*"  "' 


nt)'      ,    V  I  -(-  ni'  +  n-    ^y- r 

— ^=^=.  ±  ^ --=^ —  \jh'  —  X  ', 

\^i  -h  n-  v'>-<-  «' 
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tl  si  rmi  clKiiiiic  fiicdic  les  deux  roordoiiiircs  z,y'  <'ii  tlciix  aiilirs  z',  y" 

Iclli's.    (Mil' 


^Z I  -I-  w'  -I-  n' 

oïl  ;im;i  (■elle  e(|uarK)ii-(i 


— ! -*^  =  z',    • — ,  — : —  =r  , 


\/i  -h  »?'  -h  n' 


z'  =  y//j'  —  x'^ , 


hii[iirlli'  es|  e\iilriiiiiiciil  celle  irilll  rNlilidre  dioil  dont  |';i\e  coiiieide 
:i\ce  l'iixe  des  cooidoiinées  y' ,  cl  doiil  l;i  Itaso  a  le  rayon  éj^al  ii  /i. 

Or,  coiiiiiie  en  (  liani;eant  les  coordonnées  nous  n'avons  fait  (|ne  (  lian- 
i;('r  la  posilioii  du  cxlindi'c  relaliveineiil  aux  coordonnées  |iriiiiilives  r. 
V.  r.  il  s'ensuit  (|ne  loul  cylindre  droit  dont  l'axe  passera  par  le  point 
donne  (|ui  a  été  pris  pour  l'origine  des  coordonnées  et  dont  la  hase  aura 
la  (|uanlile  //  |)oui'  iay(ni,  satisl'eia  au  i*nddi'uie  dn  n"  M:  ce  (|ui  esl  evi- 
denl  pai-  soi-uiénie. 

Supposons 


y/ 1  -i-  «'  -+-  [ 9 1 a  i ]'  1=  /«■, 


ce  (lui  donne 


9  a )  =  y//i  =  —  I  —  a', 
tu  aura  alors  ces  deux  e(|uations 

z  ^  ax  -^  )•  y  /f'  —  I  —  rt-  -H  ///, 
^ S" 


d'oii,  éliminant  <i.  il  viendra 


;  O, 


=  ///,   ^-  i   /r 


i-  ^x'  -h  r 


eipialiou  il  un  eone  droit  dont  l'axe  eoincide  avec  l'axe  des  oidoniiées  ;, 
le  sommet  esl  distant  dn  |ilan  des  oi'données  a\  y  de  la  (|uanlité  ///'.  et  la 

liase  prise  dans  ce  plan  est  un  cer(  le  dont  le  ravon  esl         :   de  suile 

ijuc  si  du  centre  di'  la   liasi-  on  nÙMU'  une  perpendiculaire  ii  la  snilace  dn 


iti;s  Koii  \ri(t\s  un  I  i;iti;N  I  ir.i,ij:s.  7!i 

cniic,  ii'tlr   |i<'r|icM(liiiil;iii'c  scr;i  fi;;il('  ;i  // ;  ce  (|ui  rsl   hi  roiidiriiin   du 

PrnhIcilM'. 

On  li'iiiivci'iiil  iiii  ('(')ii('  si'iiiiihililc,  iiKiis  (hiiis  uni'  siliKilioii  (ililii|iir  ii 
\';\\i-  (les  ui'dimiii'cs  r,  si  rmi  |iicii:iil  l:i  (iiKiiililc  y    a     lidic.  (|iic 


v/i -I- a' -f- [(p(a)]' =- /i  -t- »("   t    MO  «  ; 

le  ciilcid  l'ii  l'Iaiil  un  peu  loiiii,  nous  ne  nous  v  iiiiclcions  pjis. 

(iuninir  l;i  lornic  de  l:i  lonclion  'i^Uij  es!  nrliiliMifc,  (Ui  |ii)nrr;i  Irotivcr 
une  intinilc  de  sidnlions  dinVM'rnlcs  du  Pi'id)li'nii-  pioposc;  mais  il  t'sl 
i'(>niai'(|ual)l('  (juc  la  solnlion  (|iii  donne  une  sphi-ri',  cl  (jni  csl  en  (jncl(|Uf 
façon  la  pins  simple,  n'csl  poini  comprise  dans  celle  intinilc  de  soluliuns 
(|iii  irsnllcnl  de  l'Iivpollii'sc  cpic  //  csl  une  lonclion  (|ii(dcon(pic  de  ((. 

\'A\  cITcl ,  si  l'on  repi'cnd  les  cipialinns  £i(''n('i'ales  cl  (jii'on  cliciclic  ii 
detciniiner  o'.a]  en  sorte  (pi'il  en  rcsnilc  l'eipialion  :i  la  splii'i'c 


il  l'andia  (pi'cn  siilislilnanl  p(mr  r  sa  valciii-  \li-  —  x" — y- ♦>!  (diminanl 
cnsnilc  l'une  des  deux  varialdcs  a-  ou  v  l'anlrc  disparaisse  aussi,  de  ma- 
nière (pie  rcipialiiin  rcsullaiilc  soil  iini(|nenicnt  enlrc  les  ipianlilcs  a 
et  ':,Ut  ;  or  en  élimina  ni  |)ai'  exemple  .r,  on  aura  une  ccpialion  où  v  mon- 
tera au  sccomi  dci-ré,  en  sorte  (|ii"il  l'audrail  l'aire  évanouir  scpairmcnt 
les  coenicienls  des  li'ois  lei'nies  de  celle  équation  ((rdonnée  par  rapport 
à  y;  ce  (|rri  donner'ait  trois  é(pralious  au  lieu  d'irnc;  et  l'orr  se  convaincra 
aisément  |)ar'  le  calcul  (pi'il  csl  impossildc  de  satisl'air'e  ;i  ces  li-ois  ('ipra- 
tioiis  il  la  t'ois. 

Air  reste  ce  r'csiillal  rre  doit  pas  parailre  sui|prerianl  ipiami  on  considère 
(|rre  la  splii're  csl  dorrnee  |iar  une  intégrale  |)articiriicr'e  ï\  \  cl  irons 
n'avorrs  l'ail  celle  remaripre.  (pii  peut  (railleurs  élr-e  apprr(prée  à  lontcs 
les  irrtéi;;r'ales  par  rrciriii'r'cs  des  ('(pialiiurs  à  dif'l'ererices  partiidie^.  (|rre 
pour'  montr'cr'  la  irécessile  d'avoir'  éjj;ar'd  à  ces  sortes  d'iirtégr'ales  pour' 
avoir  toutes  les  solutions  possiMes  des  é(|ua lions  de  l'espèce  dorrt  il  s'agil. 

lire  airire  chose  digne  d'elrc  r('mai(|rree .  c'est  cpre  les  srrrl'aco.  iprr 
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ii'iMi'M'iilciil  rinU''i;rale  particulièri'  et  r'mtriiralc  iiciicialc  d'iiMc  hm'Iiic 
l'iinalini)  il  din'ôriMU'OS  parlicllos  du  lu-ciuicr  ordre,  loiiclii'iil  dans  chaciiic 
liuiiit  iiiic  des  surfaces  exprimées  |)ar  riuléi^rale  compli'le  de  la  niènir 
('•(pialiou,  uiais  avee  eelte  différence  (|U('  la  smiacc  re|>réscnlet'  |iai'  l*iu- 
léi^ralc  particulitTc  louche  al)S()lunienl  toutes  les  surfaces  possibles  (|nr 
donne  l'inléiirale  coni|)l(ie  43j,  au  lieu  (pu-  la  surface  l'eprésenlée  par 
l'intégnile  générale  ne  touche  que  celles  de  ces  surfaces  qui  se  rappor- 
lenl  ;i  une  certaine  es|)èce  dépendante  du  rapport  (ju'on  étahlit  entre  les 
deux  quantités  a  et  h,  (jui  sont  les  constantes  arhitraires  de  l'intéttrale 
(•oMi|)l('le;  ("esl  de  (|uoi  on  peut  se  convaincre,  en  général,  par  les  prin- 
cipes  de  la  niélliode  du  il"  iS,  et  dont  l'Kxeiiiple  précédent  fomnil  des 
pr<Mives  parliciilii'res,  puis(|ii'il  esl  visible  (pie  les  cylindres  et  les  ciMies, 
que  nous  avons  déduilsde  l'intégrale  générale,  sont  louclies  pailoiil  par 
des  plans  exprimés  par  l'intégrale  compif'te. 


ÔO.    Soil  l'équation 


/(s-')=''fë'r 


/(£'  ■^)  =  «' 


les  caiactéristi(|iies  /"  et  F  denolaiit  des  l'oiidioiis  (pielcoM(|ncs  données 
(le  deux  (piaiililés. 
Je  suppose 

prêtant  une  constante;  je  tire  de  celle  éiinalion  la  valeur  de  —'  ■   oui  sera 
•'  '  (Ir      ' 

exprimée  en  .»  et  a;  et  après  avoir  multiplié  par  (/a- j'intègre  en  l'aisanl 

varier  r  seul  ;  j'aurai 

X  étant  une  fonction  connue  de  x  où  entrera  aussi  la  constante  a.  et  M 
une  fonction  quelcoïKjue  indéterminée  de  y;  j'aurai  ensuite 


in:s  i:(jii Al  i(>N>  i»ii  I  i:ui:n  riKi.i.Ks.  si 

l'I  j'en  lil'ci;!!  lie  ini'liic 

z  =  Y-i-  Z, 

Y  rlMiil  iiiic  foiiclion  conniic  de  v  oii  ciilifia  iinssi  a  ((iiiiiric  (  nnslaiile, 
cl  E  une  l'oiidioii  (|ii('Ici)1h|iic  de  r;  (liiiic,  |uiis(|iii'  ces  deux  viilciirs  (le  z 
iliii\cnl  ftir  iili'iilii|nrs,  il  r:iiiili;i  (|iir 

¥  =  Y     .1     Z       \; 

|i;i|-  (■iili>c(|lli'lil  l;i  Milcill'  ili'  c  si'IM  X  î  \,  cl  il  csl  \i^.illic  (|ii'<iii  |>ciil 
;ij()lllcr  il  celle  \:ileiii'  iiiie  cdiisliiiile  (]iicl(iiii(|iie.  |iui>(|lie  ihill'-  rei|li;ilicili 
(lilTcrcillielle  |;i  i|i|;i|irHe  linie  r  Mc  Se  lldllVe  |);is. 

On  :iiii';i  diiiii' 

2  =  X  -+-  Y  +  /;, 

iiil(''^f;dc  c(iiii|»li'lc  de  l;i  |)i'(>|)()sc('.  |iiiis(|ii'eilc  rent'ciiiie  deux  cfUislMiilcs 
jirliiliMiics  1/  cl  h. 

l'diir  cil  lirer  l'iiile^riilc  liciicnilc,  on  tcr;i  h  =  '^(a;,  eiisiiilc  dii  dillc- 
rcnliei;i  en  r;iis;iiil  \;iiiei'  a  .seul;  (in  ;inr;i  :iiiisi  les  deux  ciiinilinns 

_,  ,  (IX       <l\         ,, 

z  =  X -(- Y  +  9(ai,     -j h -^ i-9'(a)  =  o, 

:iii  iiiuNcii  dcs(jiielle>  on  (diinincia  a,  cl  la  rcsiillaiilc  sera  l'iiilcj^ralc 
clicrclicc. 


51 .    Snil  rciiiialion 


Je  fais 


.fdz    dz      \ 
nTxdy'')'"- 


c/x        ^'     tiy 


siilisliUiaiil  (  es  valcMirs,  j'aurai  niic  ('(iiiarnin  en  r  cl  Z.  d'oi'i  je  lirerai 
Z  exprime  par  une  foncruiii  de  r  seul  dans  laipudlc  <i  cnircia  ans.si  ckiiiiiic 
crmstanle;  nr  riMpuilidii 


IV. 
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(lomiera,  en  intégrant, 

V  cliiiil  une  tiiiiclidii  de  >  sciil  :  de  iiicmi'  rfinmlidii 


=  aZ 


(lonnora 


....  =  / 


\lz 


X. 


X  élanl  une  fonction  de  .i- seul;  donc,  pour  (juc  ces  deux  c(|ii:iti(jns  de 
viennent  la  même  chose,  il  l'andia  que  l'on  ait 


X  =r  -  .r,     Y  =  -  «>-, 


/■'/-- 


et  alors  on  aura,  en  ajoutant  une  constante  h  à  l'iiiléi;iale  ^  ' j-^  celle 
légrale  complète 


\lz 


Idz 


Je  fais  niainlenanl  b  =  ->  'ai,  et  je  dillereiilie  en  l'aisanl  vaiier  d  seul  : 
j'aurai  les  deux  é(jualioiis 


-./■'^ 


d 


'dz 


+  9(rt\     y  = 


da 


?  ■:  «  '■ 


au  moyen  des(]uelles  il  faudra  cliMiinei'  d  pour  avoii'  riuléi;iale  !;énérale 
de  la  proposée. 


Tyï.    Soit  ré(|ualiou 


\'  élan!  une  fonclion  (iuid(Oii(|ue  de  .1  et  v,  cl  '/.  une  fonclion  (|Uidc<ui(pu' 
de  .(■,  >',  r. 

Je  Miulliplic  re(|ualioii  par  d.v,  cl  j'ajoulc  ensuite  il  l'un  cl  ;i   l'aulrc 


DES  KuiiMi()N>  hii  ii:iu:ntii:i.i.i:s. 


iiirinlirr  l;i  <ni;iiililc    ."  i/y,  j';ii,  ii  ciiiisc  di 


8:) 


crlli'  ('(|H;ili(iii-ci 


ilz    .         (Iz    . 
il:  ^  -j-  dx  -'-  -j—  (ly, 
dx  dr    • 


dz-='\dx   ■   dy     ,*    •   V.iLi  : 
■      dy 


je  ^ll|i{ii>S('  |ii>lll'  llll  llliilllcnl 


\  <lx   i    dy  —  o, 


j';ii  mic  ('(Hiatidii  ciilrc  deux  v;iii:ililcs  .r  cl  v.  i]iic  i'inli'^ic  ni  \  ;iiiMil;iiil 

lu  roiislaiilc  iii'liili  MH'i'  y.  je  rc^^irilc  iiiaiiilciiiiiil  y  ('niiiiiir  une  tiiiiclidii 

(le  .«•  cl   V  ili'Icriiiiiicc  |i;ir  celle  iiiciiic  c(|iiarntii:   j';iiir;ii   |);ir  l;i  ilillcrcii- 

iiatioii 

\dx  -i-  dy=  \da, 

\  chiiil  mil'  loiiclioii  ((miinc  de  .c,  v  cl  y.  ainsi  siihsiiluaiil  celle  \aleiii 
dans  rc(|nalinn  |H'cc(''(lente,  (die  de\icndr'a 

dz  =:  k  -.'  dix  +  Z  dx. 
dy 

Or.  si  l'dn  snlistihie  |iailnnl  dans  ectlc  eiinaliun  ;i  la  place  de  >-sa  va- 
leur en  X  et  a,  on  ania  nue  e(|iiali(in  entre  les  Ir-ois  varialiles  .r',  r,  v.:  cl, 
^M|i|)(>saiil  y.  conslanle.  mi  aiiia  ri'(|nali(in 

dz     -/.dx 

entre  les  deux  varial)l('s  .r  et  z,  laqindlc  «'tant  intégrée  en  y  ajoutant  une 
constante  arhitraiic,  qui  pourra  être  une  l'onction  (|U(dcon(|ue  iudéter- 
uiinec  de  y,  dduiicra  snr-lc-(  liainp  rinléi;rale  géni'iale  de  la  proposée; 
car  il  n'\  aura  plii^  qu'a  v  rciuctlrc  à  la  place  de  y  sa  valeur  eu  .)  cl  v. 

5.'{.    Soit  ciicdrc  l'iMpialiiui 


x^\y  +  7.. 


8't 


SI  u  i.KS  iMKdK  uj:s  l'AUTici :i.ii:iu:s 


\  l'Iiiiit  iiiu"  loïKiioM  <|U('ltoiii|iic  (le  -,"   et    ,"-)  ut  Z  une  roiiciiun   (i 


,     Jz     dz  ilz  (h 

<oiii|uc  ili'        ,      -,  c  —  ,r         ^  V    - 

'  (Ix    (h-  (IX       -    ily 

.II'  l';iis  |M)llf  hlll^  ilr  silii|irKl|{'' 


dz  dz  dz  dz 


dx      f^'     dy 


dx       ■    </)■ 


cil  sorlo  (|ue  V  soil  iiiic  t'oiHiioii  (HU'lcdiuiut'  dt'/j  et  </,  cl  Z  une  I'oik  liiiii 
(|iicl('()ii(|iic  (lc/>,  y.  /;  je  imilli|)lic  toiilc  rc(|iuilioii  par  d/>  et  j'ajuiitc 
aux  deux  meiiilncs  la  (|iiaiilil('  Vf/y,  j'ai 

X  dp  -t-  }  ■  (!<]       )  •  i  \"  (//;  -\-  dq     ■    7.  dp  ; 


tir,  hiiis(Hie 


et  que 


r=z  —  xp  —  x<l' 


dz  =  -  -  dx  +  -j-  dy  =  />  dx  -\-  ij  dy. 


dr  -   —  X  dp  —  ydq  ; 
<loiic  reLjLialioii  précetleule  (levieiidi'a 

—  dr—y(\dp  -f  dq]  -)-  '/.(/p. 
Je  suppose 

\'  (//)  -h  dq        (), 

ce  (|ui  l'ail  une  é(|uali(m  entre  />  et  q  (|ue  j'inti'^re  en  \  ajoutant  une 
(■(PiLstante  arbitraire  y;  de  sorte  (pie  j'ai  une  e(|uatiun  linie  entre /^  c/ 
et  y,  dans  hupudie  je  puis  rciiarder  y  ediinne  une  l'onctioii  de  />  et  y.  et 
(pii  d(Uinera  jiar  la  dillerentiation 

\  dp  H    dq       A  dy.,. 

A  étant   une   rouclion  eoiinue  de /^  c/  et  a:  ainsi   l'eipiatiiui    preeedente 

de\  ieiidia 

~  dr      y -^dx  '-t-  'Ldp. 
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Om'oM  Slllislilnr  {);il|iiii|  iliiiis  ri'tlc  cij  li;i  I  iiill  ;i  l:i  |p|;irc  dr  (j  s;i  \;ilriii 
l'Il  /*  cl  y ,  iMl  ;illl;i  lllir  i'(|ImI  inii  l'iilic  \fs  lidis  \  ;iii;iMc's  /,  /;,  7,  l;ii|  iicl  le . 
CM  sii|)|Hi.s;iiil  y.  CDiisliiiilc,  scia 

—  dr  =:  Z  dp  ; 

•  lu'oil  iiili'j^rc  (loue  cette  éi|ii;iti((ii  eiilre  les  deux  vai'ialtles  r  v{ />.  e(  soil 
l\  =^  ()  l'iiilé^rale,  dans  la({iielle  on  pnuria  snpposeï'  (|ue  la  constante  ar- 
liiti'aii'c  soit  Mhc  loin  lion  i|iiclciMH|nc  inilrlcriiiini-c  di'  7;  l'alsanl  ensnite 
varier  dans  l'i'(|natioii  l{  =  o  les  trois  ([iianliti's  /•. /;  et  v  ;i  la  l'ois,  il 
viendra 

dr—  -  '/.dp  -    Qdx. 

O  l'tant  niic  l'onctioti  comme  de  /,/>.  7;  donc,  snlistilLianl  celte  xalenr 
dans  re(|nalion  ci-dessns,  on  anra 

-  ()(/y.       y  \dy.,      (l'oi'i      A)--i    O       (). 

On  a  ilmie  ainsi  denx  e(|nations  Unies 

li       o,      \y  +0       o 

entre  les  (|nantites  />,  r/.  a.  v;  et.  comme  7  est  donnée  |kii-  une  lonciimi 

comme  de  p  el  q,  siihslitnaiit  celte  valeur  de  y.,  on  .www  deux  i(|nalioiis 

l'iilre  les  trois  (|nantilés/>i,  c/  et  v,  ;i  l'aide  des(|uclle-  on  |ionria  éliminer 

.     ,.       dz         dz       ,         ,.  . 

j)  ol  c/,  e  esl-a-dire    /  .  •'!     ,  .'  dans  I  e(|nalioii  proposée 

x  =:¥;•  +  /; 

et  réiiiiation  résultante  ser'a  rinléi;Tale  générale  de  cette  mente  éipiation. 
piiis(|n'(dli'  contient  dcjii  une  lonctioii  indéterminée. 

5î.   Soit  cntîn  I'é(piatioii 


g  =  v,.-z, 
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\   ctiiiil  une  l'oiuiinii   ([uch  (iii(|iic  de  .r  et     —■>  et  Z  une  loudmii  (jin'l- 

,  dz  dz 

(•(imiiic  (If  .r,  -7-î  s  —  V  !-• 
'  dy  ■  -^  dy 

iv  lais 

dz  dz 

Thi-^l''      dy        '^      ^-.'•'7='-. 


j  aiii'ai  I  (Miiialioii 


j)  =  V>-  —  Z, 


(laii>  la(|U('llc  \  sera  une  roiidiiui  (|Ui'l(iiiM|m'  de  j  ,  ry.  et  oii  Z  sera  iiiii' 
roiHlioii  (|iic|{()ii(|ii('  (le  ,z-,  fj,  r.  Je  iiiiilli|ilic  ccltt'  ('(lualioii  |iai- (^/.r.  il 
j'ainiilc  aux  (li'iix  iiiniilji'cs  la  (luantili'     y^'/-  j'aiiiai,  ;t  cause  de 

'//■  ^  dz  —  dyg    :=  jjd.r  -t~  qdy  —  (/  )(j     -  pd.v  —  yd)j, 

j'aurai,  (lis-jc,  rc(|iiatioi) 

dr      y  :  \'  dx  —  d<i    -t-  Z  d.r . 

.le  suppose  \ dx  dq  =  o,  j'ai  une  é(|uati(in  eutre  x  et  </  (|ue  j'inlèi;ie 
en  y  ajoutant  une  constante  arbitraire  «;  ensuite,  regardant  a  ((uuuie  va- 
rialde,  je  diU'erenlie  de  nouveau,  j'ai 

\  d.v  -  dq  r=  kd y., 

A  elanl  une  t'onetion  connue  de  x,  q,  r/.\  cette  substitution  ainsi  (|ue 

celle  de  la  valeur  de  q  en  x  ^\  'y.  étant  laites  dans  l'équation  ci-dessus, 

idle  ileviendra 

dr  =^ykdx  ~  Z  dx , 

OÙ  A  et  Z  seront  maintenant  des  fonctions  connues  de  /■,  .r  ei  y.  Regar- 
dant donc  a  comme  constante,  on  aura  récjualion 

dr=z  'Ldx 

entre  les  variables  /•  et  >r,  dont  l'iiilej^rale  poiiria  conleuii-  coiiiuie  i  on- 
stanle  une  t'inulion  (|uelc(ui(|ue  iiidelermiiiee  de  '/..  Soil 

R  =  o 
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(•(•Ile  iiiU'f^riilf;  l'ii  V  t';iis;iiil  v;iiifi'  ii  la  lois  /•,  r  l'I  y.  on  en  lirna 

(/;■  —  Z  (/.r  -(-  O  (/  X  ; 

mais  (III  a 

(/(        y  \ifx  -t-  '/.(/x; 

ilollr 

Ollf  ('(iiialioii  étant  coiiiliiiicc  avec  ri''(|iiatiiiii 

U  =^  o, 

on  poiiiia  t'Iimini'ii/,  apri's  avdii  remis  |)niir/ sa  \aleiir  r  >//,  e|  pour  5< 
sa  valeur  vii  .r  l'ty;  re(|iiation  lésullaiite  ne  eonlieiHlia  i|iie  i  ,  y.  z.  et 
sera  i'inU'graie  générale  de  la  proposée  à  cause  de  la  rondioii  iiidelei- 
ininée  qui  s'y  trouvera 

On  pourra,  par  un  |)i'oeede  seiulilahle,  tiomcr  l'iiilegiale  générale  de 
tonte  eijuation  de  la  l'orine 


«r 


....  r        .  •        1  dz       ^  „  I'        .  •         1  dz  dz 

\  elaiil  une  loiietion  de  y,  -r-  ^  et  a  une  tonelioii  de  v,  -7-5  :;  —  r-v  • 
•'      (Ix  '       (Ix  (IX 

Il   UN   aura  |)oiir  cela  (pi'ii  eliaii^cr  dans  TanaUse   |)rén''deiile  .r  en  y 

et  rice  versa. 

On  voit  |)ar  lit  ipie  les  e(piations  de  la  tonne 


(l:        j,  I         dz      dz  \ 


z-x-    -+   /■('   •    '-      '--' 
^^      •'  '  '  '   (/)■     (ix 


dx 


la  earaeteristit|ue  y  deiiotaiil   une  loueiidii  ipieleoiKpie  (lunnee  de  trois 
•luaiililés),  sont  intégrables  en  général  ;  car  si  l'on  lire  de  la  preniii'ie  la 
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\;ilrlii   (le     ,~  •   (111  (le  l;i  scrdllilc  crllr  de     ,"  -  (ili  allia  i\r>  (■(|lialioii>  de  la 
(/.i  </)  ' 

roillir 

dz       „  fJz       „ 

-7-  —  Z,    ou      j-  =  Z, 

f/x  ay 

(M  par  iniisci|iiciil  iiilciiralilcs  |)a  !'  la   iiicl  ImhIc  ci-doMis. 

55.  I.cs  l-lxciiiplrs  |iic(C(lciil>  rciitcriiiriil  (rime  iiianicic  i,'(''ii{''ial(' 
Idiis  les  cas  coiiiiiis  (riiil(''i;ialioii  des  i'M|iiarKiiis  de  dillrrciiccs  iiarTudlcs 
du  prciniiT  ordre  entre  trois  varialiles;  et  c'est  jxum'  cette  raison  (|n(^ 
nous  avons  ajouté  les  trois  derniers  Kxeni|iles,  (iiioi(|ue  la  méthode  (in'oii 
vasui\ie  ii'ail  pas  un  rapport  iimiK'dial  avec  la  niétliode  iiéni'iale  du 
n"  48;  nous  avions  déjà  donné  ailleurs  rintéi.;ratioii  de  l'éipiation  du 
u"  52  '^l'ovez  les  Mrinoires  pour  1772  '')  ;  mais  cidle  des  e(|uatioiis  des 
n'"  53  et  5i  est,  si  je  ne  nie  trompe,  entii'ieiiieiit  iioinelle. 

50.  Ou  a  vu  ci-dessus  (|ue  Tint i';;rale  parliculii're  n'est  renrcrmi'e  ni 
dans  rinlei;iale  com|)léte  ni  dans  rintéi>rale  i;énérale;  mais  il  n'en  est 
pas  de  même  de  rintéj<rale  complète  par  rappoit  à  l'intéiirale  Ljénérale; 
car  il  est  facile  de  se  convaincre,  soit  d'après  notre  tliemie  de  la  forma- 
tion des  inléi^rales  générales,  soit  d'après  la  seule  considération  de  la 
nature  de  ces  intégrales,  la(|nelle  consisle  en  ce  qu'elles  doivent  renfer- 
mer une  fonction  arbitraire,  il  est  aisi',  dis-je,  de  se  convaincre  (pie  ces 
sortes  d'intégrales  doivent  toujours  renfermer  les  intégrales  com|)l('tes 
comme  des  cas  |)ai-ticiiliers.  En  ell'et,  si  dans  l'intégrale  générale  on 
donne  il  la  tonctioii  indéterminée  une  valeur  particnliiTe  dans  laipndlc 
il  V  ail  des  eoellicients  ariiilraires,  en  sorte  ipi'il  se  trouve  deux  de  ces 
coenieiiMits  dans  l'intégrale,  cette  intégrale  sera  alors  une  intégrale  com- 
plète, et  conduira  néeessairemenl  par  la  dill'ereiitialiiui  ;i  la  même  é(pni- 
tion  aux  «lillerences  partielles  du  premier  ordre  (jne  l'intégrale  générale 
dont  elle  est  dérivée.  On  voit  par  lii  (pi'on  |)eut  donner  dillérentes  formes 
aux  intégrales  coiii|)li'les,  mais  ipie  ces  lorines  dilVéï'entes  sont  ii(''anuioins 

{*)  OEiivres  <lr  Lni^raiif^r ,  t.  111,  p.  Vjij, 
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liiTS  t'iilic  elles,  en  soi'le  (|iie  dès  (lu'oii  en  ciiniuiil  une  (in  jienl  en  dé- 
(Iniic  lentes  les  antres,  |)nis(|n'il  n'y  a  cjn'ii  eherelu-i-  d'alKiid,  par  luili'e 
nielinide,  l'intégrale  i;éin''iale,  et  en^nite  dnnnei-  ii  la  lonelnin  indéler- 
miin'c  des  valeurs  partienliiT<'s. 

.57.  .\()us  allons  maintenant  considérer  les  é(|nalioiis  à  dillerences 
pailielles  du  second  ordre;  et  nous  remarquorons  d'abord  que  si  Y  =  0 
esl  une  é(|ualion  finie  entre  les  trois  variables  ,r,v,  r  et  v\m\  constantes 
(I,  h,  (\  II,  i,'-,  on  pourra  en  déduire  nue  équation  aux  dillérouces  pailielles 
du  second  oidre  dans  laquelle  ces  constantes  ne  se  trouveront  plus.  Cai', 
en  regardant  ::  comme  une  l'onction  do  x  et  y  et  faisant  varier  successi- 
vement ces  deux  (piautités  dans  ré(|uation  donnée,  on  en  tirera  par  une 
(liiiible  diilerentialion  ces  cin(|  équations-ci 

dz  dz 

dj-p  =  "'  dy-'J^"' 

d'z  _  f/-s  _  d-z 

dx-  '      dxdy  '      dy^ 

/>,  c/ étant  <les  l'onctioiis  connues  de  a,  v,  ;,  et  /',  .v,  /  des  l'onctions  aussi 

,  dz     dz       .    .  1  .        ,  .  ,. 

connues  de  .r.  r,  z,  -,-■>  -7- ■  Si  donc  au  nniven  de  ces  cnui  eiinalions  dil- 
■^         dx    II  y  •  '      ' 

l'erentielles  cl  de  l'é(]uation  finie  V  =  o  on  éliinine  les  cin(|  constantes  c/. 

/>,  c.  II,  g,  on  aura  une  éipnition  finale  entre  les  (|nanlilés 

dz      dz      d-z       d'z       d'z 
'•'*''   dx     dy     dx'     dxdy    dy' 

dans  laquelle  U'S  constantes  dont  il  s'agit  ne  se  Ironveionl  pins,  et  (pie 
nous  représenterons,  en  général,  par  Z'—  o. 

On  pourra  donc  regarder  l'équation  V^  o  comnn'  l'intégi'ale  Unie  et 
coinpii'lc  (le  ['((piation  aux  dillerences  |)arlielles  du  second  ordre  Z  o, 
cl  comme  les  cinq  coiislanles  a,  h,  r,  g,  h  demenreni  arbitraires,  il  s'en- 
suit (]ne  l'intégrale  finie  et  com|il('te  de  toute  éipiation  aux  diU'éreiice.N 
pai  licllcs  (In  scciMii!  ordi'c  doit  renlermer  cii>(|  conslanles  ailiilraii o. 
IV.  is 
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Soil  |);ir  ('Xfni(ilr  riM|ii;iliiiii  linic 

z:=u  -h  bx  -+-  cy  -t-  li-x^  +  gxy  -H  mli  y-\ 

011  ;hii;i  |i;ii-  I;i  dillcl  riili;iti(ill 

dz        ,  ,  dz  , 

dx  "-^       dy 

d'z  ,         d^z  d'z  . 

dx-  dxdy  dy 

donc.  crmiiiKuit  les  constaïUos  «,  b,  c,  h,  g,  on  iiura  cette  équation  linah 

d'z  d'z 

-y--    =    m    -J-  -    1 

dy^  dx- 

dont  re(|iiatioii  iirécédente  sera  |)ar  eoiiséfuienl  l'iiitegiule  edmpli'le. 


58.   Soil  encore  l'équation 

z  =  h  -¥-  ax  -1-  by  +  cx^  -t-  gxy  -t-  h  y-, 

dans  la(|U(dle  /  soit  une  fonction  donnée  de  a,  h.  r,  i,-.  /r.  on  aura  pai 
dillerentiation 

,/;  dz        ,  , 

a-\-  ■?.  ex  +  gy,     -J-  :=  6  -(   ■->.  iiy  4  gx, 


dx 


'      dy 


d'z 


d'z 


2/1; 


don 


dx'       ""'     dxdy       *'     dy 

.        \  d'z  _    d'z  I  </^ 

~^  3.  f/)  ''      "       dxdy  ■}.  dx' 

dz  d'z  d'z  ,  _'ll  _      1^  „        (f-^^ 

"  -  rfï  "  ■^  ^  ~  •'■  ./^  '         "  dy       •'  r(,-       •''  ,/.r  dy  ' 

donc,  siilistiluanl  ces  valeurs,  on  ani'a  l'éiinalion  difierenlielle  du  secotn 
ordre 

_      dz  dz  _^<t3  _    .  .    '^'-     _    .'J  ^^. 

''~     dx      ■    r/)-        2    rfar=  '    </:r(/)-         ?.    dy' 

/dz  d'z  d'z       d£_     <Pz_       d'z       1  d'z       d'z       l<i^\ 

'^■f^\di~^d^'~^'dxdy     dy     ^'dy'      "^  dxdy'    ■?.  dx''    dxdy     ■?.dy') 
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iliiiii  riiiic_-r;i|c  ((iiiiiilcli'  sera 

z  =:  ax  -h  by  -f-  ex'  +  gxy  h-  /(  )'  -i-  f  a,  h,  <■,  ^<,  /;  , 
la  rai'a('li''rislii|iii'  /  (Ictinlaiil  une  Inridinii  (|Mi'l('iiri(|iir  <li'  riiM|  ijiiaiilili's. 

T)!).  l'ji  .sni\aii|  les  |iriiici|ics  clalilis  ilaiis  ce  Mciiioiic,  il  c^l  larilc  de 
ilrmiiiiliTr  (|iic  |i(Mii'  avdir  rii]t(''^ral('  |)ai'liciilirr r  (riiiic  ('■(|iialii(ii  a  diliV-- 
n-iices  partielles  du  second  ordre  Z'=(),  doiil  on  e(MMiail  l'inlejirale 
finie  complète  V  <>,  il  n'y  aura  qu'à  faire  varier,  tant  dans  la  (piaii- 
litc  \   i|iic  dans  1rs  deux  (|iianlilcs  /)  et  //  des  ('■(|iialioris 


dx 


p  "  o, 


(tr 


7  =  0, 


les  ciii(|  constantes  arbitraires  a,  h,  c,  g,  h,  et  snpposer  les  différences 
de  ces  tiois  (juantités  V,  p,  q  nulles;  ce  ([ni  doiuH'ra  trois  é(|initions  (|ni 
contiendi-ont  les  cinci  dilférentieiles  da.  dh,  de,  d^,  dli  sons  une  iurnic 
liiK^aire;  on  éliminera  deux  de  ces  diUereiilicdies,  et  l'on  l'era  eiisnilc 
évanouir  séparément  dans  l"é(|ualion  résultanle  les  coenicienls  des  linis 
dilférentieiles  restantes;  on  aura  ainsi  trois  c(piali(ins  de  cdodilinn  (pii 
étant  eonibinécs  avec  les  ti'ois  écpiaticuis 

dz  dz 

V  =;  o, u=-  O.      --  a  =  O 

dx       '^  dy       ^ 

donneriinl.  pai-  l'(dimiiialioii  des  cin(|  ([uanlites  (t,  h,  c,  ^,  fi .  une  npia- 
lion  à  dillérences  partielles  du  premier  ordre,  la(|uelle  sera  l'intéiirale 
particnlii-re  aux  premières  différences  de  la  proposée  Z  :  o  du  second 
ordre. 

Pai-  exemple,  l'é(piation  différenlio-différeiitiidli'  du  nuinérd  pn'cé- 
deut  (loune 

V=  —  z  +  ax  +  by  -+-  ex''  -H  gxy  -    Ity-  -.  J'\  a,  li,  c,  g,  li ., 
p  =-  a  -\-  1CX  -^  gy,      q  r^  b  -+-  ■}.  Iiy  -h  gx  ; 

donc  il'-  cipialioM''  de  i undilioii  de  rinlei^ralc  parlicnlit'ie  seidul.  en  lai- 
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saiit,  pour  al)réger,  fa,  h,  c,  g,  h)  =  F, 

(/a   •    ■?.x(l<:  'i-  n/g^^  o,     db   '    ■?.  )-(//t  +  .V(/ff^z_  n. 

.M<'tl;iiil  dans  la  [iicm'R'rc  (''(iiialioii  les  vaicms  de  t/d  cl  r//;  lii'i'os  tle  ces 
(liMi\  (Icrnirres,  et  ('galant  ciisiiili'  ii  zcio  les  (•(irllicicnts  des  dinV-renccs 
fk\  (lli,  (Ig,  on  aiiia  ces  trois  (''(|uati()ns 

dV  dV         ,  dV  dV 

f/f  f/rt  dh  ■    db        •' 

rfF         dV         rfF 

il  Taidc  dcs(jU(dU'S  et  des  é(|iiatioiis 

^/s  dz 

un  éliniinofa  les  cinq  quantités  a,  h,  c,  g,  h:  cl  la  résultante  sera  l'inté- 
grale particulière  aux  premières  ditlérences  de  ré<|ualion  dont  il  s'agit. 

60.  Soil  à  présent  Z  =  o  une  équation  entre  les  variables  finies  ,r.  y,  z 

et   les  diiïérences   partielles  du   premier  ordre    -r-?  ~    dans  hKiuelle 
'  '  ilx     (l'y  ' 

cnircnl  deux  constantes  arbitraires  a  et  b\  on  pourra  en  déduire  par  la 

(lillcrcnliatiiin  une  écjualion  aux  diirérences  partielles  du  second  or<lrc 

dans  hujuelle  les  deux  constantes  a  et  b  ne  se  trouveront  plus.  Car,  si 

l'on  fait  varier  successivement  a;  et  y,  on  aura  les  deux  é(piati(Uis 

(/Z  (/Z  _ 

dx         '      dy 

à  l'aide  desquelles  on  pourra  éliminer  dans  la  proposée  Z      (>  les  deux 

constantes  a  et  h;  et  ré(piation  résultante  sera  entre  les  variables  Jc,y,  z 

,  ......  ■    ,,       dz     dz     d'z      d-z       d'z  ,      ... 

et  leurs  dillercnccs  partielles  -,   ^   -j  ■>  -,-■,  -r—ri    ,  -,i  nous  la  designe- 
'  il.x'     dy    d.T-     dxdy     dy'  '^ 

ions,  en  général,  par  Z-     o. 
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Ainsi  l'on  [Kiiirra  l'c^iii'dcr  rc(|u;itiiiii  Z  <>  ciuiiiiic  riiilcniiilc  com- 
pli'tc  (In  |)r('niit'r  ordre  de  l'('(iiiiili(»ii  dti  second  ordi'c  Z' ^  o,  el,  coniine 
les  deux  conslanles  a  el  h  restent  arliilraires,  on  peut  eoncliire,  en  i;éné- 
ral,  (|iie  toute  intégrale  corniilt'le  du  [Mcinici'  ordic  d'une  é(|nali(in  ;iii\ 
ditïérenees  iiai^fudles  du  second  ordre  doit  conlenir  deux  conslanles  ar- 
bitra ires. 

Soil  |iar  exeni|)le  r('(|iialion  aux  dilTérenees  preniii'res 

(Iz  <lz 

-j m    ,     ^^  (t  -4-  hx  -+-  nliy. 

a  y  (i.v 

a  et  h  étant  deux  constantes  (|iii  doivent  l'ester  indéterminées,  et  m.  n 
deux  eoellieients  donin'-s. 

Kaisanl  varier  successivement  x  et  y,  on  aura  les  deux  écinalMois 


d'z  d-z  ,        d'z  d'z       , 

—, m  -; — r-  =  '*'')     T — î "'  -1—.  =-"  "  ; 

dy'  dxdr  dxdy  dx- 


l'oii  (  liassanl  h,  il  viendra  ré(|ualion 


l-z  ,    d-z  d-'z 

—  (  m  +  «  )  —, — j — I-  mn  -7—-  :=  o, 


dy 


dxdy 


ddut  rc(Hialion  ci-dessus  sera  |)ar  consc(|in'nl   rinlei;falc  (  innpli'le  du 
|)remier  oiilre. 

Ainsi,  ayant  une  e(|ualion  du  second  ordre  di:  la  l'orme 


</^:; 


d'z         ..</• 


(O  axa  y  ax' 


il  n'y  aura  (ju'ii  clieridnw  les  racines  de  l'eiiualion 
s-  —  A  i  -h  B      o, 

et  noinniani  ces  lacines  /n,  n,  on  aura  l'inlei^rale  c<ini{di-lr  i\u  |irenMei 

,>r(lre 

dz  dz 

—, m-j-  =r  rt  +  6(  X  -f  ny); 

dy  dx  •' 
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cl,  cuimiif  nii  peut  échanger  entre  elles  les  iiicinc^  ///  cl  n.  nu  ;iiii;i  :iii>si 
celle  jiiilic  iiilc^ralc  fin  premier  ordre 

(Iz         <lz 

dr         dx  " 

//  el  g  eliiiil  (i':iuli-cs  coiislaiites  arhilraires. 

Ail  iiioveii  (le  ces  deux  intégrales  du  premier  ordre  un  pouira.  si  l'on 

venl.  trouver  rintéuralc  complète  tinie;  car  en  eliassiinl  nar  exemple    ,'  • 
on  aura  ré(|nation 

\n  —  m)  -^  —  a  —  h  ^  [b  —  g)  X  +    nb  —  mgy, 

(|iii  peut  être  inlégr<'c  en  taisant  variei'  j   scnl;  el  l'on  anr;i 

x^ 
[  n  —  m)  z  ^=  Y  -h  (a  —  h  X  ~  {  b  —  g) 1-  (  «6  —  mg)  xy, 

Y  élanl  niic  l'onclion  quelconcjue  de  i'. 

Or,  si  des  mêmes  énualions  on  chasse  -^^  on  a 
'  ax 

[n  —  m)-T-  ^^na  —  mli  h-  [nb  —  nig ,  x  -h  \n~b  -   nï'g\ y, 

et,  inléiiianl  par  rapport  a  y  seul,  on  aura 

(  /i  —  /«  )  z  =  X  -4-    na  —  mil  ~y  -^  i  nb  —  mg  i  xy  -i~    ir  b  —  m- g)  —  ■> 


el,  comme  ces  denx  e(|uations  doivent  cire  la  même  clio^c,  il  t'aiidia  l'airt 
\  =z  c-h   na  —  m  h)  y  -i   i  n-b  —  m^a   ~  , 
\=  c-h[a  —  h  X  +  (b  —  S  ~\ 

c  étant  une  constante  arhitraii'c. 
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Ainsi  l'iiiléj^rak-  coiiiplètr  linic  de  la  proposc'-c  sera 

(n  —  m)  z  :=  c -h  (a  ~~  h)  X -T- {iKi  '    ni/i    y    ■     l>  —  ^      - 
-h  i  nb       ni^j  X)'        II- Il       '"rt    — ' 

((il  (I,  h,  c,  g.  Il  sont  les  ciiH]  arldlraircs. 

Au  reste  il  est  facile  de  \nir  (|iie  celle  iiiellidde  de  Ironvei-  l'iiilé^rale 
coinplètc  liiiie  d'une  e(|ualioii  du  second  nrdre,  l(us(|iri)n  cdunail  deux 
dilîéreiites  intégrales  complètes  du  prcuiiei'  ordre  de  la  niénie  e(|uati()n, 
est  générale  et  réussira  toujours.  (|uelle  (|ue  soil  la  ioruie  de  ces  inlé- 

i^rales  complètes;  car  eu  eliiuinaul    /    ou  aura  loujiMiis  une  e(|ualiou 
1  ,/ ,.  .1  1 

oii  Y  liourra  être  traitée  comme  constante,  et  en  eliuiinanl     /  on  en  aura 
^  '  (/)■ 

une  on  x  pourra  être  regardée  elle-méuu'  connue  constante;  et,  riulei;ra- 

lion  introduisant  nécessairement  une  nouvelle  constante  arbitraire,  on 

aura  dans  l'intégrale  finie  le  nombre  de  cin(|  aihitrair'cs;  ce  ijui  es!   le 

caractère  des  intégrales  complètes    57). 

61.  Lorsqu'on  conuait  l'intégrale  c()iu|)lète  du  premier  ordre  Z  o 
d'uiu'  équation  du  sec(iud  ordre  Z'  d,  on  eu  peut  déduire  sans  peine 
son  intégrale  particulière. 

Car  il  ne  faudra  que  faire  varier  dans  ré(|uation  Z  o  les  deux  con- 
stantes arbitraires  a  et  b,  et  supposer  ensuite  les  coelFuients  des  deux 
diiférenlielles  da  et  dh  chacun  égal  à  zéio;  on  aura  ainsi  deux  é(|ualions 
<|ui  serviront  à  éliminer  les  quantités  a  et  b  dans  l'équation  Z  o,  et  la 
résultante  sera  l'intégrale  particulière  aux  premières  dilTérences  de  la 
[)ro|)()sée  Z'  =  o. 

()2.  l'intiu,  si  l'on  ne  conuail  aucune  des  intégrales  conipliMes  de 
l'équation  Z  =  o  du  second  ordre,  on  pouri'a  néanmoins  liouver-  son 
intégrale  particulière  aux  |)remières  dilléreuces. 

Il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  dillérentier  ré(|uation  proposée,  et.  ayant 


%  SUR   LES  INTEGHALES   PARTICULIERES 

Im'iI  (li.s|);ii;iitrt'  les  iVactioiis  pour  avoir  uik'  (■(|ualion  ilc  la  l'orme 

Md  -j—  -I-  Nrf  -,-4  -f-  Prf  -i-i — t-  Q^/x  -r-  R(/)=  o. 
dx-  dr"  dxdy       ^  •' 

-M,  N,  P,  Q.  R  ('laiit  (les  l'oiutions  coniuies  el  cntit-ros  de 

dz     dz     d'z       d-z       d-z 
'  •        '  dx^  dy'  dx''^  dxdy-     dy'^ 

on  sup|>oscra  separomonl  égale  à  zéro  eliaeiine  des  ciiK]  (inantites  M.  N, 

l\  Q.  R,  ce  ([iii  (ioimera  riiK]  é(niatioiis,  lesquelles  étant  couiliinées  avec 

.,,,.„,  ,  ...  ,.   .     d'z    d'z      d'z     ,. 

I  e(|ualion  Z  =  o,  en  sorte  que  les  trois  (|uantites  -r-;»  t— ,>  -. — j-  dispa- 

. ,     .      ,  .     ,  .         , .      1  dz    dz     -,  ,.      , 

raissent,  il  l'csulleia  trois  équations  linales  en  x,  y,  s,  i->  ~r  ;  il  laiidra 
'  "  dx    dy 

donc  que  ces  trois  équations  puissent  avoir  lieu  en  même  temps,  c'est- 
ii-dire  (|u'elies  aient  un  facteur  commun,  pour  que  la  proposée  soit  sus- 
ceptible d'une  intégrale  particulière;  et  ce  facteur,  s'il  yen  a  un,"  sera 
l'intégrale  cherchée. 

La  démonstration  de  cette  méthode  et  de  celle  du  numéro  j)récédent 
est  facile  à  déduire  des  principes  exposés  dans  ce  Mémoire,  et  nous  ne 
croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter. 

63.   Si  ré(jualion  Z  =  o  est  teUc.  (|ne 


d7:  =  Kd 


d-z 
dx- 


Wd 


d-z  .d-z 

dx  dy        '     dy-  ' 


alors  on  n'aura  pour  la  détermination  de  l'intégrale  j)articulière  que  les 
trois  équations  de  condition 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o, 

lesquelles  serviront  à  éliminer  les  trois  (luantités   -;—-■>    ,    ",  ■>   -j—.  dans 
'  '  dx-     dxdy     dy- 

l'équation  Z'  =  <):  et  la  résultante  sera  l'intégrale  particulière  de  cotte 

même  ei|uation 
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(ti.  l'iMir  imiiM  r  l;i  liiniir  i;('iH''r;ilc  (\i'S  ('qiiations  (|iii  oui  celle  pru- 
|iri(''lr,  il  ii'v  ;i  (iii'ii  ri'iii;ii(|ii(r  (|m'imi  [iriil  sallsraiic  ii  I^Mjnaltnn  t/7.'  —  o 
rii  laisaiit  sc|iaiciii('iil 

,  cl-z  ,    il'z  ,  d'z 

d  -.— -  r^  o,     a  —, — s-  rrt  o,     a  -j—,  =^  o, 
dx^  (Ixcly  (ly^ 

Cl'  (|iii  (Idiiiic,  CM  |iiciiaiil  (les  coiislaillcs  aiiiilialfcs, 

d'z  d'z  d'z  , 

—, —  =  2C,        -j î-   =r  IT,        -, —   -^  un, 

dx-  dxdy       °       dy' 

cl  iiil(''i;iaiil  (le  iKiiiNcaii 

dz  dz        ,  , 

^=a^,.cx  +  Sy,     ^^  :-  l>  -H  ..hy  -  gx. 

cl  ciitiii 

z=^fc  +  ax-hby-\-cx''-i-  gxy-^  f>y^i 

où  il  se  trouve,  comme  l'on  voit,  sixcoiislanles  indfHei'minées.  Oi",  si  l'on 
substitue  ces  valeurs  dans  l'c-quation  Z'=:<),  il  arrivera  n(''eessairement 

(|ue  les  (iiiarilit(''s  .v  et  y  s'en  iidiil  (rcllcs-iiKMnes,  en  sorte  (|u'il  ne  icslci-i 
(|u'une  é(iualion  entre  les  conslaMles  /•,  ii,  />,...,  |)ar  la(|ucllc  il  l'aiidra  en 
d(''lerminer  une  par  les  autres. 

Supposons  dune  (|ii"on  ail  (l(''lcrniin(''  /•,  en  sorle  (pu'  l'on  ail,  en  L;(''n(''ial. 

f,=:f[a,  h,  c,  g,  h), 

aloi's  on  aiii'a  I^Mpialidii  linie 

z  =  ax  -f-  b y  -t-  cx"--^  gxy  -^-  fiy''-^-/'  «,  l>,  c,  g,  Il 

(pli,  conlcnanl  cin(|  conslanles  arliili'aires,  sera  rinlci;i'alc  cniiiplclc  (l( 
la  proposée  Z'  =  - o;  et  d'où  l'on  pourra  par  eonséipient  déduire  la  t'ornie 
i;énérale  de  cette  même  é(iuation,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  l'ait  jilus 
haut  (58;. 

L'équation  difTérentio-dillérenliidle,  (|ue  nous  avons  trouvée  dans  le 
n"58,  sera  donc  la  l'orniule  générale  de  toutes  les  équations  ([ui  peuvent 
IV.  >3 
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;ivi)ir  l;i  |)ro|)rit'l('  en  (iiicslidii  ;  cl  si  Ton  diUcrciilK'  celte  é(Hi;ili(iii,  (|ii'cii- 

snilc  on  sii|)[)i).se  égal  ii  zéro  cliaciiii  des  cuelliciiMits  des  liois  ditl'ci'cnces 

jil'z     j    dz        jd^z  .     .  .  .  ,  .     , 

fi -f-i'i  d -, — 7-5  ^-.—  ■>  (111  aura  trois  e(Hiiili(iiis.  (|(ii  claiil  comlMiiees  avec 

I, .  .  .       ,  .......  .         d-z    d- z 

\  et|lialiiMi  proposée  (loiineroiit.  |tar  I  eliiiiiiialnin  di'S  (juaiitites  y^»  -j-^-, 

-, — ^1  le  iiK'iiie  r(''siillat  (|iie  l'on  aura  par  la  inetlinde  du  ii"  ()2. 

(•").  Apri's  avoir  vu  eoiiiiiieiil  on  peut  déduire  les  intégrales  parlicu- 
lii'i'es  des  intégrales  coiiipli'les,  voyons  coiiiineiit  on  peut  en  déduire  aussi 
les  intégrales  générales.  El  d'ahord  il  est  l'aiile  de  prouver  d'aprl's  les 
principes  exposés  ci-dessus  (57)  ([ue  pour  (pie  ré(piali(Ui  V--'),  (pi'ou 
suppose  être  l'intégrale  coiuplJ'te  tinie  de  re(piatiou  du  second  ordre 
Z'=o,  satisfasse  à  cette  même  é(piation,  en  y  regardant  les  cinq  arbi- 
traires «,  /;,  c,  g,  h  conime  variables,  il  suilira  (pie  ces  (juautités  soient 
telles,  qu'elles  satisfassent  aux  trois  équations  dilléreutielles  (ju'on  aura 
en  égalant  à  zéro  les  dilTéreiices  des  quantités  V,  p,  q,  dans  lesquelles  on 
n'aura  fait  varier  tpie  les  ([iiaiilités  a,  b,  c,  g,  h. 

Or,  coininc  de  celte  manière  on  n'a  que  trois  éiiualions  pour  la  déler- 
uiination  des  cinq  variables  a,  /^  c,  g,  li,  il  est  clair  qu'il  y  en  aura  deux 
à  volonté  (pi'on  pourra  supposer  être  des  fonctions  (pielcoinpies  indéter- 
minées des  trois  antres;  il  s'agira  seulement  de  faire  en  sorte  (pi'on  puisse 
déterminer  ensuite  les  valeurs  des  ciiH]  variables  dont  il  s'agit  d'une  ma- 
nii're  liiiie,  en  fondions  de  x,  y,  z;  alors  11  ii'v  aura  plus  ipi'ii  substituer 
ces  valeurs  dans  l'écpiation  V  =;  o,  et  l'on  aura  l'intégrale  générale  de  la 
proposée  Z'  =  i)  du  second  ordre,  laquelle  intégrale;  contiendra  deux 
foncti(Uis  iiidi'Iei'uiiiK'es. 

Nous  avons  vu  ci-dessus  '57    (|ue  l'i'ipiation  du  second  ordre 

d-z  d-z 

dy-  dx' 

a  pour  intégrale  Unie  compli'te 

3  =  a  -t-  /jx  -f-  c)'  -+-  lix-  -1-  gxy  -t-  inliy''. 
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Dr  l;>  ou 


V  .-    —  z  +  a-i-  hx  -h  cy  -\~  ltx--¥-  gxy  -\-  inliy^, 
dz        ,  ,  dz 


dz        ,  ,  dz  , 

f,=  —  ^h  +  '>.hx-\-  gy,      q       -  -  -    c  H-  gx  +  ?,  flz//.r 


iliMir.  r;iis;iiil  \;iiirr   \v>  (|n;iiilili'S  c/,   A,  r,  i,'.  //,  (in  :i   les  (•(|ii;iri(iii>  di 

l'iHiiririiiii 

lia  -.-  xdb  +  ydc  -+-  x-d/i  ■+-  xydg+  niy'd/i       o, 
db  ■+■  ?.xdh  -+-  ydg  =  o, 
de  -f-  xdg-+-  ■iiiiyd/i  ^   o. 

J'ajoiiti'  ers  (lcii\  (Iciiiil'ics  ('(IIKiIkuis  cnsiMiihlc  ;i|ici's  en  ;ivnir  iniilli|irn 
une  par  un  coclliiifiil  cuiislaul  arbitraire  y.,  ce  (|ui  ilnuuc 

!  d/i  , 


fj.  db  -t-  de  +  X  dg-^-  ■y.adli    +  [ly  (  dg  -(- 

1.  ■      !•  ■       ■  '"  •        i  

(Ui  I  ou  volt  (lue,  SI  I  ou  lail  a  ---  —,  (•<>  (lui  iloiiiie  a  =  v '^.  <"'  aura 

de  -^r  dh  \^m  -¥-  { X  -^  y  y  m]  (dg-¥-  ?.  dfi  \  '  m  )  —  o  : 

«•elle  êiiuaruMi  ne  eouleiiaiit  |iliis  que  deux  varialiles  c-\-b\Tn  el 
i,'  —  ■?.li  \m,  il  n'y  aura  (|u'ii  supposer,  à  l'imilalion  de  ce  que  nous  avons 
piarK[iie  plus  liant    47   , 

c  -\-  b  y'm  :=  Ç  (g-  -f-  ?.//  y  /»;, 

ce  ipii  (loiinera 

de  -+-  db  s,  m  ^=  '-^'i  g-+-  '-••  fi  \  m  j  •■  dg  -(    >  '//(  y  m  / , 

cl  l'on  auia,  a[ii-es  la  sulislitulioii  el  la  division  \r,\v  dii       ■J.(l/i\r>i, 
o'^ g  +  ihyl m)  -\-  X  +  ysj m-=  o: 

d'oii  l'iui  lirera   la  valeur  de  ^'  -f- a// \ /// .  en  r(iiieli(Ui  de  .r   ■  y\rn:    or. 

eoinnie   le  radical  \rn  peut  cire  pris  ei;alciiieiit   en    moins,  on  aura    di' 

i3. 
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nii'inc  l'iMiuation 

lie      (ili  \,  m  -i-  {x  —  }■  y  m)  { dg  —  7. dli  <^tn)  ^  o, 

l:i(|ii('llc,  en  l'aisiiiil 

f  —  6 y' m  =:  4»  [g—  "i-h  \jm), 

(liiiiiit'i'a 

J/'lg-  —  lit  v'"0  +  X  — ^'y  »i  =r  o; 

moyennant  (|U(ii  on  connaitra  séparément  <^  et  h  en  a-  et  y. 
Soit,  |)uiir  pins  de  simplicité, 

X  +  y\J  m  ---  t,     X  —  y  y'  m       u, 
et  soient  T,  U  d(Mi\  fonctions  de  /  et  de  u\  il  est  clair  i|n'on  ama 

g  -\-  i  h  \j  m  =  T,     g  —  o  /(  y  1)1  =  IJ  ; 

donc 

dc  -\-  dh  y  m  -T-  /  r/T  =  o,      de  —  dh  y  hj  -+-  u  r/U  =  o, 

\r,\\  conse(|nciit 

c  H-  b  \J m  =--  —  \  t  d'V,      c  —  b  y  //i  =i  —  |   «  (/U. 

On  aura  donc  ainsi 


j'ldT-\-j'udl]  j'td-l-hj'udL 


-,     6  =  - 


I  -)-  U 


h  = 


T  — U 

4  v'"' 


et,  snbstiluanl  ces  valeurs  dans  la  pi'eiiiii'rc  des  trois  e(|MarnMis  dr  com 
lion,  on  aura,  après  les  réductions. 


.         /-(/T  —  u- du  

4y/w 
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(l'iiii  l'on  lire 


frdT-fu'dV 


4vm 

(ionnaissaiil  ainsi  Ii's  vali-urs  des  riii(|  i|ii;iiititi's  a,  h,  i-,  <^,  h,  il  ii'v 
aura  plus  (|u'à  les  substituer  dans  i'('(|uatinn  V  =  o,  et  l'iMi  aura 

ft'dJ  -ztftdT  ^  t-T        fil' dU-  2 «  fil  d U  ■+■  u- U 

4\//w  4v"'* 

if  (|ui  se  réduit  a  cette  forme  |dus  sim|)li' 

fdljTdl  —  fdufVdu 

z  =  ■ i^ — ; 

7.  ^  m 

or,  T  étant  une  fonelion  quelcnn(|uo  de  /  ou  .r~^y\m,  et  U  une  t'oiittioii 

(|uele()nque  de uou  œ  —y\m,  il  est  visihle  que  |  dt  j  Idt  el  1  du  j  l  du 

seront  aussi  des  fonctions  quelcon(]ues  des  mêmes  (|uantités.  De  sorte 
()u'on  aura,  en  général, 

ce  (|ui  s'accorde  avec  ce  (|ue  l'on  sait  depuis  longtemps. 

Au  reste  (Ui  voit  par  cet  l^xemple,  (|ui  est  d'ailleurs  un  des  plus  sim- 
ples, (jue  la  méthode  dont  il  s'a(,'il.  <iuoi(]ue  directe  et  générale,  est  en 
<|U(dque  façon  plus  curieuse  (|n'utile,  à  cause  des  dillicultés  qui  peuvent 
se  rencontrer  dans  l'intégration  des  é(pialions  de  condition;  c'est  ponr- 
(pioi  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

66.  H  est  beaueou])  plus  aisé  de  tirer  l'intégrale  générale  aux  pre- 
mières différences  de  l'intégrale  complète  du  premier  ordre.  Car  nou> 
avons  vu  (^60 y  que,  si  Z  =  o  est  l'intégrale  complète  du  premier  ordre  de 
l'équation  du  second  ordre  Z'=c),  il  sullit  (|u'il  y  ait  dans  l'étpiation 
Z  =  o  deux  constantes  arbitraires  a  el  b\  el  il  est  facile  de  prouver  que 
celle  équation  satisfera  également  à  ré(|ualion  Z'=  o  en  y  regardant  a 
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l't  h  cuiiiim'  (les  \;iiial)lc's,  pumvii  <|iic  l'on  ail 

dZ    ,         dZ    ,, 

-r-  da  -  -  -7,-  cil)  --  o  ; 

da  du 

(le  sdi'lc  (|ii'cii  t'jiisaill,  en  lii'lKM'al , 

b  ^=(^\a  , 

on  ii'aiiia  (|Ui'  ccllr  seule  é(|uatiiiii  de  eoiidilldii 

dZ        dZ    ,, 

la(|uelle   servira   ii   eliiniiier  rt   dans   re(|liali(>ii  Z— <>;   el   la    lesiillanle 

eiinteiiaiil  une  tune  lion  arliilrairc  sera  nécessaironienl  l'inléiirale  ijéiié- 

rali-  aux  diU'é renées  premières  de  la  proposée  Z'  =  o;  il  m'y  a,  coninie 

l'on  voi(.  aucune  ditlieulté  dans  l'appliealion  de  cette  niétliode. 

L'étiualion 

—  -^  A  -  — -  +  B  —  =  o 
dy''  dx  dy  dx' 

a  pour  inlei;iale  eoni|)l('le  M\  premier  oi'die 

dz  dz  , 

—, m  -1—  =«-1-6(^-1-  ny), 

dy  dx  •' 

comme  (ui  l'a  vu  plus  haut  (60;.  Pour  en  déduire  l'intégrale  ijénérale  on 
fera  donc  variei'  a  et  b,  ce  qui  donnera 

da  +  [x  -i-  ny)db  =^  o; 

et  i'aisanl  h  =  'f  («J  on  aura 

I  -*~   .r  +  Kj'  j  9'  a  )  =  o, 
d'oji  l'en  voit  (|ue 

^  '  X  -¥-  ny 

donc  a  est  égale  à  une  l'onction  de  .v  —  ny,  et  pai'  consecpient  h  csl  aussi 
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l'f^iil  il  mil'  Idiiclioii  (II- a' +  iiy;  dune  aussi  a+  [w  -)-  nv  h  l'sl  v^A  a  iiin 
riiiiiiidii  lie  .1  -':-  ny,  i\w  je  (li'iiiilciai  |iar  '!>  ;r  +  ny)  ;  l't  H  i'nI  \  is'iMc  i{iii' 
ciltc  Idiiitioii  pourra  rire  (|iK'l(()ii(Hir.  Ainsi  rinl<''j;i"ili'  i^i'inialc  ilii  juc- 

iiiirr  nidiT  sera 

dz  ,lz 

-, m  -7-  =  <I>  i  X  -H  ny). 

t/y  ax 

\)r  {ilii>  un  a  Ml  i|iir  la  iiumik'  i'(|iiarniii  a  aussi  |iiiiii'  inti'Lil'alc  i'oiii|il('|i' 
(In  {ii'i'iiiirr  Di'dri' 

d'où  l'on  tirera,  par  un  pidciMli'  scniiilalilc  an  précédent,  la  nunvrlii'  in- 

tci;ral('  générale 

(h  (Iz       „r , 

(ly  (l.r  ■' 

la  caracli'risrKine  M    deiidlaiil  aussi  uni'  l'iiiielimi  i|iirli'iiiii|iie. 

.Maiiili'iiaiil  de  nieiiie  ijiie  dans  reiidriiil  eile  on  a  lire  l'iiile^rali'  linir 
eoinpléle  des  deux  inli'i;i'ales  coinpIiMes  du  premier  ordre,  dr  iiHiiir  aiis^i 
pourra-t-on  déduire  des  deux  intégrales  géni'iales  du  pri'inirr  ordre 
iiu'oii  vient  de  lrou\er  l'intégrale  générale  finie  de  l'éiniation  proposée 
du  si'i'ond  ordre. 

Kn  ellet  on  a  d'ahord,  en  éliminant  -,-5 

[n  —  m)  -.—  =  <^{x  +  ny]  —  ^F  [x  ■+-  iny); 

niiihipliani  pai'  il.v  et  iiilégrani  relalivement  il  .7-,  on  aiiia 

[n  —  m)z  =z'(^[x  +  ny]  —"^\x  -h  my   -f-  V. 

V  dénoie  une  loin  lion  (pu'leoii(|iie  di"  r,  et  les  earaetérisliiiues  «h,   1   i\r- 

noteiit  les  intégrales  des  fonctions  exprimées  par  les  •!>.  H  .  V.u  crnniiiaiii 

,         .        ,  ..-/-- 

(je  même  la  ipiaiitilc        •  on  a 


ri  —  m     :-  ^  «<!'  a: -I- H)'i  — /hM'  x -h  ni}-), 
dy 
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ri  iiili':;i'aiil  rcliilixciiiciit  ii  v  seul,  nu  iiiii'ii 

;i  —  n«  )  2  !='(!)  X  -f-  ny^  —  'H^  (>  -+-  my   -f-  X, 

X  chiiil  uiir  Idnctinii  (|iii'lc(>ii(|U('  (le  .f,  (ir,  (■oiiiiiic  irs  deux  valeurs  de  z 
(Idivciil  rire  i(l('iirK]iii'S,  il  lauilra  (|iic 

ce  (|Mi  ni'  [icnl  avoir  lieu,  à  moins  quo  les  deux  quantités X  et  Y  ne  soient 
(•(iii>laiiti's:  mais,  comme  les  c;ir;ictéi'isti(|ues  '<I>  et'T  expi'iment  des  fonc- 
tions (]ni'lc((n(|ncs,  il  sérail  su|»crllii  d'ajimter  à  ces  fondions  une  <'on- 
staute  (|M(d(on(iue.  Ainsi  l'iulciiTale  géilérale  tinie  de  la  proposée  sera 

(«  —  /n  s  =  "<I){^  -+-  ny)  —  '^Fi  x  -i-  my). 

(lelte  inéliiode  est  générale,  et  l'on  pourra  toujours  par  son  moyen 
tiduvei-  rinléi;i'ale  générale  tinie  de  toute  é([uation  à  dillerences  par- 
litdles  (In  second  ordie,  dont  on  connaîtra  deux  intégrales  complètes  du 
premier  ordr-e. 

GT.  On  pourrait  croire  ([u'il  suilit  de  coiniaitre  l'intégrale  conipli'te 
finie  d'une  étjuation  à  diiréreuces  partielles  du  second  ordi'e  p(nir  pou- 
voir trouver  deux  intégrales  complètes  du  premier  ordre  de  la  même 
équation,  connue  c(da  a  lieu  pour  les  éipiations  différentielles  à  deux 
variables  ^32  ;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  des  équations  a  dillerences  pai- 
tielles.  En  elïel .  dans  ces  sortes  d'éciuations,  lorsqu'il  n'\  a  (|ne  Irnis 
variables,  toute  (litlérentiatiou  simple  lournil  deux  e(iuati()ns,  nniis  une 
ditrérenliatioii  double  en  fournit  cinq,  cl  nue  dillerenliation  triple  en 
toninira  neul'.  cl  ainsi  de  suite.  De  la  vient  (jin'  loute  inlégiale  complète 
simple  on  (In  premier  (udic  doit  contenir  deux  constantes  arbitraires, 
loiile  inlei;rale  (bmble  on  du  seeoml  ordre  doit  contenir  cin(j  arbitraires, 
et  ainsi  du  icsle.  Ainsi,  pour  pouvoir  deduiie  une  intégrale  C(un|)l(;te  du 
premier  (udi'e  d'une  inl(''grale  compli'le  du  second,  il  faudrait  |ionvoir 
eliminei'.  par  une  simple  (iillcrenlialioii  de  cidlc-ci.  trois  conslanles  ar- 
bitraires à  la  fois;  on  bien,  si  Vow  n'en  élimine  (|ue  deux,  il  faudrait  (pie 
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la  icMillaiilc  lui  Irllc,  (|iii'  les  liiiis  atliitiaircs  rcs(:iiiles  |tusst'ril  cire  fli- 
iiiiiii'i's  il  la  l'ois  |iar  iiiif  iinii\cllc  ililliTciilialioii  .siiii|)l(';  or  c'i'st  ce  <|iii 
l'st  iiii|)(pssililc,  cil  i;fiicial,  cl  iic  |hiiI  l;ii('ic  avuir  licii  ipic  dans  des  cas 
|tarliciilicis. 

A  |)liis  lorlc  raison  scca-l-il  iiiipossilili'  Ac  dcdiiifc,  en  i^eiici  al  ,  d'nm- 
inl(''i;ialc  coMi|dclc  du  lidisil'iMc  ofdic  une  inlcii,ialc  coMipli'l.c  du  scc(iMd 
on  du  |iiiniicr,  l'I  ainsi  dn  r'csic. 

.Nous  allons  rciidi'c  loiil  ((da  scnsildc  pai'  ijn(diincs  i-!\cMi|iles. 

<)(S.  Soil  |iiisc  d'aliord  rc(|nalion  du  n"  5S  ci-dessus,  doni  l'inlciiriile 
coiu|d('lc  linic  csl 

3  =  /i'  -(-  ttx  ■+-  fiy  -4-  ex''  -+-  gxy  -+-  hy\ 

k  étant  =f{a,  h,  c,  g,  h  .. 

l'Ile  dilléronlialian  sim|de  donne  les  deux  e(|nali()ns 


dz 


a  -I-  7.CX  -\-  g  y 


dz 


>.  Il  y  ; 


il  l'anl  donc  voir-  si  en  C(unl)inanl  ces  deux  c(|nalions  ascc  la  |H'ccc(lcnle 
on  |ieul  cliasseï'  ii  la  t'ois  trois  des  cin(|  ailiili  aires  <i.  h,  r.  l;,  h.  Je  lais 
d'al)ord  cette  eonil)inaison 

dz  dz  I  ,      ,  I    „ 

X  —, !->•-;-=;  ax  -I-  or  +  i(cx^  ■+-  !{xy  -{-  ny'), 

dx       '   dy  .'V  n    .  . 

et  je  reuiai(|ue  {|ue  si  je  rctrani  lie  cctic  c(|natiou  de  c(dle  ci-dessns  unil- 
lipliée  |iar  2,  j'en  aurai  une  du  premier  ordie  (pii  ne  coiitiendi'a  plus  (pie 
les  <leux  arbitraires  a  et  h,  |)ourvii  (pi'on  suppose  (pie  k  soit  une  l'onction 
de  <t  cl  />  sculeiucnl. 

J'aurai  donc  dans  ce  cas  l'éipiation 

'•  ■^  ~  '*  7/J  ■" ■^' TTi-  =  '-^ ' a,l,,  +  ax-i-  h  y. 


(pli  sera  l'inlegrale  coinijlctc  du   premier-  oi-dr-i-  de  rcipialiori  dn  si-corid 
IV.  14 
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iirdrt' 

dz  dz        x^  d'z  d-z  y-  d^z 

dx       ^  dy        2   dx''         ^  dxdy         2   dy^ 

f(dz  d'z  d-z       dz  d'z  d-z   \ 

\dx  dx-       '    dxdy      dy      '    dy-  dxdy  ' 

De  là  on  pourra  dniic  ti'ouvcr,  si  l'on  vont,  l'intéi^ralo  j^MMiéi'ali'  du  |»i('- 
mitM"  ordre  de  celle  uieiiii'  e<|ualioii    (Kî  . 
Car  en  faisaiil  varier  r/  el  h,  el  sii|i|)osanl 

/>  =  9 (  a  I,     dl>  =  o'{  a  )  du, 
on  aura  ré(|uali(Ui 

df\a,l>)        [  df  <t,b)\    ,, 

|)ai'  la(|uelle  on  éliminera  (/  dans  l'intéi^r'ale  eoni[)lèle  après  avoir  mis 
partout  '^{a)  à  la  place  de  h;  la  l'ésultante  sera  l'intéiirale  i,'énéiale 
eherchée. 

Dans  cet  Exemple  nous  avons  [ui  éliminer  ii  la  t'ois  les  trois  arbi- 
traires c,  g,  h,  ce  qui  nous  a  donné  une  intégrale  complète  du  premier 
ordre;  mais  pour  avoir  une  autre  intégrale  complète  il  faudrait  ponvoii' 
éliminer  ii  la  t'ois  trois  autres  des  cin(|  arliilraires  a,  h,  c,  g,  li.  ce  (|ui 
n'est  guère  |)ossilde,  C(minie  on  peut  s'en  assurer  aisément  par  le  (  aiciil. 

Au  reste  on  voit  aussi  par  l'Exemple  précédent  (|ue,  si  la  i|iiaNtile  /■ 
était  une  fonction  (|ui  contint  les  arliitraires  c,  g,  h,  il  ne  serait  plus  pos- 
sible de  parvenir  à  une  intégrale  complète  du  |)remiei-  mdre.  par  l'élimi- 
nation simultanée  de  trois  arbitraires. 

()().   Soit  maintenani  rei|uali(ui 

È±       •-'■■>•    d'z         y'  d'z  _ 
dx-         X    dxdy        x'  dy- 

dniii  l'inti'grale  com|)l('te  est 

-  =  «  -f-  l)x  -{-  cy  +  g  ' 1-  li'-^i 
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cmiiiiif   il  csl   taiilc   de  s'en   iissmci'    |iiii'  la  sMlistiliilioii  de  cctlc  salriii 

J'aurai  pai'  la  dillÏTriilialiuii 


dz 


=  />- 


dx       "       "  x'  x^       dy 

il'iiil  i'dii  liii'  celte  (•(niiliiiiaisdii 


V'      dz  g      7./ir 


dz  dz        ,  ,  X' 

d.r       ■    (ly  X 

et,  l'etraiicliaiit  cette  é(|Uali(iii  île  la  |irece(leiile,  j'aurai  celle-ci 

dz  dz  r 

'-''dx-^dr^^'^s'x' 

la(|iielle  ne  conlenant  plus  (jue  deux  arbitraires  sera  par  ((uiséfiuenl  l'iu- 

léi;iale  coiuplète  du  i)reuiier  ordre  de  la  proposée. 

(  )ii  pourra  doue  lirer  de  c<'lle-ci  l'iiitéi^raie  générale  du  premier  nrdif. 

la(|iieile  sera 

dz  dz  fy\ 

dx       '    dr  ~^  '  \xj 

Je  remarque  de  plus  (|ue  l'on  a 


dz        y  dz       ,         r       ,  r' 
dx        X  dr  X  x^ 


et  (piécette  ecpiatiou  est  Itdie,  (jue  les  trois  arbitraires  (pTelle  reiiiern 
peuveul  être  éliminées  à  la  t'ois  au  moyen  de  ses  deux  dill'ercnlicllcs 

d'z       y    d'z         y  dz  _        cy       ?./iy' 
dx''        X  dxi/y        r'  dy  x''  x' 

d'z  y  d'z  x    dz  _     c        ^fiy, 

dxdy       X  dy''        x  dy       x         x''  '' 

cai-,  eu  ajnutant  ces  deux  é(piati(ius-ci  ensemhie  apri's  avoii   uuilli|dic 

.4. 
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I  ) 

st'cdiitlf  p;ir  ^,  un  a 

d'z       2)-    d^z         j'  d^z  

dx^         X    dxdy        .r'  dy- 

(|ni  est  l'cMUialion  iiK'-inc  proposée. 

Ile  lii  il  s'ensuit  donc  (|ue  rétiualiou  don!  il  s'a^il  sera  aussi  une  inté- 
i^i'aie  ('(nuplèle  du  premier  oidre,  el  UH'Die  on  y  [lourr'a  pour  plus  de  sini- 
plicile  supposeï'  égaie  il  zéro  une  (|ueleon(pn'  des  tfois  arbitraires  (pi'elle 
l'ent'eruu'. 

On  aura  doue  de  celte  uianii'ic  celle  nouvelle  intégrale  coniplèU' 

dz         y  dz        ,  X 

-, h  —  -J-  —  l)-\-c  —  , 

ax       X  tir  X 

d'(u'i  l'iui  lii'cra  aussi  une  nouvelle  intégrale  générale  du  preuiiei-  ordre, 
huiuelle  sera 

An  uioveii  de  cette  intégrale  et  de  la  précédente  on  p(Uirra  avoir  sur- 
ie-chanip  l'intégrale  générale  finie;  car  unilti|ilianl  la  deinii're  par  r  el 
l'ajoutant  à  la  premièro  on  aura 

t^/^j  ol  'M—)  étant  deux  i'(UH  lions  arbitraires  de  — • 

70.  Nous  nous  dispenserons  d'exaniiner  les  équatiiuis  ii  dillerences 
pailielles  des  lU'dres  plus  élevés,  eoninie  aussi  celles  où  il  y  aurait  plus 
de  trois  variables;  rap|)iicati(Ui  des  priiu'ipes  (|ue  nous  ven(Mis  d'elablii 
à  ces  sortes  d"(''(piati(Uis  ne  dnil  pas  l'Ire  dillicile  ii  pi'(''senl.  el  d'ailleurs 
ce  Meumire  n'e>t  di'j;i  ipie  trop  buig. 


SI  K  I.I-: 


MOIVOIEM  l)KS  NŒIIIS 


(IIIISITHS   l-I.AMiTMIIKS. 


s  ru  I. 


MOliVI'MI'M   ni: S   \Œl  IIS 


iiiiiMiKs  i'hm;tmiii;s''i 


Nimvcnu.r  Mi-miiires  de  I'  titiilviiiic  niyiilc  des  Svirmr\  ft  licllv^-Lvltit 
(if  Jlrrliii.  àifiwc  \~-\.) 


I  II  (les  |)rilici|i;ill\  cllrls  ^v  l'^il  Iriiclinii  iiiiil  iirl  le  des  |)l;ilicl('S  est  If 
chaiiL^ciiH'iil  (le  siliialioii  de  leurs  (irliilcs.  La  llicoiic  fail  \nii(|iir  -,i  un 
(■()r|is  (|tii  se  iiiciil  auloiir  d'iiii  cnilic,  en  vcriii  d'une  Inice  (|iiel(on(|iie 
leiidaiile  à  ce  ct'iilre,  est  allii'e  [laf  un  autre  ciups  iiiù  aiitniii'  {\n  ineiiie 
(•(•litre  et  dans  le  iiuMiie  sens,  mais  dans  un  plan  (lilIV'renl,  le  lueiid.  c'esl- 
à-dire  rinlerseetion  de  l'orliile  du  (iirips  attiré  sur  celle  du  iiii|is  attirant 
regardée  eoinine  tixe,  a  iiecessaireineiit  un  innineiueiit  relroi^rade  el 
contraire  a  celui  des  deux  c(W|is,  sans  ciuu|iter  les  iue;;alites  |)eriiMli(|iies 
i|ui  aiiidiit  lieu  tant  dans  ci'  niouveiiieni  du  lueuii  (|ui'  dans  rincliiiaisiiii 
des  iii'liites.  C'est  ainsi  (|Ue  les  nuMids  de  la  l.une  reliiiL;radeiil  sur  l'eidip- 
tiiiiie  d'eii\iron  k)  degirs  par  au.  par  l'action  du  S(deil.  I.a  lui'Uie  chose 
doit  diMii'  a\oir  lieu  aussi  ;i  l'i-Liard  des  orhites  des  planètes  principales, 
d<uil  rallractiiui  inuluclli'  est  nu  l'ait  ipi'iui  ne  saurait  plus  revoipier  en 

(*  )  Lu  k-  (j  juin  1774. 
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(lonlc;  cIkkiik'  nrliilc  dnil  r(''lroi;i';i(lcr  cmiliiiucllciiii'iil  sur  cliacuiic  ili'> 
:uilrcs  (irliilcs:  ce  (|ui  ilnil  iircessaireiiifiil  |iriMluiic  ii  l;i  Idiii^iic  iiii  dc- 
|il;i(('mriil  L;cnci;il  de  Idiilrs  les  orl)ilcs  |il;iiH'l;iir('S.  Il  eu  csl  de  iiièiuf 
di>  niliiics  i\r>  salrllilo  de  .ln|iil('r.  ainsi  ipic  dr  (('Iles  des  satellites  di' 
SaliiiiH'. 

M.  lùilcr  rst  le  |ir('iuicr  ({iii  ail  ciilrciiiis  de  drlcriniiicr  le  cliaiigemcnl 
(|ii('  Ir  |ilaii  di'  l'diliilr  de  la  Terre  ddil  siiuHrir  |iar  sa  rt'Iroi^Tadation  eoii- 
liiiiielle  sur  les  |daus  des  (uhiles  des  autres  |)lanètes. 

>I.  de  Lalaude  a  étendu  ensuite  cette  théorie  à  toutes  les  plaiii'tes.  et, 
a|)ri's  avoir  deleruiine  séparément  le  niouveuieni  des  nœuds  de  elnuiiie 
planète  sur  l'orltite  de  eliacuiie  des  cinq  autres,  a  examiné  quel  elianije- 
uient  il  devrait  on  résulter  dans  la  position  de  chaque  orbite  relativement 
il  un  plan  lixe. 

Kiitin  M.  Bailly  a  applicpié  cette  même  tiiéorie  aux  satellites  de  Jupiter 
et  a  tâché  d'ex|di(pier  par  là  les  variations  observées  dans  les  inclinaisons 
des  orbites  du  second  et  du  troisième  satellite. 

Mais  connne  les  formules  (|ue  ces  Auteurs  ont  emj)loyées  n'expriment 
à  proprement  parler  (|ue  les  variations  instantanées  ou  dillérentielles  des 
lieux  ^\('S  n(euds  et  des  iiudinaisons  des  tu'bites,  il  s'ensuit  (pi'cdies  ne 
peuvent  servir  que  pour  un  temps  limité,  et  (ju'elles  sont  absolument 
insutrisaiiles  pour  faire  connaître  les  véritables  lois  des  variations  de  ces 
éléments.  D'uii  l'on  \(iil  (|ue  le  i'i'(d)ll'me  dont  il  s'ai^il  n'a  pas  encore 
été  résolu  avec  toute  la  généralité  et  la  précision  nécessaires  pour  (|u'on 
en  |»uisse  tirer  des  conclusions  exactes  sur  les  phénomi'nes  que  l'acticui 
mntmdie  des  planistes  dnit  prndnire  ii  la  lnni;iie  relativement  ii  la  posiliim 
de  leurs  (U'iiites. 

I, 'importance  di'  ce  l'rohii'me  m'avanl  ciii^age  ii  m'en  occuper,  je  vais 
ronnnnni(|ner  ici  aux  (leomelres  les  re(diercbes  (pie  j'ai  faites  (le|)uis 
(pHd(pie  tem|)s  poui'  en  trouver  la  sidulion.  I\lles  m'ont  conduit  à  <!es 
résultats  (pii  me  |)araissent  mériter  leur  allenlion,  tant  par  l'utilité  dont 
ils  peiiNcnl  elre  dans  r Astronomie  |ili\si(|ne.  ipie  par  l'analyse  mi'me 
sur  la(|uelle  ils  sont  fondes. 

Je  considère  d'abord  deux  seules  orbites  nnibiles  l'une  sur  l'autie,  et 
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je  tlnmic  (liill^  ce  <':is  une  Sdllltioli  t;('licr;il('  cniiiiilrlr  lie  la  (|llcs|hi|l  ;  jr 
lais  voir  riisiiiic  (|iii'  le  cas  dr  trois  orl)il('S  moliilcs  ii  la  fois  rime  sur 
l'antre  (Ic(mii(I  de  la  rccliticalioii  des  sections  coni(|nes,  et  par  consé- 
(|lleiil  ne  |MMll  l'Irr  resdlo  |iar  les  inelIliMJes  coinilles;  d'oil  je  ciini  lu> 
(|ii';i  pins  forte  raison  on  ne  saurait  se  tlatter  de  pouvoir  résondre  le  l'ro- 
Idènie  lor'S(|ne  le  nonilire  des  ori)ites  ni(d)iles  est  |dus  i^rand.  (!e|)endant 
comme  les  orliiles  des  planètes  ainsi  (pie  c(dles  des  satfdiiles  sont  peu 
inclinées  les  nues  aux  autres,  j'examine  si  celle  circonstance  ne  pourrait 
pas  apporter  cpudcpie  sim|)litication  aux  calculs,  et  je  parviens  enliii  ii 
une  melliodc  très-simple  et  tiès-^cneiale  par  hupielle.  ipiid  (pie  suit  le 
nomlire  des  orhiles  moliiles,  le  Prolili'ine  se  réduit  tonjours  à  des  e(|iia- 
tions  dillérentielles  lini-aires  du  premier  ordre,  dont  l'iulei^n'alion  est 
facile  par  les  melliiides  (■iiniiues  ;  de  sorte  (|ll'oll  peul  par  ce  Ulovell  avoir 
une  tliem-ie  coin[)i('le  des  principaux  cliaiii;ciiieiils  (pie  l'altiNK  lion  iini- 
luelle  des  planè'les  doit  |)ro(luii'e  dans  les  lieux  des  iKciids  et  dans  les 
iiK  linaisons  de  leurs  orliiles.  Je  me  ((Uileiile  ici  de  poser  les  fondemeiils 
de  celte  tlieorie,  et  je  me  propose  d'en  donner  dans  une  aiitic  occasion 
tout  le  ilelail,  et  l'applicalion  même  au  système  du  iiKuide    *   . 

1.  Considérons  d'abord  deux  seules  planètes  P  el  Q  qui  se  nieuveiil 
dans  les  plans  des  grands  cercles  AP.  I5Q  //i;.  i ,  page  i  l 'i  ;  faisant  eiilic 
eux  ranii,le  PLQ;  el  sn|)pos(vns  (pie  par  l'alIracrKiii  de  la  plani-le  P  sur  la 
plaiii'tcQ,  le  meiid  Lsoil  forcé  de  rétrograder  sur  l'arc  AP,  regarde  comme 
lixe,  de  la  (|naiilile  constante  /xlt  pendant  clia(jiie  instant  dt,  et  (pie  par 
raltractidii  de  la  planète  O  sur  la  plaiii'le  P,  le  mcnie  iHeiid  I.  suit  cililig('' 
de  rétrograder  sur  l'arc  HO,  regarde  mainleiianl  comme  lixe.  de  la  (piaii- 
tilé  constante  (j<lt  à  clnupie  instant  dt,  l'angle  QLP  demeiiiaiil  d'ailleurs 


(')  J'ai  rempli  dopiiis  cet  cnj;a.i;cinent  diins  iiii  M('Mnnire  (|ii(>j'ai  ("nv()y(^  à  rAeadéinie  Kowili* 
des  Sciences  de  Paris  au  mois  d'oclohre  ijji.  d  doiil  ou  (lodvcrM  les  lésidlals  dans  les  'l'ahlrs 
mlroniimiiiiirs  (|iie  l'Académie  va  publier. 

Le  M('m<jirc  dont  il  est  ici  ipieslion  a  é\é  ins('r(''  parmi  ceux  di^  l'.Veadi'mie  des  Science.-  de 
Paris,  pour  l'année  177!;  il  apparlieni  ii  la  Iroisieme  Secli(jn  des  OEiivrcs  itr  Ijianiii^c. 

{ Note  dr  VÈditeui^ 

IV.  i5 
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toujours  le  uiiMUi':  on  (Icniandc  le  cliiiuiicmcnt  (|ui  eu  icsullcia  ;iii  limil 

(l'un  lcMi|)s  {|ucl(iiii(|uc  /  (iaus  l:i  |Kisilion  des  mes  AI',  HQ. 


2.  Poui'  (•(>!;)  il  I'muI  lii'ci'  uu  lioisiruic  are  de  i;i"iii(l  (•ciclc  ().\1?R  (|u'on 
sii|)|)osi'r:i  loMJouis  fixe,  cl  au(|ni'l  ou  ra|)|)oilciM  la  [losiliou  des  arcs 
uiohilcs  AP,  HQ:  et,  ayant  piis  dans  cet  arc  un  |ioiut  lixc  0,  ou  l'cia 

i)\  =  x,     ()B=j,     XL— s,     BL=^z,     BAL  =  Ï,     RBL  =  4.,     ALB^   w. 

On  considcicia  niaintcnanl  (|U('  de  ces  sept  (|uautitcs  il  sullira  d'eu 
coiiuaitre  quatre,  parce  que  les  trois  autres  dépendront  de  c(dlcs-ci  pâl- 
ies pro|)riétés  connues  des  triangles  sphériques,  et  il  est  clair  que  celles 
(pi'il  est  le  plus  naturcd  d<'  <  licrclier  sont  .r,  J',  ç  et  'l,  parce  ipi'idlcs  dé- 
teriuiucut  iinuiediatenient  la  position  des  arcs  niohiles  AP,  \\Q:  il  t'aiil 
donc  IrouNci'  (jualre  ('([nations  entre  ces  (pialrc  (piautilcs  d'apirs  les 
coiidilious  douiK'cs  du  Pr(d)l('iuc;  or  il  est  visilile  (|ui'  ces  coudili(Uis  se 
réduisent  à  c(dles-ci  : 

i"  Qu'eu  su|)posaul  .r,  ç  et  oj  constants  et  taisant  variei'  toutes  les 
autres  (piantites  de  Iciii's  dillcreutiidles  respectives  on  ail 

ds  =z  —  pdt; 

2"  Qu'eu  sii|)|»i)sanl  y,  à  et  oj  constants  et  t'aisaiil  varier  les  autres 

(|uantités  ou  ait 

dz=.  —  qdt. 

Il  n"v  aura  doue  t\\\\\  eiuplii\er   les  analogies  dil]V'reuti(dles  connues 
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(miii    li>  ll•i;ml;ll•^  s|ilicri(iiics;  mais  il   scia  riicdic  plus  >liii|ilr  f\   | 
iliicci  (Ir  s'\  [iicikIic  (le  la  iiiaiiicMV  suivaiilr. 

.'i.    Dans  le  triangle  s|tlicii(|iir  ALU  un  a,  cuMinif  (iii  sait. 
ros4'  ^^  —  sin'.)  sin?  cos*  -i-  coso)  cosi , 


ll.i 


't  (Ir  nie I ni' 


cos;  — :  siii'i)  sin '4'  <os2  -i-  cos'ii  ros'^  ; 


donc,  (lillcicnliant  la  |)rcinii'rc  <lc  ces  deux  c(|nations  en  \  sn|»|)()sanl  | 
et  'j>  ennstaiits  et  faisant 

cls  —       pili, 

<iM  ania 

</cos4'  =^  ^  sino)  sirii  sins  X  pdl; 

(litlérentiaMt  eiisnite  la  seccnide  ('(|iiali(ni  en  v  sn|i|n)sant  -i/  l't  '•>  constants 

et  laisant 

dz  =  —  qdl. 


d  cos^  —  sinr,)  siin}>  sin  3  X  </(//. 


On  a  de  idus  dans  le  nii'ine  li'ian<>'l( 


COSly—  X): 


cosw  —  cosÇ  00841 
sin?  sin 'i 


Donc,  sn|iposant  en  |)reniiei'  lieu  .r,  H  et  '»  constants  et  l'aisanl  varier'} 

et  V,  (m  ania 

>  ,        cosH  ~  cos'.)  cos'l   ,, 

—  sin(v— :rar= .    ■,- ^-r-, d<ii, 

■'  -  sinEsin'ij' 

et  supposant  en  si'cond  lien  j',  1}  <'l  '»  eoiislants  et   l'aisanl  varier  z  et  x, 

,         cosiL  —  cosw  cos2   ... 

siii(  y—  X  dx  ----. —. — I — :-— ; ai' 

sni'{/sin-i 

f)i'  (Ui  a  par-  la  propri(''t(''  connue  d<'s  .sinns 


sin(  j  —  ar) 


sin':.)sin« siii'.isinr 

sinij/      ~       sin? 
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tic  plus  les  i'(|ii;irnms  ci-dcssiis  (Imiiii'iil 

cos  i  —  cos'j)  cost]/  ^:  siiiM  siii'i/  cosz, 
pos'i/  —  cos 6)  cos  ?  —  —  siii'.)  sin  ;  cos.v; 

donc,  siilisliliuiiil  CCS  \;ilciiis,  un  ;iur;i 


,  coszdd,         ,  cossdi 

ar  = .    .,    ■      )     clx : — I — .-^  ■ 

■"  sin£siiii  siii'isins 


Kl,  si  l'on  nicl  |)our  dz  cl  d'b  leurs  v.ilciirs  tiiccs  ilcs  ciiiKilioiis  prccc- 
<lciitcs,  on  ;inr;t 

,             sinwcos;      ,  ,         siii'i)Cosi      . 

dy^- : — ; — ]>dl,      rt  X  = . — ^       (/«/. 

■'                 sin'l      '  sin; 

Ainsi  l;i  solution  du  ProMcnic  ne  dépend  pins  (|ne  de  rinlci;r;ition  di' 
cos  (|nalrc  é(in;ilions 


(/COSÏ 


q  sio'.)  sini];  sin;, 


d  do^'^ 


dt  '  ^  dt  *^ 

dx  ^  sin  M  cos  .s       dy />  sini»  cosz 


dt  sin  H  dl 


siiri/ 


où  l'on  i-cni;ir(|nei'a  (|nc  '»  est  une  (|uantile  conslanle,  et  (pie  ;  et  s  sont 
données  en  £,  >  l't  •,}. 

\.   Si  l'on  ajinite  cnsenihie  la  première  ninilipliee  par /j  et  la  seconde 
niulliplii'c  parc/,  ou  aura,  ii  cause  de  sini/sinc  =  ;  sin£sini', 

V  d  cosl  -+-  a  d  cosû/ 

c ^-^^ ^-  =^  o, 

dt 

dont  l'intégrale  est,  connue  l'on  voit, 

/'COS;  -!-  (j  COS'J;  r-    a, 

u.  étant  une  constante  dépendante  de  la  position  initiale  des  plans  Al', 
HQ  par  rapptut  au  |ilan  tixe  OAB. 
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5.  Av;iiil  iii;iinl<'ii;iiil  une  f(|ii;iti()li  lillic  riiln-  les  cusiriiis  des  ;iiii;lcs  : 
cl  '{*,  et c'oniiaissiiiil  (r;iillciiis  le  lioi^il'iiic  iiii^lc  ',)  ({ni  csl  sii|)|)(isc  (Idhhc, 
on  pouri'ii  irdiiin'  loiitcs  les  ;nilics  vaiiiihlcs  du  l'rnhil'iiii'  ii  niir  snilr. 

Kn  cnct  on  ;iar;i  (3j 

coswcos?  —  cosJ/ 
CCS  s  = —  -  .— - — i, 

sin'.i  sinÇ 

mais  (4j 


dont' 


,       y—p  cos  ? 


COSS=  ~ ' !-• 


r/sin&jsin^  ' 

de  l;i,  en  l'aisant,  [mmii'  alircger, 

(y'  sin^'o  —  u?  =:  a,      «(;>  -h  ç  coso))  =  6,     />"  +  >p<l  coso)  +  y-  =  n\ 


Ja -h  ^b  cosl  — n'cos^l 

sins  =  '' r — ^-^-t; ■-■■, 

<7SinMSni^ 

SLilisliliiaMt  donc  r('[[t'  valeur,  on  aura,  par  les  (■(Hiation>  Au  ii"  .'{, 


rf^ V^a  -t-  2  6  cos  ?  —  «'  ces'  ^ 


■I  t'aisani  fos|  =  u. 


dt  = 


du 


\/a  -+■  ïbu  —  n'u' 


d'oii  1  on  lue  par  i'inlcgration 


«    M  —    - 


n/  +  «  =  arc  cos 


\/"^£ 


y.  claiil  une  cousiaule  ailiili'aire. 
Mais  on  a 

ail'  -r-  b'  =r  (y'sin'w  n'  —  u?)  ; 
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rt'COSç  —  p.(/?  H-  gCOSW) 


ni  -h  x~  arc  cos 


q  sin  S)  y,  n'  —  a' 


u.(p  -4-  ocosw)  -+■  flsinw  vK^—  a'cos(n^  ■+-  a) 

ros  ^  =  ^-— —    -ï ■ r^ ' 


n'  =  p''  -i-  o.pq  cosf.)  -t-  fy-. 

().  On  Iroiivcrii  de  iiicinc  \\\  vjilciiidc  cdsJ/  à  l'jiidc  des  (•(|ii;ilioiis  du 
n"  ;<:  iiKiis  sans  l'aii'c  pour  cida  un  iKMncaii  calcul,  il  suHira  de  (dianiicr- 
dans  les  l'ornuilcs  pi-cccdciilcs  p  en  «y,  ■:  en  i  So"  '^  et  a  en  —  a,  cl 
?7re  versa,  cl  l'on  aura 


COSl}! 


^j.{q  -T-  pcos',)}  — /?sinw  y're' —  fj?cos{nt  ■+-  P) 


(^  étant  une  nouvelle  conslanti;  arbitraire  (ju'on  déterminera  pai'  la  con- 
dition (|uc  les  valeurs  de  eosË  et  de  cos}  doivent  satisfaire  à  ré(|uation 
du  n"  4.  Suiistituanl  diuic  ces  valeurs  dans  l'équation  dont  iKtus  venons 
de  parler,  (die  deviendra,  api'ès  la  destiuclion  de  (|U(d(|iu's  leiuics. 


'^-^ —  [cos  nt  ~  X  .  —  ces  nt  +  (3)  J  =  o, 


donc 


C0S[nt  ■+-  ai  :=  cos  nt  -h  ^], 


■I   [tai'  conse(iucnl  c/.  ■--  ]5. 
On  aura  donc 

cos4' 


el  les  ([uantilés  a  et  y.  seront  les  deux  eonstanles  arbitraires  inlroduiles 
pai-  l'intégration  des  deux  é(iualions  di(rérenti(dles  en  t  el  |. 

7.   Pour  déterminer  ces  deux  arbitraires,  on  sup|)0sera  (|ue  lur-(|ue 
/  =  o  on  ait  S  =  H  el  •}  —  M  ,  el  l'on  aura  d'abord 

ij.  -^  p  cos  H  -t-  ç  cos  H  , 


i)i;s  niiitn  r.s  l'i.  \M;T\iiii:s.  in» 

cl  l'iisiiilc 

[a  '\  p coso) ) cosZ  —  (P  H-  '/ cosw  cos >t 

cosa=    '       —  7^-=^ 

sin  w  ^n'  —  f*' 

S.    Aviiiil  Iniiivc  les  viilciirs  Av  cos'i  cl  cos:  en  /,  il  sn;i   lacili'  ifcn 

(liMlnirc  celles  (le  .<■  et   ^-,  ;iM  Veli  (les  deux   deniii'Ces   e(|li;ilioiis  ilille- 

reiilielles  du  n"  3. 

On  ;miM  (Imie 

(Ir        ^/sinw  X  COSi 
(Il  sin^ 

cl,  sill)slihi:nil  imnr  cds.v  s:i  vnleiii'  Ironvee  (hins  le  n"."),  on  ;iiir;i 


Or  à  cause  de 


dx  _{p  -y-  q  cosw)  cos^  —  p. 
(iï  "  ^iîi'H 


sin'^  -.  \      cos'^  ^  '•  -  co'i\    I  +  cos?i, 


il  est  (  l;iir(|u"nn  peut  inetlre  le  second  ineud)re  de  recjiiiilion  |irecedente 
sous  celte  l'ofnic 

p  +  q  COS&)  —  u.       p  -!  q  cosw  +  ^ 

2(1  —  COS^)  l'A  -H  COS^) 

donc,  Milislituiinl   |ionr  cos£  s;i  valcnr  trouvée  ci-dessiis  l'I   ninlli|di;int 
toute  ri'(|n;ition  par  (II.  on  aur;i 


(lx  = 


[p  -^  q  cosw  —  (X )  n'dt 


'•  «»—  ij.(p  -4- g  cosw)  —  fsinw  v/«'  —  ."*cos(n/-i-  «) 

I  (p  -^-  qcos(ù-h  ix)  n'ai 

'•  ri'  +  'u.  p  +  qcos'fi   -f  <;  sinoi  ^'n'—  u'rosfH/  -4-  « 

e(|iKition  dont  cliai|ne  terme  est  int(''i;ralde  par  les  nn'thodes  connues. 

'.I.    i'onr  parxcuir  plus  aisément   ii   iule^rrer  cette  e(|nalion.    n(nis  r<' 
manpieron--  ipie  rinli'L;rale  de 

A  -h  Bcoscp 
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prise  (II'  iiKiniric  (|ir('llc  soil  nulle  liiis(|Lie  ç;  --  o,  est 

2  /    A  —  B    ,        9  \ 

,  arc  lang  (  _  tang  -  ) , 

v/A'  -  B^  V  V  A=  -  B'  2  ; 

eomine  il  est  l'iicile  de  s'en  assuicr  |iai-  iii  (iilleiciiliiitidii :  (tr  f;iis;int 

\  r=  II-  ±  ij.\  p  -4~  q  coso),,     h^-  ±q  siiiw  Y^n' —  f/.', 
mi  liH)iivi'  après  les  l'éductions 


y  A^  —  B^  r^  W    /<  -^  (^  fOS'iP  ±  y.    ; 

d'où  il  est  facile  de  euiulure  (jiie  l'iiiléi^rule  de  recjiialiuii   jH'ocedeiite, 
prise  en  sorte  <nie  .v  soil  =X  l()is(|m'  nt  +  «  =  o,  sera 

[ n'  —  a(p -1- ocosw) -t- osinw  i/n^ — l^-'  n< -H  al 

.r  —  X  ^  arc  tang — — ^^ —  laiig 

L  «(/^  +  çicoscd  — 17.  )  2      J 

r«' -(- y.  « -(- ûf  cosw)  —  flsinwv'w' — m'          nt -\- a.'\ 
—  arc  tang    ,    ' ~ ~ lang • 

10.  Or  on  sait  (|iie  la  dillerenee  de  deux  ai'cs  a  |i(MII'  (ani^eiite  la  dil- 
férenee  des  tangentes  divisée  par  la  somme  de  l'unité  et  Aw  (irodiiit  des 
deux  tangentes;  ainsi  la  tangente  de  a;  —  X  sera  égale  à  la  (juanlite 


i/t    yn-  —  (p  +  q  cosw)  [[J-[p  -H  q  cosw   —  q  sinM  y'n'  —  p.'] 


ni  -r-  y. 
tang  — - — 


r  r  .  , — ,,1  nt-ha 

n-Hp-h  qc.osM)-—  [j.^\  +    «'—  I  fj-ip-h  qcos',)—  gsmo)y/«'—  f/'j      tang-  — - — 

le  numérateur  de  cette  (|uanlité  se  réduit  à 

, ni  +  ot. 

■}.  nq  sm oi ,  \j.  q  sin  hi  +  [p  -h  q  cos  w ,  y  «-  —  \i? \  tang •, 

et  le  dénominateur  se  icduit  à 

«'[>/>  -+-  g  cosw)'  —  f/-J  -I-  I  fjiçsni6>  +   p  -+-  qcosM   yn'—  u'J  tang- ; 

de  soi'te  qu'en  l'aisanl.  pour  ahregei'. 

m  ^=  ij.  q  sin  '.)  -^  p  -^  q  cos &)  i  y'n-  —  p.' , 


IH;S   ou  lu  TES   l'LAM'TMKKS. 


I:il 


laiiK  r  —  X   = 


anm^sinu  tang 


n'[{p  -+-  qco^o»)'  —  [x']  4-  m' tang' 


II.  On  li(iu\cr;i  (Ir  l;i  iiiciiic  iiiiinicrr  l;i  \;il('iir  «le  >  |i;ii  riiilf^niliuii 
ili'  l;i  (li'i'iiicrc  l'ciiialidii  <lii  ii"  '.\,  cl  il  snlliia  iiii'iiic  |ii)in'  cela  di'  cliaii- 
i;cr  ilans  l"('\|>rcssii)ii  |irc(i'(lciitr  fi  en  c/,  ij.  en  'j.  cl  ,r  (!ii  -  v;  ilc  celle 
luanici'c.  M  l'iiii    tiiiiniiic  ^    la  valeur  de  )'  l((rs(|uc   /(/ 4- «  =  «  et  (|ii'uii 

^"l'I"'-^'- 

m'  =;  u.p  sino)  —  '.(j  -h  p  cosmi  y/'«'  —  u' , 

lin  allia 

rt<  +  s: 


laiigi.r  — Y)  = 


2«m7>sinw  tang 


n'  [  (  9  +  />  coso)  )'  —  p.'  J  +  nt  '  larig' 

12.    Il  ne  leslc  |iltis  (in'ii  (Icteiinincr  les  airs  .v  cl  r;  nr  on  a  Irouvé 
ilaiis  le  II"  5 


(p  -1-  flcos(.))cos£  —  « 


•1  lie  \l 


tangi  — 


çsinusir 

'S 

sja  +  ib  cos %  — 

«' 

cos= 

^. 

^sm&jsin 

l 

\  1 

.     ■     :./m..s|- 

ri 

'cos 

'? 

\/>  +  (/  cosoil  cos  H  —  u 
Mais  un  a  aussi  liuiivc  dans  le  même  eiidroil 


y/a  ■+■  aicosH  —  re'cos'^=  — 


iang«  : 


rfcos^ 


dt'\[p  -I-  q  oosfi)  1  ros^  —  ti] 
Siilisliliiiiiis  ici  la  valeur  de  cos^  du  n"  5.  on  aura  a|nvs  les  icdnclions 


n  \Jn' —  ^J?  sin(/i/  +  «) 


^.qsXnr.i  —  yjtû—  jx^ip  -+-  qcoSM)cos{nl  ■+■  a) 


i6 
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l.'i.    |-]l  (■liiiiii;(';iril  (l;iiis  celte  e\|ire.ssi(iii  p  en  cj  el  'j.  on    —  p.,  on  aui"i 
l;i  viileiu- (le  Iiiiil;::,  l;ii|nelle  ser;i  ddiic 


nyjri^—  ;x'sin(«<  +  a] 


tj.p sin  w  +  y/«-  —  u.- iq  +  p  cosoi   ros  «/  -t-  x 

l'i.   On  |)eiil  siin|tlitier  l>eau('()U|)  li's  tornuiles  |M'cee(leiiles  en  mijijk)-, 
sant,  ee  (|ui  e.s(  lonjonrs  permis, 

Jti' — u.-  «siiu.)  „  (/sin'.i 

fJ.  q-hpCOSO)  /J -t-  (/COS0> 

car.  il  cause  de 

n-z=  p-  -+-  2/7^  COS&)  +  (j'^  =  (/j  -f-  q  cos'ji)'  -+-  g-sin'w  =  (<y  -h  pco^rji  '  -i-  ]>'  sin''.), 


ijn-  —  u-  r=  w  sin  M ,     y.  =  n  cos  ^I , 

jBsin  w  =  «sinP,         q  -h  p  cosw  =  n  cosl', 

q  sinc)  =  H  sinQ,         P  -^  <1  foso  =  «rosO. 

Faisan!  donc  ces  snlistilnlions,  on  aura  d'aliord    5  et  6) 

ros  ç  ^  cosM  cosQ -+- sinM  sinQ  ces  ni  -r-a), 
fos'i  =  rosM  rosP  —  sinM  sinP  cosi  ni  -^  a:!  ; 

■nsuite  on  anra     10  et   i  I; 

/>!  =  M-sin ^Q  H- M),     ;?j'  =  /r^iM   P      M  , 


2sinQ  tang 


lanffi.r  —  X)  : 


lang    K- Y) 


sin  M-    Q;  -f-sin  M  h- Q  lanj;- 

.    ,.  Ht  +  a 

—  .'.  sni  P  tani,' - 

■?. 

sin(M  -4-  P)  +  sin(M  —  P)lang' 


DKs  (iititn  i.s  i'I.\m;imui:s. 
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Uiiigi  X-  —  X)  =^ 
tang  >•—  Y 
ciitiii  ou  ;iiii';i     12  il  13) 
tangs  = 
tangs  — 


sinQsin{«/  -i   a) 
sinMcosQ—  cosMsin(j  cos^«/ +  «)' 

—  sinPsin(re/-(- a) 

sinM  rosP  -t-  rosISl  sin  P  cos(«/  -*-«)' 


sinMsin(«/  -t-  a) 
cosM  sinQ  —  sinM  cosQ  cos(rt/  -t-  a)' 

—  sinM  siTi(n/  h-  a) 


cosM  sini'  +  sinM  cosP  cos(nt  -+■  oc) 
15.   A  l'i'ganl  des  r(insl;mtcs  jul  et  c<,  on  a  (7j 
/n  =  /^  rosZ -4- </ cos4', 


donc 


«sinP               «sinQ 
P  —      •  —  '     ?  =     ;• i 


n(sinP  cosE  ■+■  sinQ  cosY) 


dolU' 


cos  M 


siii  i*  cosZ  +  sinQ  cos  'F 


fnsnilc  on  li'oiivcnr 

cosP  cosE  —  cosQ  cos¥ 

cosa  =  -. . — ïT^ » 

sinMsinM 

où  Z  et  M   sont  le-,  valeurs  de  ç  cl  j/  l(usi|ui'  /  =  o. 

Kl  il  csl  l)ou  de  ffui;u(|ucr,  loucliaiil   les  aui;les  I'  cl  Q.  (|u'(Ui  aura 
ajjii's  les  réducluuis 

lang(P  -I-  Q   =:  lango), 


cl  par  coiisc(iucul 


P-4-Q:=M. 


INuic  ce  i|ui  ciUHcine  les  cuuslaiilcs  X  el  V .  coninic  elles  se  ia|t|)orlenl 
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à  rin>t.iiii  >iu  /il — X  =  o.  savoir,  où  /  = ?  il  vauilnt  mieux  inlro- 


n 


iluirt-  à  leur  place  les  valeurs  de  x  et  v  lorsque  /  =  o. 
Désignant  donc  ces  valeurs  par  A  et  B.  on  aum 

..  sinQsinst 

sinMcosQ  —  cosMsinQcos2 

_      ,.  — sinPsina 

lans  B  —  1  ;  =  — 


sinM  cosP-î-  cosMsinPcosa' 


d'où  l'on  pourra  tirer  les  valeui*s  de  X  et  Y  qu'on  substituera  ensuite 
dans  les  formules  du  numéro  précédent. 

On  pourrait  aussi  taire  ces  substitutions  immédiatement  cl  trouver 
directement  les  valeurs  de  tang  x  —  A  j  et  tang  ^v  —  B  .  en  remarquant 
que  Ton  a  par  les  propriétés  connues  des  tangentes 

tang  X  —  X  —  lang  A  —  X 
lans  X  —  A ,  = 


i-htangx  —  X  tang. A  —  Xt' 

mais  comme  les  expressions  qui  eu  résulteraient  seraient  un  peu  trop 
compliquées,  il  vaudra  mieux  s'en  tenir  à  celles  que  nous  venons  de 
donner. 

16.  Voilà  donc  le  Problème  entièrement  résolu;  il  ne  nous  reste  plus 
i|u'à  faire  quelques  remarques  sur  les  formules  que  nous  avons  trouvées. 

Et  d'abord  les  expressions  de  cosS  et  cos'i/  font  voir  que  les  angles 
d'inclinaisons  £  et  l  sont  nécessairement  renfermés  dans  de  certaines 
limites,  lesquelles  sont  M  — Q  et  M  — Q  pour  l'angle  £,  M  — P  et  M  —  P 
pour  l'angle  ■!>. 

En  second  lieu  il  est  tacile  de  prouver  que  si  tangM>tangQ,  abs- 
traction faite  des  signes,  l'angle  x  sera  aussi  renfermé  dans  des  limites 
déterminées  par  l'équation 

-.  siii  Q 

V  sin  M  -^  Q  sin  M  —  Q 

qui  détermine  le  maximum  et  le  minimum  de  tang  x  —  X  . 
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Au  ciillliuil'i'  r:illi;lc  .v  criiitrii  diilis  ce  lilcinc  eus  ii  rilltini.  iiarcr  <|iii'  l:i 
\:il)'iir  (II'  l:iiii;.s  jn'iil  ili-vcnir  iiiliiiic. 

Kii  liois'ù'iiic  lirii  iiii  |ii(HiV(i;i  de  iiniiir  (|iic  si  tniigM  ■<  taiiyQ,  ;il)s- 
tiMcrKin  l'iiilc  (les  sii;ti('s.  l'iitc  j- ciiiiiiii  ;i  rinrmi.cl  l'arc  *  se r;i  rcnlri'iiH' 
ilaiis  les  liinili's  ilili'i'iniiii'rs  par  r('(|iiali(iii 


latif,'*  = 


siiiM 


V'sin(Q-»-  M  !sin(Q  —  M 


En  (|iiatr'Ù'iiic  lien  ou  tioiiVfM'a  des  coiichisioiis  sciiililahics  par  lapporl 
aux  arcs  y  et  :,  siiivanl  (pu-  l'on  aura  laiii;M>  ou  ^taii^P,  alislrac- 
liiiii  l'aile  (les  sii;ii('s;  il  ii'v  aura  potii' cela  (|u'ii  chautici-  Q  l'ii  I',  .r  en  )' 
et  s  Cl)  r. 


17.    Mais  il   v  a  deux  cas  qui  mérilenl  une  alleulinn   parlieulii're  :  ce 
sdul  ceux  (lii  laii4>M  =±  tanijO  <'u  =  ±  laiiiiP. 
I"  So\[  lan^M=  tangQ,  donc  M  =  Q,  on  ania 


.„,  sin{n/-t-a) 

langlx  — X)—  n-f î' 

cosM  [i  —  cosi  n/ -t- aij 


sin  ni  +  oci 


cos M  [ I  —  cos!  ni  -y-  x]] 


donc 


tang(  X  —  X  )  —  long*  : 


cos  M  lanj 


ni -h  a  ces  M 


i"  Soit  tani,^M  -  tani^Q,  on  ani'a  Q  =  iHo" —  .M,  donc 

—  sin[H/-f-ai  simnl-i   x) 


lang^a•  —  X)  = 


par  couseipient 


cosM[i -)- cos(n/-t- ai]  '''       cosM  [i  +  cos(  «< -I- a)] 


lang(  JT  —  X j  r=  —  langi  =  — 


tang 


nt  +  « 


cos  M 


lit  il  est  visilde  ipie  dans  ces  deux  cas  les  ai'cs  .r  et  s  croili'oiit  à  l'in- 
fini avec  le  temps  /. 
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(]('  sciii  l;i  iiifiiic  cIkim'  il  l'égard  des  arcs  }'  cl  ;,  en  (  liaiigeaiil  seiile- 
iiieiit  .r  en  v,  .v  en  r  el  O  m  I'. 

IS.  Je  leinaiiiiie  Miainleuanl  que  le  cas  de  M  =- Q  aura  lieu  lorsqu'on 
|ireiidia  |)iiin  le  plan  de  [trojcction  ('(dni  de  l'orltite  de  la  planète  I'  dans 
l'inslaiil  iiii  /  o;  car  alors  l'are  de  i;iand  eei'ele  AR  eoineidera  avec 
l'arc  ALP  Ji'fi-  i .  l'iif;''  i  i  'j  •  l>;'i'  consé(|nent  l'aujifle  LAR  --  E  au  coni- 
nienceuienl  du  temps  /  sera  --<>,  et  l'angle  LBR— ^F  deviendra  l'angle 
même  QLP  -  'o  ;  ainsi  l'on  aura  dans  ce  cas  Z  =  o  et  *F  =^  '<n  par  consé- 
(|uenl  flS; 

siii  I'   »  siiiQcosf,) 

cos  M  —  . : 

sino) 

mais  P  =  '.j  —  Q,  donc 

cos  M       cdsQ     et     M       O. 
lui  gênerai,  puisiiu'on  a 


cos  M 


sinP  cosE  -+-  sinQcosM:' 


où  Z  et  4'  sont  les  angles  LAB,  LAR  au  couimencement  du  temps  /, 
(|ue  P  =  oj  —  Q  '  15j,  on  aura 

»i            r>       —       '''"Q         II-  - 

cosM   -  cosQ  cos,:^  -i- i  cos  4'  —  cost.)  cosjii  : 

Slllf.) 

mais  dans  le  tiiaunle  splieri(|ne  AEB  ou  a,  en  iiomiiiaiit  H  le  côte  AE, 
cosM'       cosZcos&)  —  sinZsiiio)  cosll, 
cosM  :=  cosQ  cosZ   -  siiiQ  sinZ  cosll, 


donc 
ou  liicn 


à  cause  de 


>M  -  cosQ  —  •->.  siii       1  cosQ  sin ;-  sinQ  cos  "  cosH  j  i 


cosjL-    1  —  ?  sue    -      et      MHJi.       asiii  —  cos— ; 


d'iUI  il  est  lacile  de  e(iliellire  : 

i"  One  tant  ipie  l'angle  LAB  =  Z  sera  positif,  comme  on  le  suppose 
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ihins  l;i //,!;'.  I,  |>;ij;t'  i  i  1,  on  ;mr;i  cosM  <t'i)sQ,  cl  p;ir  coiisriinnil  .M  ,  U 
<■!  l;iiii;.M  laiij^Q;  de  soilr  (|iic  (hiiis  ce  (ms  l'iiiii;!!'  ./■  sciii  iciit'ciiin' 
tiiins  (le  (•criailles  limilcs  L'I  l'aiiglc  .ç  ira  :i  riiilini    \{\  -, 

a"  Que,  si  raiii;lc  LAIJ  ^  H  dcviciil  iic^aliC,  ce  ([iii  csl  le  cas  de 
^>iji^-  '->.<  |»a;;c  i  i '|,  oii  le  |il;iii  île  |ii(ijr(lioii  (lAI'H  Imnlje  au-dessus  du 
iiu'iid  L  des  deux  oïliilcs,  ou  aura  cos;M  ^  •  cosQ,  et  [larconsciincul  .M  <  Q 

cl  tang.Al  <^  laui^Q,  du  uioiiis  laul  (|uc  tauii' —  sera    <  taiii^Q  cos.M  ;   |iar 

conséquent  dans  ce  cas  l'aui;le  .v  croitia  ii  l'infini  el  l'angle  s  sera  ren- 
t'eiUK'  dans  îles  liuiiles    numéro  cité). 

lu.  Nous  a\iius  deleruiiné  ci-dessus  les  valeiii's  des  ai'cs  .r  et  i'  |iai- 
l'intégration  des  deux  c(juarKuis  dillérenlielles  trouvées  |)our  cet  ellei 
dans  le  n"  3;  mais  il  est  lion  de  remar(|uer  que,  dès  qu'on  a  Iruuve  les 
valeur's  des  aiighis  c  et  '^,  ou  |ieul  en  déduire  immédialemeni  el  sans  au- 
cune U(iuv<dle  intégration  celles  des  ares  .v  el  r. 

|]l  d'alioril  il  est  (dair  (iiie,  |)uis(|ue  l'on  a  ^3; 

cos'.)  —  eosc  cos'ii 

ces  ;  r  —  X  ;  = .  ^  .  -  , '  1 

sm*sin4' 

il  u'v  auia  (iii'ii  niellic  dans  celle  Inruiule  les  valeurs  de  cos|  el  eos'|,  el 
l'on  connaîtra  srrr-le-(diaiu|i  le  cosinus  de  la  diUer'circe  des  ares  x  fXy,  où 
il  est  reiirai(|rraMe  (|u'il  n'cnlrci-a  dans  celte  valeur  de  cos  (y—  x)  au- 
cune airir-e  eoirslanle  ai'liitr-airc  <|rre  cidles  (jrri  eulr-eiil  dans  les  valerrr-s 
de  eosç  el  cos'i/,  c'est-ii-dii'c  les  (|iiantiles  cosZ  el  cosM  . 

!Mais  on  ne  pourra  eonnaitr-e  de  cette  inanii-r'e  que  la  dillcreriee  des 
arcs  V,  X,  el  non  les  ar'cs  mêmes;  voici  dorrc  loiiimeirl  on  porrr'r'a  s'y 
|ireudii'  |)uirr  parveirir'  ii  celle  der-irii-rc  courraissance. 

20.  Pour  cet  eiVet  il  n'y  a  (ju'à  considérrr'  (iiie,  si  par'  le  point  0  y/if.  'y, 
[)age  I  2S  on  lire  nu  aulr'c  ai'e  de  gi'arrd  cer(de  SOI)  pcr'peudiculair'c  ;i 
l'arc  OU,  el  (|ir'i)u  prnionge  les  ai'cs  AI,,  151.  jusipr'a  ce  qu'ils  rcnconli-eui 
err  ('.  cl  I)  ce  deriiiei'  ar'cSOCI),  on  pouir'a  [ir'cndrc  ce  iiièine  ar'c  ii  la  place 
de  l'arc  OU  dont  la  position  est  arbitraire;  aloi's  le  triangle  AlJi  deviendra 
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CLI).  .1  l.s  ;mi;l<-s  I.AH  ^  |.  LBR  -=  d  deviendront  LCD  =  ?',  BDT  =  f, 

r;mi;lc  L     -  ■'>  ilciiifiiiMiil  If  iinMiit'  [idiir  les  deux  lri:iii|^lcs. 

Fig.  3. 


De  là  il  est  facile  de  eoneliii'e  (|ue,  si  l'on  iKiiiinic  Z  ri  M  les  valeurs 
(les  angles 2'  et  ^'  lors<|iie  /  =  o,  il  n'v  aura  iju'ii  changer,  dans  les  e.\|n-es- 
sions  de  eos^  et  cos'J>,  Eel^'  en  Z'  et  M  pour  avoii-  celles  de  cdS:'  et  eos'y . 
Donc  si  l'on  fait  (  15j 

-,       sinPcosE'H- sinQ  cosM  '  ,       cosPcosZ'— cosQcos*^' 

COSN  =  . ,       ces  a  =r-  : r— c^ > 


on  ani'a  sur-le-champ  (14) 

ces  %'  =  cosN  cosQ  -+-  sinN  sinQ  cos(  «/  -i-  [3  , 
ros'ji'  =  cosN  ces  P  —  sinN  sinP  cos;  iit  —  3  . 

Connaissant  maintenant  dans  les  triangles  COA,  DOB  rectangles  en  0 
les  angles  A,  C  et  B,  D.  lui  trouvera  les  arcs  OA  =  x  et  OB  =  j  par  les 

rmiiuiles  coinnies;  ainsi  \\\\\  auca 


cos  £ 

COSX  = : — h-1        COS  )• 

sni£ 


COSl{< 

sini^ 


ou  l>ien 


v/l  —  COS'2  —  COS^r                                i/l  —  cos^J'— cos'di' 
langa:=  — i ^, ■- ■,      iangr=—  ^^ ^, ^i 

où  il  n"\  aura  plus  (|u"ii  suhsliluei-  les  valeurs  de  coSi£,  cos6,  eos£',  cosii/' 


lll'S   (»  mur  lis   l'L.VNliTAlKKS. 


li!» 


21.  l'iiis  (liiMc  (|iic  (If  (cllc  inaniôrc  la  solulidii  du  l'iojpjciiir  c^I  rt'-- 
(iiiilc  iiiii(|iicim'iil  II  la  rcchcichc  des  angles  |  cl  'i/,  il  est  Ixtii  de  cimsi- 
dcifi'  |diis  |tarli((ilièrciii('iil  les  r(iiiarKiiis  diUVTciitii'ilcN  d'oii  ers  anodes 
dcpciidcnl  ;  res  ('(iiialioiis  soiil  (3 


f/COSc 


f/SlIT.)  Slll'l  MHZ, 


(/(•os  4* 


ps\ur,'  Slll  ;  sxiis; 


m  a  i'5; 


cl  l'on  aura  parcillciiii'iil 


fOSO)  cos^  —    COSl}/ 

sinwsin^ 


—  coscucosiL  +  cos? 

COS  *  = — : r—f : 


i/i  —  cos'o»  —  cos'H  —  cos-J'  H-  2C0S&)  cosHcosdi 

m  *  =  ^ ■ 5-^ r-^ 5 X , 

sinco  sin^ 

l/l  —  COS'O)  —  COS'I  —  COS'4'  +  2C0S(0  C0S£  COS  il/ 

sinw  sinip 


Donc,  si  l'on  subslilni'  ces  valeurs  dans  les  c(|uaru)tis  luecéderiles.  cl 
qu'on  tasse,  pour  abréi;er, 


rosH  =  jr,      — cosi|/=:r,     cos(t>=^a. 


on  aura  ces  dcux-ci 


(ix  — 


dr 


-77  =9  V  '  —  a'— ar'  — 7»— ?.«a:)-,     -^  -  p  y/i  —  a'—x'  —  y'—  laxy. 


Soit  encore 


\fi  —  a' —  x'  —  j"' —  iaxyz=  u, 


ilx  =.  qit  (II,      (ly  '-Z  pu  (II, 
u  du  --  —  xdx  —  )•(/)•  —  a{x  dy  +  ydx)  ; 


IV. 


i:!(i 
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stilisliliKiiil  (liiiis  <'cttc  (Icriiii'rc  ('■(Hiiilion  les  valeurs  |»rc(C(lciil(>  de  i/.v 
l'I  r/\\  cl  (li\isaiil  ciisiiilc  pai' //.  elle  ilc\it'ii(lra 

(lu  =  —  (^  -t-  ap  xdt  —   p  +  aq  i  ydt  ; 

(■l'Ile  (■(|iiali(iii.  l'Iaril  iliU'iTciilic'c  de  non  veau  en  priMianl  '//  |((Mir  miislaiil . 
(Icvh'ndia,  apri's  la  sul)slilntii)n  des  vali'iii's  de  dx  cl  dy. 


d'il 


-+-  IV  M  =  O 


n-^=  p'-h  ■îapq  -\-  q'. 
I)i'  lit  un  aura  sni-lc-cliani|) 

M  =  A  sin  lit  ■+  3!  ; 


cnsnilc  (in  li()n\('i'a 


q? 


p\ 


jc  =r  B  —  — -  cos  ni  -i-  x),      y  =  C  —  '— -  eus  :  nt  +  a  , 
n  ■  Il 

cl  il  n'v  ania   |)lns  (|u';i   d(''tcrniincr  convcnahlcinciit   les  conslantcs  a. 
A.  H.C. 

22.   Kn  i>cn(''ral  si  l'on  a  un  triani;lc  splK'iiipn^  \\\C    fi^.  '\    dont  les 

l'ig.  .'). 


angles  A,  B,  ('  soieni  nommés  y.,  ft,  y,  cl  (|ne  le  rô\v  ]](]  oppose  ii  l'angle  '/ 
soit  A,  on  aura 

eosa  :=  sin  ,3  sin  y  cos  A  —  cos|3  rosy  ; 

donc,  si  l'on  iniaj^ine  ([ne  le  (■(')(('■  lU!  ei'oissc  de  la  (|uantilc  //  d/.  les  angles 
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[j  cl  y  (li-iiM'iiiaiil  iiiv;tri:ii)l<-s.  on  aiiiii  \y.\y  l;i  diUV'rciiruitiiiii 

dcosa  =  siii|5  siiiy  siii  A  <  «<//; 


i:?l 


cosA  = 


cosa  ■+■  cosjScosy 
sinpsiny 


>ll   I  un   lll'f 


.    ,       V  •  —  cos'a  —  cos'û  —  cos'y  —  2C0S5!  fosicosy 
sinA—  *  -■-->.    - —  - 

sinpsiny 

(Idiic  (III  ;Hir;i  ri'(|ii;iti(iii  dillci  riilicllc 

cl ros  X  —  a dt  y'  i  —  cos' a  —  cos'  (3  —  cos'y  —  2  cos  a  r-t is  [S  cos y  . 

23.  Si  l'on  iiiiai;iiif  de  iiiciiic  ([uc  le  ((Uc  AC oppose  ii  l'an^ilc  B  croisse 
(le  la  (|iianlit('  hdl,  les  deux  autres  angles  demeuranl  eonslants,  il  n'y 
aui'a  qu'il  cliani;cr  dans  la  formule  préeédenle  a  en  /3  cl  a  en  h;  il  si  l'on 
iinai^ine  entin  (|ue  Taie  \B  opposé  au  Iroisiènie  aiiLile  (i  croisse  i\\-  la 
ipianlilc  ((II,  les  deux  aiilrcs  aiif^ies  dcineiiranl  conslanis.  il  csl  (lair 
i|iril  ii"\  aura  (|ii'a  iiicltrc  dans  la  roriiinlc  preccdciile  y  cl  r  ii  la  place 
de  y  cl  (i. 

Or  il  csl  (lair  ipic  la  (piaiilile  ipii  csl  sons  le  sii;iic  radical  ne  idiaiiiic 
|»oint,  (pudipie  |)crniutatioii  qu'on  lasse  eiilre  les  Irois  (piaiililcs  ce,  |3,  y; 
d'où  il  s'ensuil  que,  si  l'on  l'ail  pour  plus  de  simplieile 


*  K  =r  ^  I  —  cos'  a  —  cos'  !3  —  ces'  y  —  2  cos  a  cos  (3  cos  y , 

on  aura  ces  trois  équations  dillcrcnrudles 

f/c(»S2    -     (Kl  (II.        (Ilti-^'j  1)11  (II,        (/cDSy  III  d/.  ' 

par  lesquelles  on    pourra  connaiire   les   valeurs  des  aiii;lcs  '/,  ,'5,  y  du 
trianjile  ABC  au  liout  il'un  leinps  (piidcoinpic  /. 

■2'i .    Ainsi,  si  l'on  ((insidi're  Irois  |)laii('lcs  I',  Q,  H  (pii  se  nieuvcnl  dans 
les  plans  des  grands  ccrcle>  \B.  lîC,  AC,  Taisant  entre  eux  les  angles  z. 
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(î,  y,  cl  (in'oii  sii|)|ios{'  (jnc  cliacuiic  de  ces  |)l;iiii'tcs  l'assc  nimivoir.  Mil  Ir 
|il;iii  lie  Sun  orliilf  regardé  coinnic  lixc,  les  iiumkIs  des  deux  :iiilr('s  plit- 
ii('lr>  Miiis  en  iiUccItT  les  incliiiaisoiis,  dii  aura  !<■  i;is  doiil  nous  vcniuis 
lie  pailci  . 

l'ji  cHfl,  si  l'on  (Icsii^nc  par  P,  Q)dl  la  rélrogradation  inslanlanéc  de 
rofliilc  de  P  sur  ccdlc  do  Q.  par  (P,  l^jdt  celle  de  l'orliile  de  P  sur  l'or- 
liiic  de  R,  par  fQ,  PjJ/la  rctrogradalion  inslantanée  de  l'oiliitc  de  O  sur 
(■(dir  dr  P  cl  ainsi  des  autres,  il  est  facile  de  voir  (|u'on  aura 

«=(P,  Q)—    R,  Q),     6^(P,  R)  -    Q,  R),     c  =  (R,  P)-y,  P. 

25.   Kaisons.  pour  aliréger, 

^  =  cosa,     j=cosj3,     z  =  cosy, 
el  l'on  aura  ces  trois  équations 

dx  =:  au  dt,     dy  ^  bu  dt,     dz  ■=  eu  dl 


u  =:  \Ji  —  x^  —  y^  —  z'  —  ■}.  xyz . 

On  lire  d'aixird  ces  deux-ei 

h  dx  —  ady  :=  o,     c  dx  —  a  dz  ^=  o, 

dont  l'intégrale  est 

h  X  —  ay  ^  [J;     ex  —  a  z  =  i/, 

fj.  et  V  elaiil  des  conslanles  tiependanles  de  la  position  initiale  des  orliilcs. 
■    On  auia  donc  ainsi 

b  X  —  u. 


y- 


a  a 


donc,  suiislitiiant  ces  valeurs  dans  celle  de  n,  on  aura 
au  =  \/A -4- 2Bar  —  Cx'  — aôcx', 
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l'ii  sii|i|iijs;iMi,  |ii>iii  iilirrj^fr, 

A  =r  rt'—  u'_  v',      It  -=  ha  -t-  fv  —  ij.y,      ("       (l'-h  h-  —  ■>.  <  hv  -+■  ou   ; 

Mihstiliiaiil  iliiiic  celle  \;ileiii'  ihiiis  l;i  piemii'fe  e(|ii;irn)n,  mi  ;iiii;i 

,  f/x 

sj\-¥-JiBx  —  Cx''  —  7.bcx' 

e(|ii:iti()ii  (|ui  claiil  iiile^iee  (liiiniei;i  /  en  ,r,  cl  |i;ir  c(iiise(Hiciil  r  en  /; 
ensuite  lie  (|U(U  on  aura  aussi  y  cl  :■  en  /;  tic  s(Mtc  ([ue  les  trois  auj^les  c/_, 
/5,  7  du  Irian^le  AIJC.  seront  connus  pour  cha(|ue  instant,  et  par  consé- 
(|iifiil  hml  le  lriani:lc  AIJC.  {|ni  délermine  la  |Hisilion  ninluelle  des  Irois 
orliites. 

Mais  couinie  re(|uati(Mi  prccedenle  dépend,  en  ^eiUTal,  de  la  re(  lilica- 
tion  des  seelious  coniques,  on  voil  <pM'  le  l'r(d)l('nie  n'est  pas  sns(  e|ililde 
d'une  s(duti(Ui  exacti'  el  rii^onrcuse. 

•2(>.  L'analyse  précédente  sert,  coninie  Vnw  vnil.  a  laifc  ((Minailre  la 
situation  res|)ective  des  plans  des  oihiles  a  cluKiiie  iiislani  ;  mais  leur'  si- 
tuation ai)S(duc  restera  encore  inconniu'.  l'niir  la  delermiiier  il  laul  la 
rapporter  a  un  plan  tixe  pris  à  voinnie  et  (pie  nous  supposerons  èlre  (clni 
du  grand  cercle  OLMNR  (/ig.  5),  (pii  coupe  en  L,  .M,  N  les  arcs  Ali,  AC, 
BC  prolongés. 

Fig.  j. 


Noiunhin>  don.'   ;.  -',  r,   les  an-le>    \L.M.   AMN.  HNH.  ci  c..n>ideianl 
d'aliord  le  trianiile  Ai, M.  il  es!  clair  (|iril   n'\    a  i|ue   le  cliaiiiîenic'nl   de 
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|)i)Silniii  lie  rniMlr  I.AI5  i|iii  |iiiiN^c  \':i\ir  Viii'icr  l'iiii^^lc  AI. M  qnr  iiiiii> 
iivoiis  dcsi^iu'  par  i.  Ov  l'arc  LAB  cliaiigc  de  ((osilion  de  deux  iiianii-rcs: 
l>rcinii'rt'ii)cnl  i-n  rcitrogradanl  sur  l'are  l^AM  regardé  comme  immobile, 
lie  l;i  i|ii;iiilile  P.  R  (//.  et  en  second  lieu  en  rétrogradant  sur  l'arc  CBN 
regardé  aussi  comme  immobile,  de  la  (|uantilé  P,Qj^//  24);  d'où  il 
s'ensnil  (|ue  dans  le  triangle  LA^I,  l'arc  A.M  diminuera  de  'P,l\;(/t.  les 
:ingles  A  et  .M  demeui'ant  constants,  cl  ([ue  dans  le  triangle  151. .\  Tare  UN 
dimiiMU-ra  de    I'.  (J    <//.  les  angles  H  cl  .\  étant  regardes  c(imme  constants. 

I) '  : 

i"  (In  auia  eu  verlii  de  la  varialion     -     1',  W  i  i//  du  côle  AM    22; 


</fOse  =  —  <  P,  R   fil  tji  —  cos^£  —  COS-?  —  ces' a  -+■  acosE  cosÇ  ces  a; 
2"   (Ju  aura  en  vertu  de  la  variatimi     -     P,  Q    (/t  du  cote  I5.\ 


il  rose  ^         1',  ij   i/l  ^  1  —  cos'î  —  fos-r,  —  cos-{3  —  acose  cosr,  cosj3. 

Donc,  reunissani  ensemble  ces  deu.\  variations  de  cosi,  on  aura  celle 
r(|ualiou  dilliTcntielle 

d  cost 


(Il 


P,  R)  ^i  —  cos^e  —  cos'Ç  —  cos^a  -t-  acose  cosi^  cosa 


—  ;  P,  Q)  v'i  —  cos'e  —  cos'-/;  —  ces' (3  —  acose  cosv;  rpsj3. 
i;i  \\>\\  trouvera  par  des  raisonnements  semblables  ces  deux  aulres-ci 

— -  -^  =  —    R,  Q   y^i  —  cos'Ç  —  ces'/)  —  cos^y  -i-  acosÇcos/î  cosy 


-»-  I  R,  P   V  '  ~  COS-?  —  cos'e  —  cos-a  +  acos?  rose  cosa, 

cl  cour,  ,.    „ ^       -        ,  ,o  -2 

~-j —  ~  +   Q,  P  V  I  —  cos'y;  —  cos^e  —  cos'p  —  acosïj  cose  cosp 


-+-  ^Q,  R)  y  I  —  cos'y;  —  cos'ï  —  cos-y  +  arosr;  ces?  cosy. 

Ainsi.  (Munnie  les  ([uanlilés  cosa.  cosjv,  cosy  sont  deji»  supposées  con- 
luies  en  /  25  .  on  pourra  au  moyen  de  ces  trois  é(|nalions  déterminer 
les  ti'ois  autres  ipiaulites  cos=.  cos^,  cosv;. 


in;s  oint  ni;  s  im.\m;tmiu:s. 


J3o 


27.  (iiiiiiiiic  (l;iii>  IcN  (■(iiKilioiis  (|iic  rions  vriioiis  de  truii\ri-  les  v;i- 
riahlcs  sonl  fort  ((iiiiiiliciufcs  ciilrc  elles,  il  serait  dillieile  el  |)eiil-elie 
impossible  (l'iiileiiier  ces  e(|ii:irniiis  d'une  manière  directe;  mais  nous 
i'emar(|uerons  (|n'i)n  |ienl  d'aliord  tionver  nne  intégrale  |»ai'  les  ((niside- 
ratioiis  suivantes  : 

i"  Dans  le  triani,de  LAIA  i  fig.  >,  pai^c  i  V.5y,  dont  les  trois  ani;les  I,, 
M.  A  sont  c,  i8<)"'—  C.  OL,  on  aura 


(osLM 


eos«  —  cosecosÇ 
sine  sin  'C 


i"  Dans  le  triani>le  I.NM,  dont  les  trois  ani^les  L,  N,  B  sonl  =,  i  Hn"  -  y;. 

180"  —  ^,  on  aura 

, .,           r.osÔ  +  cos£Cos/î 
rosLN  =: 5-; -. : 


S"  Dans  le  triangle  MNC,  dont  les  trois  an-les  M.  X.C  sonl  r,  i<Sn"--  y;, 

■/,  on  aura 

„.,       cosy  —  cosÇcosT! 

cosMN  =  —T-^7~. 

sin;  sin/; 

Or  il  est  visible  que 

LN  =  LM  4-MN; 

et  par  eonsc(iMent 

rosLN  =  ros  LM  -^  MN    =  rosLMrosMN  —  siiil.M  siriMN; 
doue  transposant  et  earranl  les  ternies,  on  aura 

(I  —  cos'LM  ){i  —  cos-MN^  =  (rosLN  —  cosl.M  cosMN  )', 
ce  (|ui  se  réduit  à 

I  —  cosM.M  —  cos^MN  —  cos=LN -t- arosl.M  (dsMN  cosl.N       n. 
Snlisliliianl  donc  dans  cell pialnin   le>  valeurs   precedeiiles  el    mnlli- 
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liliaiil  l'iisuili'  par 

siii'Esin'?  sin'r;,     ou  Iml'ii  |iiii        i       fos's)  ii  —  cos'Ç  i  (i  —  cos^ïl  ;, 


(i  —  cos'e)  (i  —  cos'Ç)  (i  —  cos'y) .  —  (i  —  cos'n  )(cosa  —  cosc  cosÇ  ,' 

—  (i— cos'£)(cos7  — cosÇcosï))' — (i— cos'Ç)(cos(â-4- cosecosï)  )=[  =o; 

—  ?.(cosa  —  rosEPosÇ)  {cosy  —  cosÇcosy)Ucos(3  -+-  cosecosy;^         ' 

l'M'Idppaiil  les  tcrmcscl  ciracanl  ce  (|iii  se  tic  Uni  t.  on  aura  cet  le  (■(luation 

I  —  cos^a  —  cos'|3  —  cos'y  —  cos-£  —  cos'Ç  —  cos^/j 
-h  cos-oc  cos'y)  -+-  CCS', s  cos'Ç  +  cos'y  cos'e 
-+-  9.cosacose  cosÇ  —  acos[3  coss  COSv; 

1+  a  cos  y  cos  'Ç  cosr,  —  2  cos  a  cos  ^  ces  y 
-+-  Tcosa  cos [5  cosu  cos/î  —  7.COS0C  cosy  cose  cosv; 
+  a  cos  [3  cos  y  cos  c  cos  Ç 

28.  Pins(|Ut'  les  (|iiaiitités  cosc^,  cosjS,  cosy  sont  sii|i|iosi'cs  cuimiu's, 
lin  poiiiia  donc  |»ar  l'c(|uatniii  iiri'ccdcnte  (Icli'iinincr  une  des  trois  in- 
connues cos£,  cos^,  C0S/3  par  les  deux  autres,  et  réiluire  par  ce  moyen  la 
solution  du  l'roblènie  à  la  recherclie  de  ces  deux  dernit'res  inconnues. 

l'our  cela  on  niellra  l'étiualioii  dont  il  s"ai;il  son?<  celte  forme 

II  —  cos- a  —  cos'P  —  cos'y  —  2  cos  a:  cos (3  cosy  *  ■■ 

—  !i  —  cos'y)  cos's—  (1  —  cos'(3)  cos'?—   i  ^  cos'a)  cos'/,  I 

-+- 1\  cosa  +  cosj3  cosy)  coss  cosÇ  —  2^cos{5  h-  cosa  cosy  :  cosc  cos/;  1 
+  2  cosy -I- cosa  cos J3  i  cos i^  cosr,  I 

d'oii  il  est  l'acile  de  lirei-  la  valeur  de  cosi,  par  exemple,  en  cosÇ  et  cos-/;  ; 
et,  substituant  ensuite  celte  valeui-  dans  les  deux  dei'nières  écpiations  du 
II"  26,  on  aura  deux  ecpiations  dillerenticdies  du  premiei'  ordre  entre  les 
trois  indélorminées  cos^,  cos/;  et  /:  mais  l'intéitraliiui  de  ces  e(pialions 
domeurera  toujours  Iri's-dinicile. 

29.  (',e|)en(lanl  si  Ton  ciinsidi'i'e  (|ue  les  trois  e(|ualions  diU'ei'entielles 
du  n"  26  ne  reiiiernn'iit  (|in'  trois  ladicanx  dillereiits.  on  verra  ([u'il  est 
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|»ossil)lc  (le  k'S  idililtiiicr  (le  inanii'if  ([ii'il  en  irsiiltc  iiiit-  (■(HKitinri  dillc- 
rentielle  inlégrablc,  pourvu  (|u'il  v  ail  uiic  cfitainc  iclalion  l'iilir  Ifs 

roeiriiients  (P.Q;,  (P,  Rj,  (R,Qj 

I^u  elFet,  si  l'on  suppose  que  ees  roellieienls  soient  tels,  (|ue  l'on  ait 

P,  Q     O,  K     U,  î>  Q,  Pi    P,  K     K,Qi, 

et  (|ii'(iii  ajoute  enseinlile  les  trois  ('(|ualioiis  dillV-i'enlielles  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  après  avoir  iiuilliplie  la  première  par  (Q,P)fR,Pj,  la 
seconde  par  (Q,  Pj  fP,  R  ,  et  la  troisième  par  fR,  P;  'P,  Q  ,  on  verra  que 
les  radicaux  disparaîtront  d'eux-mêmes,  et  (pi'il  ne  restera  (pie  l'iMpiatiini 

( Q,  P)  ( R,  P  ,  rf cos £  +   Q,  P     P,  K   r/cosgH-( R,  PHP,  Q )  d cos/;  _ 

<//  —  o, 

dont  l'intégrale  est  évidemnuMit 

(J,  P     K,  P  f  osc   ■     (J,  P     P.  I{   . osï        15,  P     P,  O  fosr       II. 

il  étant  une  constante  arhilraii'c  dépendante  de  la  situation  initiale  des 
orhiles. 

(Combinant  donc  cette  équation  avec  celle  du  numéro  précédent,  on 
|)ourra  déterminer,  par  exemple,  les  inconnues  cosÇ  el  cos/j  en  cos£,  et 
substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  la  premiire  des  trois  dernières  équa- 
tions du  n"  26,  on  aura  une  équation  unique  entre  les  deux  variables  / 
el  cose,  de  l'intégration  de  laquelle  dépendra  la  .solution  du  Problème. 

30.  Mais  connue  cette  solution  n'est  (|ue  particulière,  étant  assujettie 
à  la  condition  trouvée  ci-dessus,  il  faut  examiner  si  elle  peut  avoir  lieu 
lorsqu'il  s'agit  du  mouvcnienl  des  meuds  des  orbites  planétaire>. 

Pour  cela  nous  remarquerons.  d'a|)rès  les  solutions  connues  du  Pro- 
blème (les  trois  corps,  (pie  si  deux  planètes  P  et  Q  décrivent  autour  du 
Soleil  S  desorliiles  ii  peu  près  circulaires  et  foil  peu  indinéesenli-e  elles, 
nommant/^,  q  les  distances  de  ces  planètes  au  Soleil,  et  supposant  (pie 
l'on  ait  développé  la  (piantile 

ip' —  f.pq  coso  +  q't  ' 
IV.  i8 
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en  une  série  de  lu  t'oniie 

A  -+-  B  COS9  -t-  G  cos 2 <p  -(-  . .  . . 

le  iiKniveiiieiil  iiKiyeii  du  nœud  de  l'orliite  de  Q)  sur  celle  de  W  en  verlu 
de  rjiiliiiii  de  cette  dernière  phinl'le,  sera  :iu  niuuvenieiit  moyen  de  la 

planète  (J  c(unnM'  -l~-  X  —  it  1  :  (tr  prenant  t  pour  le  niouvcnuMil  moyen 
de  la   Tei're  et  riinite  poin'  la  distance  de  la  'l'ei'r'c  au  Soleil,  on  a      ,   [lonr 

<r 

le  mouvement  moyen  de  la  planète  Q;  donc  prenant  aussi  la  masse  du 
Soleil  |)our  l'unité,  on  aura  |)onr  le  mouvement  moyen  du  n(eml  de  la 

planète  Q  sni'  l'orhile  de   la  ijlanète  P,   la  (inantité     ' -^,''      /.  Or  il  est 

claii' (|ne  H  est  nue  fonction  des  deux  distances /*  et  y  dans  la(piellc<(s 
deux  quantités  entrent  également;  désignant  donc  cette  l'onction  par 
(p,  (j )  on  aura,  pour  le  mouvement  élémentaire  du  nœud  de  la  planète  Q 

sui'  l'oihite  de  la  j)lauète  P,  '  ^  '  /),  ({)dl:  mais  nous  avons  désigne 
|dus  haut  ^24)  cette  (|uanliié  par    Q,  Vtdt,  donc  on  aura,  en  général, 

De  là  on  trouvera  donc,  en  observant  que  par  la  nature  de  la  l'onction 
{p,<j)  elle  ne  change  point  de  valeur  en  y  échangeant  p  en  r/,  en  sorte 
(|u'on  a  également  {q,  p)  =^{  p,  q),  on  ti'onvera,  dis-je,  les  valeurs  sui- 
vantes 

P,R,^IW£r,,,,,      R,  p.  ^P/is^  /,,,,, 
4  4 

(Q.R)=i^(î,r,      -R,Q)  =  P'^    ,,,;. 

4-  4 

El  suhstiluanl  ces  valeurs  dans  l'ecinalion  de  comlition 
P,  Q)  Q.  R     K,  V   =\Q,V     V,  W     K,  O  , 
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(III  iiiiiii  iiiir  (■(iiKilidii  i(lciili(|iic;  de  seule  (|ii'<)ii  sera  assure  (iiic  la  («ni- 
(lilidii  (liiiil  il  s'ai;il  a  ircllciiiciil  lieu  dans  le  cas  des  |)laii('trs. 

."il.  Il  V  a  au  ri'sic  une  cirroiistaiicc  i|iii  pciil  servir  ii  taeililer  la  solu- 
tion du  Prohlèinc  préeédeiit  lorsqu'on  vent  ra|>|)rK|neraux  orhites  plané- 
taires: c'est  la  [letitesse  des  anj^les  d'incrmaison  de  ces  oibites  les  unes  à 
l'égard  des  autres;  d'oii  il  s'eiisnil  iiue  les  angles  ('.AU,  DHC,  MM  Jig.  4. 
page  I  '>() y  seront  Ires-petits:  et  (|u';iinsi  en  supposant 

■    .^-  .P  ■   J 

x  =  2Siii--j     )•=?.  ros-  1      3^-  asm'-» 
?,  a  2 

on  aura 

cosa  =  I  —  a?,     cos (3  =  —  I  -f- >%     cosyr=i  — 3, 

oii  les  (|iiantités  .r,  r,  z  pourront  être  regardées  et  traitées  comme  des 
(|nanlités  très-petites;  on  aura  donc  (23j,  en  négligeant  les  pi'oduils  de 
trois  dimensions  vis-à-vis  de  ceux  de  deux,  on  aura,  dis-je. 


M  =:  y/2  (  XY  -t-  xz  -<-  rz  )  —  a;'  —  /'  —  z% 

et  ensuite 

dx  dy       ,  dz 

dt  dt  dt 

La  première  eipialioii  étant  carrée  et  ensuite  dillereiiliée  donne 

udu  =  i  j  -i-3  —  x}dx-i-{x-hz—  y)  dy  ■+  (x  -t-  y—  z)  dz, 

et  sultsiituaiil  les  valeurs  précédentes  de  dx,  dy,  dz  on  aura,  apri's  avoir 
divise  par  u, 

du  ,  ,  ,         ,  . 

-^  ^a{x  —}■—  z)  —  b{y—  X—  z)-{-  c(z  —  x  —  y); 

dillereiitiaiil  de  muiveaii  et  sultstitliaiit  encore  les  valeurs  de  d.r.  dv.  dz. 
en  supposant  dt  coiislanl.  ou  aur;i  euiin  cette  é(iualioii  en  11  el  / 

d'u  .       ,,         .  1  I 

dr  ' 

dont  rinlegralioii  est  connue  l'on  sait  très-1'acile. 

18. 
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Fnisoiis.  pour  abroger. 

m'      a'  -h  h'  -h  c'  -h  7.ab  -f  y.bc  —  ■?.ttc, 

cl  l'iui  ;iiir"i 

u       M  si  ni  ml  -.   y.  , 

M  cl  'j.  étant  deux  «(instantes  arbitraires;  de  là  un  trouvera 


ar  i:^  A  H cosi  mt  -h  ji/ 1, 


„       AM 
r  =  B  — cos(  mt  -4-  u  ', 


s  =r  C  -t- cosi  /w/  -t  fj.  ), 


A,  B,  C  étant  de  nouvelles  constantes  arl)itraires. 

Or  puis(|uc 

lû  =  ?,(  xj'  -i'  xz  -t  yz    —  x'-  — y-  —  z% 

il  faudra  que  ces  constantes  soient  telles,  qu'elles  satisl'asseiit  à  cette 
équation;  ainsi  l'on  devra  avoir  ré(|uation  identi<|ue 

M=sin^  mt   1-  u)  =  a    VB  -\-  AC  -h  BC   -  A=  -  B'  —  (> 

9.  M 

—  A6  —  Bfl  —  Ac  —  C.a   -  Bc  -^  C/i  +  \<c  —  \ih  -+-  Ce    cos  /;)/  -    « 

1)1 

—  —  i  2  a6  -4-  aie  —  -j.tic  -h  a'  -i-  b'  -+-  c-   cos'  //(/  -ha.; 
ni' 

donc,  |)uis(iue 

siii-  »(/ +  fx)  -     I  —  cos-  mt  +  ij.', 

Mil  aura,  eu  comparant  les  termes  homologues, 

M^  =  3!  AB  -h  AC  -  BC   -  K   -  W  -  O, 

A(a -!-/)       c   -    B(rt -:/)-+- c    -+- Ç,   ~  a -\- b -k- c    ~  o: 

par  la  dciiiicrc  de  ces  cqualions  ou  dclermiucra  C  en  A  cl  U .  cl    par 
ravant-dcrnii-rc  ou  déterminera  >I  en  A  cl  H:  en  sorte  (pi'il  ne  restera 
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plus  (|iic  les  Ifiii^  iiHlitriiiiiiH'cs  A.  15  cl  ;/  (|iii  (l('|ifii(lriiiil  îles  viilciiis 
initiiilcs  (le  .r,  y,  z. 

32.  Il  csl  1)011  (le  i'('m;ir(|ii('r  (|iif  si  ces  (|ii;iiilil(''s  .* ,  >',  ;  sont  une  l'ois 
(ri'S-pelili's,  rlles  le  seroiil  loiijoiirs.  poinvii  (iiic  ni  soit  une  (|iKiiitili' 
iTclIc,  (•(•que  par  consé(|iioiit  /rt-.s()il  une  (|M;iiililc  positive;  ce  (|ui  esl 
évident  par  les  valeurs  de  .i ,  y,  z  trouvées  ci-dessus;  mais  si  nr  est  une 
(|uantité  négative,  alors  m  sera  une  t|uantité  imaginaire,  et  le  sinus  île 
mt -ir  [J.  contiendra  desexponeulielles  réidles  tpii  croitroni  avec  le  temps/; 
de  sorte  (|ue  la  solution  cessera  d'c'tre  e\;icle  loisipie  les  \;dciirs  de  ■r,y.  z 
ne  seront  plus  très-petites. 

Or  il  csl  visihie  (juc  la  valeur  de  ni-  sera  toujours  positive  tant  ipu-  les 
()uantites  a,  h,  c  le  seront,  pjucc  (pie  l'on  a 

«j-  =-  a-  -f-  6'  -+-  c-  -¥■  lab  -\-  ihe  —  lac  z=    a  —  c  ■  -4-  Ir  -!-  iiih  -h  y.ltc; 

et  il  en  sera  de  même  tant  (|ue  a  et  c  ne  seront  pas  de  signes  dilierents 
de  h,  parce  que  parmi  les  trois  produits  ah,  hc,  -de  il  v  en  aura  toii- 
joui's  deux  pdsitil's  et  un  iiegalil';  mais  si  a  et  c  sont  ii  la  l'ois  de  signes 
dilierents  de  h,  alors  ces  trois  produits  seront  tous  négalils,  >'[  la  (pian- 
tité/n-  sera  nécessairement  négative;  en  ellel,  supposant  a  cl  c  [jusitil's 
et  I)  négatif,  on  aura 

m-  r=  a-  +  h'  H-  f-  ~  fab       ■?.bc  —  7.ac; 

oi'  on  sait  (|U('  celte  (pianlite  est  uecessaircmeut  négative,  puixpi'idie  est 
égale  à  moins  seize  fois  le  carré  de  l'aire  du  triangle  dont  les  cotés  se- 
raient \a,  v^.  \c;  ce  sera  la  même  chose  loisque  h  sera  positif  et  a,  c 
négatifs. 

33.  Quant  à  la  reclierclie  des  (piantités  cos;.  cos»,  eus/;,  je  wv  vois 
aucun  moyen  i\v  la  simplilicr,  et  l'on  ne  gagneiait  rien  en  supposant 
même  (pic  les  angles  ;,  'Ç,  r,  fussent  tri's-pclils:  en  clld,  ■^nppdsaiil 

asm^-  —  BJ,       :>.  SUI-—    0,       ■.'.  sni' -  =:  (T. 
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er  (|iii  (loiiiii-r;! 

cose  ^^  I  —  53,     cosÇ  -   I  —  p,     cosy;  =  i  —  g, 

1)11  aura    27  ,  l'ii  rcgardaiil  les  (|iiaiitil(''S  a;,  j,  ;,  ts,  p,  7  coiiiiiic  très- 
pt'litos,  r(''(|iiali(Hi 

Gjpo-  -*-  5-i.r  —  cj  —  p)'-f-  cj(z  —  p  —  ff)^— p(.r~  CJ  ^  <x)' 

-i     *■  —  CT  -     p  )  (  2  —  p  —  CT  ;    )•  —  ra  —  (7  I  =;  o  ; 

l'iisiiilc  ret|ualioii  du  ii"  29  deviendra  daii^  la  iiiùuif  livpoUièse 

Q,  P    R,  1>  ro  ^-  Q,  P)  fP,  R  p  -h   R,  P 1  (  P,  Q  7  =  A. 

A  étaiil  une  couslànlc  arbitraire;  entiii  la  preinit're  des  trois  e(iualioiis 
du  n°  26  deviendra 

(^^         r>    ■><    / i i ; ■; 

—jj—    V,  W)  \Jix^ -\- xç> -i-mç>)  —  x-—m^— o' 

^    P,  Q  V?.!  rnj -!- r«7-H-cj(7' —  r'  — cj-  — 0-'. 

Or  il  est  clair  ([ii'eii  siilistiluanl  dans  celte  dernière  é(|iiaticni  les  va- 
leurs d(^  p  et  7  lir'ées  des  deux  [iremières,  on  en  aura  une  entre  v,  el  /  (|ui 
ne  sera  guf're  plus  simple  (jiie  celle  qu'on  aurait  eue  entre  coss  el  /  (29). 

34.  Lors(|u'on  aura  trouvé  les  valeurs  de  eos£,  eosÇ,  eos/j  en  l,  on 
connaîtra  ifig-  5,  page  i33j  les  inclinaisons  des  orbites  LB,  MC.  NC  sur 
le  plan  fixe  OLR;  mais  la  position  des  nœuds  I.,  M,  N  ne  sera  pas  encore 
connue;  cependant  on  |)ourra  la  déterminer,  sans  aucun  nouveau  calcul, 
par  la  méthode  du  n"  20.  Kii  ellct,  prenant  dans  l'arc  OR  un  point  fixe  0, 
et  menant  par  ce  point  un  autre  arc  de  grand  cercle  OR'  perpendiculaire  à 
l'arc  OR,  et  qui  coupe  en  L',  M',  N'  les  ares  AB,  AC,  BC  prolongés  [fig.  6  j  ; 
il  est  clair  (|ue  les  angles  L',  M',  N'  seront  donnés  par  des  formules  sem- 
lilaldes  il  cidles  par  lesquelles  sont  déterminés  les  angles  L,  M,  N;  car,  la 
position  de  l'arc  OR  étant  arbitraire,  il  n'y  a  (ju'à  imaginer  ipie  cet  arc 
tourne  autour  du  point  0  el  vienne  en  OR';  il  n'y  aura  de  difrérence  que 
dans  les  constantes  (|u'il  faudra  délermiiier  dans  chaque  cas  coiiveiia- 
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lil(  iiiciil  :iii\  valeurs  iiiilialcs  de  cosî,  cds»,  cds/;.  airiM  (|iroM  l'ii   a  u> 

dans  le  iiiiiiHM'o  cilé. 

Fie.  «■ 


.Maiiilciiaril  l'aiif^lc  0  ctaiil  sii|)|)tisc  droit,  cl  les  aiiiilcs  I,,  I,  ,  M,  .M  , 
iN,  N' étant  roiiiuis,  on  [lotii'ia  trouver  dans  les  iriani^les  01. 1/,  O.M.M  , 
ONN'  les  cùlés  01;,  O.M.  0.\  (|ni  déteiiniiieul  la  |Misilioii  cliereliee  des 
nœuds  L,  M,  N. 

35.  I'ins(|ne  la  méthode  |)i'ece(leiile  conduit  ii  des  l'oiinulcs  ([dp  c(uu- 
|)rK|U('es,  in(''Uic  dans  le  cas  des  inclinaisons  lres-|icliles,  il  esl  hon  de 
cherclier  d'autres  moyens  de  sim|)litiei'  le  ealciil,  au  moins  dans  ce  cas 
qui  est  celui  dos  orbites  |)lan('taires.  Pour  cela  je  reprends  les  Cormnles 
|)rimilives  du  n"  3,  cl  je  dcnole,  pour  |»lus  de  simplicité,  comme  dans  le 
n"2i,  par  P,  Q)  la  vitesse  de  retroi;radation  de  l'orhite  de  P  sur'  c(dle 
dé  Q.  par  Q,  P  la  vitesse  de  rétroi;ra(lalion  de  Torhite  de  Q  sur  celle 
de  P,  (|uanlilcs  (pu-  j'avais  dénotées  dans  le  n"  !i  pal'  c/,  />:  i"ai,  pour'  la 
déler'niinalion  du  clian^^emenl  de  roi'i>ilc  de  1'  eu  vertu  du  rrrouxcmcnl 
i  P,  Qj,  les  deux  équations 

sin^rfH  =  —  siuf.)  siu']/  siris    P,  Q  i  <//, 
.    ,  ,  j         cosJ' —  cos&jcos2   ,v 

Sm  f  r  —  ^    flV  =  —J-. i — :-— :  (Il  ; 

smifsin't 
mais  on  a,  par  le  rin'me  numéro, 

sinrosins      sin;sin(,r—  ^).     cosm  :=  cos^cos^l^  -t-  cos[y—  x  sinc,sui<]i; 
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tloiif,  sul)stitu;iiil  CCS  valeurs  cl  incttiiiil  ciisuilc  dans  la  socoiuic  c(|uali<)ti 
la  valeur  de  de  tirée  do  la  |iicMiierc.  (lU  auia  apri-s  les  réductions 

di  :-:   —  sin  '1  sin  [y  -  x ,  i  P,  Q  i  dl, 

I        r  ■       cosEsindi  cos(r— X)  I  . 

I  '  sinH  I 

Dans  ces  i'ornnilos,  x  est  le  lieu  du  nreud  de  l'orbite  de  P  sur  un  plan  fixe, 
I  son  inclinaison  sur  ce  plan,  v  le  lieu  <lu  nœud  de  l'orhile  de  Q,  et -f 
son  inclinaison  par  rapport  au  même  plan. 

On  aura  des  formules  semblables  pour  le  changement  de  position  de 
cette  dernière  orbite  eu  vertu  du  mouvement  ^Q,  P);  il  n'y  aura  qu'à 
clianger  dans  les  précédentes  .r,  2,  P  en  v,  é.  Q  et  t^ice  versa. 

30.  .le  multiplie  niaintenaul  la  picniière  e(|uation  par  cosç  sina:,  et 
je  l'ajoute  à  la  seconde  multipliée  jiar  sinç  cos,?-;  j'ai 

d  sin  J  si  11  XI  ^=    —  sinicosx  cos  A  -t-  sirn];  cosicosS  i  (  P,  Q  id/; 

je  multiplie  ensuite  la  |)remière  par  eosScos.r  et  la  seconde  |)ar  sinîsin.r. 
et  je  retranclu^  l'une  de  l'autre,  j'ai 

</  sinîcos.r   —-   sin  ;  siiix  fos'J/ —  siinl  sin  )cos^  i(  P,  Q  :  <//. 

De  sorte  (|iie  si  l'on  l'ail 

fj  =  sin  c.  sin.r,      //  ^^  sin  i  cos.r, 
(/  ~=  siniL  sin  T,      (j'  —  sin  <]i  rosr, 

on  aui'a.  |Mtur  l'orbite  de  P,  les  deux  é(|uati(tns 

dp  =  {  —  p'\/^  —  q''—  q''  +  q's/i—p-  —  p''}iP,  Q)dt, 


dp'—  (h  p  \li  —  q'—q"—q  \/i-p'-  p"){P,  Q)dl. 
El  l'on  aura  di'  nicnic  pour  l'oi'bite  de  Q 


dq  —  [~q'\ii  —  p'  —  p'--^p'\i  —  q^—q'-}{Q,  V)dl, 
dq'=  {-*-  q  \l \  —  p-  —  p'-  —  p  \n  —  q-  —  q"')   Q,  V)dt. 
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:{7.  s'il  V  ;i\;iil  une  Iroisii'iiic  (nl>iti'  ;i|i|);iili'ii:iiil  ii  un  ;uitic  i  ni  ps  |{. 
sur  lai|urllt'  It's  orliilcs  P  et  Q  dusscnl  ri-trogiiidcr  avi-c  1rs  vilcssfs  1'.  U), 
(J,  U  ,  tandis  (|Ut'  colle  même  orhite  rclro;fra(lerail  sui'  tliacune  d'elles 
avec  les  vitesses  (R,  P),  (R,  Qj,  enniine  dans  le  n"  2i;  alors  il  esl  lacile 
de  prouver  (|n'en  nommant  r.  la  loniiitnde  du  nieud  de  l'orhite  dmil  il 
s'ai^it  et  'Ç  son  inclinaison  sur  le  plan  ti\e,  et  su|)|)()sant  ensuite 

/•      siiiÇsinï,      i'      sinijcosz, 

on  aurait  les  t'ornniles  suivantes 


'//^      {      P'  \/i  -  q'-  q"  -^  <]'  \/i  -  P'-  P"  )  [P,  Q)(/' 

-+-  f-/>'v/'—  '■'—  /•"-i-r'v''  — />'  —  /')( P.  ^<)dl, 

dp'  --  { -t-  p  s/ 1  —  q'  —  q"  —  q  y/i  —  p-  — p''){P,  Q  fit 

-f-  (  -H  />  ^/T^'r^'V'  —  r  ^ï—  p-  —  p'')    \\  K  (//, 


dfj  --i—q'^i—p'—p"-i-  p'  y/i  :i  ^a  _  ^'»)  (  Q,  |>  )  (Il 

-(-  (—  q' \/'  —  >'''—  r"'  +  r'y/i  —  q'—q")  (0-  '*   '''• 

dq' -[+  q K'—p'-p"  —  p\Jï—q'—q")' Q.  '' > '/' 

+  {-{-  q  v/i^7^—  7'=  —  /•  vAT—  q--  q^')  [ Q,  U  i dt, 
dr={—  r' ^i  —  q'—q"  -t-  q'^'i  —  /•'—  »•'' )  f  K ,  O  ,// 

+  (—  r'  y/r^p'—  p'^  +  p'  y/'i  —  T^—V^)  (  K,  y  dl, 
dr'  =  (  +  r  tjt  —  q'—q'^  —  ^  /i"—  r»— r")  ( R,  Q )  </' 


!•'!  ainsi  de  suite,  (|uel  (|ne  soit  le  nomlire  des  orhiles  mohiles  les  unes 
sur  les  autres. 

3S.  Onoi(|Ue  les  e(|ua(i(ins  (|ue  nous  venons  de  Irouver  soient  encoi'e 
lro|t  (  uni|irh|nces  [kiiii  [loiivoii'  elre  inleiirees  en  i;énei'al,  elles  ont  ee- 
pendant  cet  avanlai^e  (|n'elles  se  simplitieiit  beaucoup  dans  le  cas  oii  l'on 
suppose  les  inclinaisons  tirs-petites,  et  (lu'tdjes  peuvent  être  traitées 
alois  par  les  metliodes  connues. 

IV.  19 


IV()  SLiH   LE   MOLIVKMi: NT   I>KS   N(H:UI)S 

l'ji  (•[]'v\,  si  l'on  su|)|)osc  (|U('  les  antçles  ^,  6,  'Ç  soiciil  liuis  Ircs-itclils, 
il  fsl  clair  (|ii('  Imirs  sinus  lo  seront  aussi;  donc  les  (|uantil('s  /?,//,  '/,  q' , 
r.  /■'  seront  aussi  nécessairement  très-petites,  en  sorte  (|Me  l'on  pourra 
mettre  riinilé  à  la  place  îles  radicaux  (|ui  eiilrenl  dans  les  é(iiKitiiMis  donl 
il  s'aiiil.  niovennant  ([uoi  on  aui'a,  pour  le  cas  de  trois  orhiles  nmliiles. 

c/p  =  (q'—p;[P,Qult-^ir'  —  p'  V.W  dl. 
dp'={p—  qMV,Q)dl-^{p-  r]  I',  M  <lt, 
ilfj=  p'~  q' ;{Q,P )dt -h  {r'—q' ,  (J,  It  i//, 
flq'=  q  ~  p}{Q,  P)di  -\-i  q  —  r  ,  Q.  it  d/, 
dr  =  (p'-  ;•'  R,  P  r//-+-{  </'—/•')  (H,  Q,r//, 
dl'  -.    r—p      n,  V  lit  -,-    r  -  q      H.  O  d/. 

etpiations  (|ui  elant,  coniuie  l'on  voit,  sous  une  l'orme  liiicaire,  sont  fa- 
ciles à  inti-grer  par  les  méthodes  connues  pour  ces  sortes  d'e(|nalions  ; 
et  comnit!,  (|U(d  que  soil  le  nombre  des  orhites  mobiles,  on  |)arvient  tou- 
jours par  la  méthode  précédente  a  de  pareilles  éipiations,  il  s'ensuit  (pi'on 
pourra  donc,  en  {général,  résoudre  le  Prohli^me  proposé  pour  autant  d'or- 
hiles  mobiles  qu'on  voudra,  pourvu  qu'on  suppose  seulement  (|ue  ces 
orbites  soient  Irès-peu  inclinées  à  un  plan  fixe  (juelconque. 

:VJ.  Si  les  inclinaisons  n'étaient  pas  très-petites,  on  |)ourrait  alors  ré- 
soudre le  l'roblème  par  approximation  aussi  exactement  (|u'on  voudrait: 
cai-,  comme  les  (piantités/y,//,  q,  q,...  son!  loui(mis  naturellement  moin- 
dres (|ue  l'unité,  on  |)ourra  toujours  réduire  les  radicaux  y  i  — p^  "" P  '  < 


y'i  —  q^  —  q"^ ,. . .  en  des  séries  converiientes  dont  le  premier  tei'Uie  sera 
l'unité,  et  les  autres  procéderont  suivant  les  puissances  paires  de  ces 
(pianlités;  de  sorte  (ju'en  faisant  ces  substitutions  d;ins  les  lormules  du 
n"  37,  et  néi-liii'eant  d'abord  tous  les  termes  où  les  variables  montent  i» 
<les  dimensions  plus  hautes  ()ue  la  prcinif're,  on  aur:i,  pour  premil'res 
é(| nations  appnxdiees,  des  équations  Kdies  (|ue  celles  du  n"  38  ;  ainsi  l'on 
aura  par  l'intéiïration  de  ces  équations  les  premières  valeurs  approchées 
des  ipmntili's /v,  //.  </,...,  et  subsliliiaiil   eiisuili'  ces  valeiiis  dans   les 


iii>  (initn  i:s  l'i.  \N  i:  iMUKS. 


iw 


Icrines  iirgligi-s,  on  ;im;i  de  iniiivcllrs  (■(|u;irniiis  dillnriiliillrs  |iliis 
exai'U's  (juc  les  jHrcrdriilcs,  cl  dont  les  picmicis  Ifinit-s  .scrmil  li's  rnciiii'^ 
<|nc  ceux  (les  ('(iiiiilions  du  n"  H8,  et  li-s  autres  ti-rnics  seront  des  l'onctions 
luinines  de  /;  en  soi'le  (|ue  ces  é(|nations  seiont  éiialenieiil  inlei;ialdes 
|i:ir'  les  Mielliiidcs  couMiirs  ;  cl  ainsi  de  suite. 

i-0.  Au  reste,  (juaiid  un  voudra  appruiuei' cette  théorie  aux  orl)itesdes 
planètes,  on  pourra  s'en  tenii-  aux  (Minalions  du  n"  '\H,  d'autant  plus  ipie 
ces  e(|uations  siuil  exactes  aux  (juantiles  tri's-pelites  du  Iroisii'ine  ordre 
près;  (le  sorte  (pi'iui  pourra  rescuulre  par  ce  uioyeu,  avec  une  piccisioii 
suffisante,  le  ProhUnne  du  <lé|tlaeenient  des  orhites  planétaires  en  \eilu 
do  UKiUM'iuents  de  li'iirs  U(euds  uuiluels,  produits  par-  le^  ;illraclioii> 
recipid(|ues  des  piani'ti's.  il  n"\  aura  pour  cela  (pi'ii  sui)Stituer,  ii  la  place 
des  (juautités  '  P,  O  .  P.  U  ....  leurs  valeurs  données  par  la  théorie,  cl 
ipic  uou>  a\(ius  dejii  (ieleruiiuee>  dans  le  u"  'M)  ;  el  deleruiiner  ensuite  les 
constantes  arhitraires  (|ue  rintej^ration  introduira  dans  les  expressions 
(les  (|uaulilés />,  //,  </,...  d'apri's  les  valeurs  de  ces  (|uantités  (pii  rep(Mi- 
denl.  suivant  les  Talde>,  :iii\  clcnieiils  des  platii'Ies  pour  une  i'p(H|iic 
(pu  l(  i>n(|ui'  ilonnee. 
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OO.vr    I,KS    TEUMES    VAKIK.NT    bE     l'LlSIEt'IlS     MANIEHKS    nirFKlIKNTKS  . 

or  siH  l'intégration  des  Équations  linéaires  aux  difkéuenc.es  immes  i;r  pautiki.les 

ET  suit   LISAOK   DE  CES  ÉylATIONS  l>A>S   l,\  TIIÉOHIK   UK  ll\SAIUl>. 


ur.ciiKuciir.s 


LES    S  LUES    UÉCIUUEMES 


DONT  I.ES  TEBMES   VAHIENT  UE  l'LUSlElHS  .MA.MEUKS   DIFKKIIEMKS. 

oi    SIR  l'intégration  des  Équations  linéaires  aix  dh-kéiiknces  finies  et  partiei-lks 

Kl'    SIR    I.'lSAGE    l>E    CES    ÉyDATIONS    DANS    l.\    TllÉolin;    DES    HASARDS    (*). 


( Nmii'i'tii/.i:  Mvinniics  ilr  V  liiiihhnif  nivale  des  Siit'nces  cl  Bcllvs-Lctlivs 
ilf  Berlin,  aniit'O  lyyS.i 


J'ai  (li)iiiic,  (huis  le  pri'iiiu'r  voluiiii'  «les  Mémoires  de  la  Société  fies 
Sciences  de  Turi/i,  iiiic  mctiiodc  iiouvcllc  pour  Iraitcr  la  ihéoric  des  suites 
récurrentes,  en  la  taisant  dépendre  de  l'integialion  des  é(|uations  li- 
néaires au\  dilleicnees  tinies  "  .  Je  me  proposais  alors  de  pousser  ces 
Hcelierelies  |)lus  loin,  et  de  les  applicjuei'  principalement  ii  ht  solution 
de  plusieurs  Proldèuies  de  la  théorie  des  hasards;  mais  d'autres  idtjcis 
m'avanl  depuis  (ait  perdre  celui-lii  de  vue,  M.  de  l.aplace  m'a  prévenu, 
eu  grande  partie,  dans  deux  excellents  .Mémoires  su/-  les  suites  récurro- 
réciirrcntes ,  et  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  finies  et  leur 
usage  dans  la  théorie  des  hasards,  imprimés  dans  les  \nluiiits  \  1  cl  \  Il 
des  Mémoires  |)résenlés  à  rAciidémic  des  Sci<'Uccs  de  Paris.  Je  crois  ce- 

(*)  Lu  le  29  avril  i-t  le  y  mai  177O. 
(**)  OEiivrex  de  /Mgrtifige,  l.  I,  p.  23. 


15-2  UEClltKLUEt^ 

|>fti(l;iiil  (in'uii  jHiil  iiicorc  ajoulor  (jucique  chnse  an  Iravail  de  cet 
illiislrt- Géomètre,  et  traiter  le  même  sujet  (l'uni'  manière  |)lns  directe, 
plus  simple  et  surtout  plus  générale;  c'est  l'objet  tics  Ueelierclies  (|ue  je 
vais  donner  dans  ce  Mémoire  ;  on  y  trouvera  des  méthodes  nouvelles  |)our 
l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dillereuees  finies  et  partielles, 
et  rap|)lication  de  ces  mélliodes  à  plusieuis  Problèmes  intéressants  du 
(Calcul  des  prohahilités;  mais  il  n'est  question  ici  (jue  des  é(|ualions  dont 
les  coelficients  sont  constants,  et  je  réserve  |H>in'  un  aniir  Mémoire 
l'examen  île  celles  qui  mil  des  eoellieieiits  variables. 

Akticli-:  h'.  —  Des  suites  lérurreiites  simples,  ou  de  I  iiilégru- 
tu)ii  (/es  éffuritio/is  hru'uires  au.v  différences  Jinies  entre  deux 
vuriuldes. 

Qni)i(|ue  la  theoru'  des  suites  recurienles  ordinaires  soit  assez  connue, 
je  crois  devoir  commencer  par  la  traiter  en  peu  de  mots  pour  servir 
comme  d'introduction  à  celle  des  suites  récurro-récurreutes  (|ui  fait  le 
priniipal  objet  de  ce  Menn)ire.  D'ailleurs  j'aurai  soin  de  n'einployer,  au- 
tant (|u'il  sera  possible,  que  des  inetbodes  nouvelles  et  plus  simples  que 
celles  qu'on  a  déjà. 

1 .   Soil  la  série 

.>',.,  r.,  ,n.  .'"ô. •  •  • .  .ix. .rv+,,  Vx^-., ■■  -, 

dans  la(|uelle  on  ait  constamment  cette  équation  linéaii'e  entre  //  trrnies 
successils 

(  A  ^  ■  A  vv  H-  B  ; w,  -+-  C  iv^î  -h  ...  -I-  N  TV-^»  =  o , 

A,  B,  (j,...,  .N  étant  des  coellicienis  constants  (|nelconques :  ce  sera  une 
série  récurrente  simple  de  l'ordre  /;,  et  ré(|uation  (A)  sera  l'éipiation 
ditrérentielle  finie  qu'il  s'agit  d'intégrer  pour  avoir  rexpri'ssion  du  ternie 
général  V,,  de  la  série  proposée. 


Sl'K    LES  SUITES   UÉCII  KK  ENTES. 

l'iiiif  (chi  ji'  sii|)|t(ist' 

Xr-    a  a', 

a  l'I  v  chiiil  ilc^  ((iiisImiiIcs  iii(l('(rriiiiiii'cs;  i':iiir;ii  (loue 
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fl   les  .siil)Sliliiti(Mi.s  (iiiiil   t':iilcs  dans  l'cMiiialioii    A;,  rllf  dcviciMlia  ilivi- 
sihlc  |)ai'  Il  c/'  ;  cl  l'on  aura  apti's  cclli'  d'iN  isinn 


(B) 


A  +  Ba  -)   Ca-'-f- .  .  .  -r-  Na"  --  o. 


On  voit  |)ai-  (('tic  ('(inalion  :  i"  tnic,  |)nis(nir  le  cucllicicnl  (/  ne  s'y  licuivc 
pas,  ce  coi'flicicnl  dcini'iiii'  arl)ili'aii'i,' ;  2"  (|nt!  ré<jaatu)n  étanl  pai  ra|)- 
porl  il  c/.  lin  dci;rc  //,  idlc  l'imrnii'a,  en  gi'nci'al,  ri  valcni's  ditlV'i'cntcs  de  y. 

(|ii('  je  di'iKilcrai  |iai-  y.  [i,  y On  anra  dune  ainsi,  en  picnani  anssi 

(lillérenls  cDi't'Iicii'nts  a.  h,  c n  valeurs  dillV-imtcs  do  y,,  savoir  ac/:' . 

l)Pj' .  (■'/■', ...  ;  et,  connnc  l'ciination  f  A  ost  lint'airc,  il  est  facile  de  voir 
(|nc  la  somme  de  ces  ditlerentcs  valeurs  de  y,  y  satisfera  aussi.  De  sorte 
(|n'on  aura,  en  ;;éneral, 

y"i  rz^  aa.'  -•   b  (3-'  ^   cY  +  •  •  •  ; 

cl  comme  celle  \aleur  de  )  ,  con lient  i>  constanles  ai'bilraii'cs  a,  h,  r 

elle  sera  l'inleiiiale  compIMc  de  l'cipialion    .\    du  n"'""'  ordre. 

2.  Si  l'on  suppose  (jne  les  n  premiers  lernies  de  la  snile  proposée 
soient  donnés,  on  pourra  par  leur  moyen  d<'lerminei'  les  //  conslanles 
arbitraires  </,  h.  c ;  il  n'y  aura  pour  cela  (pi'ii  rcsomlre  les // e(|nalions 

yi,=z  a  -h  b  -T-  e  -i- . . ., 

y\  =  aix  -i   /; (3  -H  cy  -h . . ., 

y\  z=  aa'-^-  b^'  -h  cy'  -t- . . . , 


j„_,  —  ««"-'  -!-  i  j3"~'  -f-  cy"~'  + . . 


IV. 
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Dans  le  cas  de  n  =  i ,  on  a 

dans  le  cas  de  n  ==  2,  on  aura 

a  —  (3  (3  —  a 

dans  le  eas  de  n  —  3,  on  aura 

(a-(3)(a-y)      '  (P-«)(p-y)      '  (y-«){y-pi      ' 

el  ainsi  de  suite. 

De  là  el  de  la  théorie  connue  des  équations  il  est  facile  de  conclure 
(|ue  si  l'on  fait,  pouf  abréger, 

A  +  B  a  +  C  «'  -t   I)  a'  -1-  .  .  .  +  N  a"  =  P, 

C  -hl)a'  +  ..  .=  R, 
U  ^  ..  =  S, 


(in  aura,  en  i;eiiéral, 

Q  )■„  +  Ky\  -+-  Sj-j  -+- . 


^-  dP 

de 

et  changeant  dans  celte  expression  de  a  la  (|uantite  y.  en  [i.  7 on 

aura  les  valeurs  des  autres  coefficients  b,  c 

S'il  arrive  que 'deux  ou  plusieurs  racines  soient  ei;ali's,  il  nv  ania 
qu'à  supposer  leurs  diflerences  intiniinent  |)etites,  et  l'on  trouvera,  dans 
le  cas  de  ^=2/,  que  les  deux  termes 

a  se'  -^  h  p' 

(le  l'expression  de  v,  deviendront  de  cette  loi  nie 

n'a' -r  h'.rx'', 


(lU    I  1)11  Mlll'il 


SUH   LKS  SUITES  RÉCUUKENTES. 


dO  dR  </S 

da^'-^d^^'^d^^'' 


I   (H? 

a   doc'' 


/>'  = 


2    rfa» 


cl  si  l'on  a  y  ;=  |S  =  i<,  alors  les  trois  Icriiics 


(l('vi('ii(lii)iil 


«"a'H-  b"x(i^- 


„X\X  —  Il 


15J. 


on  I  on  aura 


I  d^O  I  rf'R  1  </"S 


~l — V   r  0  -r   —  -j- 


è": 


dx  •^"       </«  • 


a. 3  d(x' 

dS 
«a 


2.3    (/«' 


„  _  Q  jo  -)-  R  ri  +  &)■•,  -f- . . . 
2.3  do.' 


ol  ainsi  du  reste. 


3.   Si  dans  l'équation  |)r()[)os('e  f  A)  les  cocnicienls  A,  B.  C .\.  au 

lieu  d'èlrc  constants,  sont  des  l'onclions  données  de.r,  (|ue  nous  dcsi'jiic- 
roiis  par  A,,  B,,  C, N.,,  en  sorte  (|ue  l'on  ail  rét|ualion 


(C) 


Ax Vx  •+-  Rx )-x+i  -1-  C,x,+,  +  ...-¥■  Nx.>w..  —  o. 


on  ne  |)ourra.  pai'  la  méthode  précédente  ni  par  aucune  aulic  nielliode 
connue,  l'intégrer  en  général,  à  moins  (|u'elle  ne  soil  (|ue  du  premier 
ordre;  mais  si  l'on  sup[)ose  (ju'on  connaisse  à  posteriori  n  valeurs  parti- 


15G  |{i:(:iii;k(.ui:s 

(•iilièrt's  de  j'j.,  (|ii('  nous  dosignorons  piii-  «,,  j3,,  '/,, —  il  fsl  visililc  <]ii(' 
l'on  ;iuiii,  en  général, 

j-j  -■--  ««x  -4-  6  j3x  -+-  cyt  + . . . . 

(H  que  celU-  (expression  de  j.,.  sera  eomplète,  puis(|ir(llc  ifiilcinii'  n  con- 
stanles  arbitraires  a,  h,  c, 

i.    De  plii!>  ou  pourra  dans  ce  même  eas  trouver  l'iulégrale  eomplète 
de  re(|ualion 

( Di  Ar}-^  -+-  B,,)v+,  -t-  C)v+2  -i- . . .  -f  Nx;x+»  —  Xx, 

X,.  étant  une  l'onction  (|ui'lconcjue  de  oc. 
(lar  puis(|ue,  dans  le  cas  de  X.,  =  o,  on  a 

>x  =  aax  -t-  6 px  +  <?yx  -f-  •  .  ■ 

pour  l'intégrale  eomplète,  a,  h,  c,...  étant  des  constantes,  supposons 
maintenant  tjue  les  (|uanlilés  a,  h,  c,...  soient,  en  général,  des  t'onclious 
de  X  que  nous  désignerons  par  a^,  b^,  c,,...,  en  sorte  (jne  l'intégrale  de 
ré<|nalion  fD j  soit 

(  E )  Tx  =-axXi+  bxS>x  +  C:,yi  +  .  . .; 

l'aisant  varier  x,  on  aura 

_rx+i  —  «x+i  «x+,  +  èx+,  %+,  -r-  Cx+,  7x^1  -t- . . . , 

ou  bien,  en  désignant  par  la  caractéristique  A  les  dillérences  finies,  en 
sorte  que 

Aflx  =  «x-i-i  —  «X, 

et  ainsi  des  autres, 

jx+i  --  rtx  «x+i  -4-  bx  (3x+i  -\-  Cx  7x+l  + . .  ■ 

-t-  «x+i  A  rtx  +  px+i  A  /»x  H  yx+.  A  Cx  -+- . . . . 

Donc,  si  je  lais 

( I  )  y.x+,  A«x  -^  l'îx+i  A 6x  —  7x+,  A  Cx  H-  .  • .  =  o, 
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j'jiiini 

J-I+,  =  «i  aet+,  -+■  II.  [3,^,  -1-  6'i  yi+,  -t- . . . , 

coiimic  si  les  (juantitos  «,,  bj.,  c,,...  irnviiirnl  imiiil  v;iric. 
Faisiinl  varier  de  iKiuvcaii  a\  j'aurai  doiK 

J'l-t-7  =  (tj  +  l  «X+I  -+-    "s-t-\   ^X-t-1   -*-    <-'n-l    Ix+I   -T-  ■    .    . 

-t-  ax+iAtti-H  Px+îAfti  +  yxwAcx-f-. . ., 
cl,  l'aisaiil  parcillciuriil 

(  2  I  ai+:  A  «I  +  ,3x+:  A  /a,  +  y ,  ^..  A  f,  -f- .  .  .  =  o. 

j'aurai 

.rx+J  =  rtx  «x+î  -<-  /'x  i3x-,-ï  -I-  Cx  yr-t-l  + . . . . 

De  uièuio,  eu  faisant  varier  .r  et  su|)pnsanl 
i  3<,^j  Aa^  -t-  i3x+)  A  /^  +  y,  ^,  ACi  -t-  .  .  .  =:  o, 

ou  aura 

>x+j  =  «X  3t,+3  -I-  fc,  |3,  Hj  4-  c,  y,+3  -t- 

Je  eiintinue  aiusi  ii  l'aire  varier  x  el  ;i  su|i|)(iser  nulle  la  |»arlie  de  v  de- 
pcndaule  des  \arialiiins  de  rt,,  />,,  c,,...  ins(|u'au\  é(|ualions  suivantes 
int'iusiveuu'Ut 

"  —  I  a^M-i  Aflx  4-  px+n    ,  A  ix  -r-  y,  Hi-->  Acx  -i- . . .  =  o, 

r-,.^„  _ ,  =  a,  ax+„.-,  +  Ar  3x ».„  -,  -H  Cj  y,...,,  -,-)-...; 
el,  l'aisant  eiH(Uc  viii'ier  .r  dans  celle  deiiiii'i'c  ('(lualidn.  j'aurai 

J»+n  =  «X  3£x+„    +•   /'x  i3x+n  "'-  C,  yx-H.  ")-... 

-t-  a,+„  Artx  -H  i5i+/i  A  /<r  -H  yi+M  Afx  -I- . . . . 

(^u'nu  sulistiluc  niainIciKinl  ces  valeurs  de  v,.,  >'.,.,.,,...,/,.,„  dans  l'eiiua- 
tion  l);;  et  eouinie  toutes  ces  valeurs,  excepté  la  dcrnièic,  sont  les 
mêmes  (jue  si  a^,  h^,  c,,...  n'avaient  pas  varié,  et  que  la  dernière  ne  ilil- 
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n-iv  (If  (V  <|u'i'llc  sciail  (Itins  leltc  hypothèse  (|iic  [tar  les  ternies 

(jui  y  sont  ajoutes;  que  d'ailleurs  les  valeurs  de  v,,  j'.,^),...,  dans  le  eas 
de  a,,  /5j,,  7,,. ..  eonstantes,  salist'oiil  par  l'hypothèse  à  l'équation  (Cj, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  constantes;  il  s'ensuit  (|ue  le  pie- 
inier  membre  de  l'équation  (Dj  se  réduira  à 

N^ (.  ax+„  Aa,  -f-  (3,+;,  A  6x  -t-  /,+„  A c^  -h  .  .  .  ), 

en  sorte  qu'on  aura  l'équation 

[Il  I  X:,+„  A«^  -^'  p^4-„  Aix  -1-  yi+n  Ac'i  4-  .  .  .  -=  ^  • 

On  a  donc  ainsi  /;  e(|uations  linéaires  n),  {2),  (3),...,  (n  —  i),  («j  entre 
les  n  quantités  Aa,.,  A  A,.,  Ac-,,...,  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  ces 

(juantités  en  fonctions  de  x,  que  je  désignerai  par  P;.,  Q,.,  R, Donc. 

passant  des  ditrérences  aux  sommes  et  désignant  celles-ci  |)ar  la  caracté- 
ristique V?  on  aura 

ce  qui  étant  sulistilue  dans  la  l'orniule    E;,  il  viendra 
y.  =  a.2;P.  +  ps^Q.  +  A^R.  +  ■  -  • 

pour  l'intégrale  compli'le  de  l'équation  (Dj. 
Il  s'ensuit  de  lii  (|ue  ré(|uatiou 

Ai.)-x  -t-  Bi,)-x+,  -+-  Ci,>-,+3  -(-...  -t-  Nx^W"  =  X, 

est  généralement  intégrable  toutes  les  fois  que  l'on  connaît  //  valeurs 
particulières  de  v,  dans  le  cas  de  X,,  :=  o;  Théorème  analogue  à  celui  que 
j'ai  donné  pour  les  équations  différentielles  linéaires  dans  le  tome  III  des_ 
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Mémoires  fie  Turin  {').  M.  le  M;ir(|iiis  de  ('.(iiKidicct  cl  M.  de  L;i|»liicf 
itvaiciit  (It'jii  rt'm;ifi|U(''  (|U0  ce  Tlicori'iiif  sur  lcs('(|ii:ili()iis  aux  dillV'rcmi's 
iiitinliiic-iil  petites  était  aussi  appliralile  aux  ea^  des  dilléiences  liiiies;  et 
ee  dernier  en  a  diimié  une  dénionstraliiin  ^eni'rale  et  inj;énieiise,  mais 
nn  peu  eonipli(|uée  {voyez  le  tome  l\'  des  Mémoires  de  Turin  et  les  Mé- 
moires présentés  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  i773j.  (^'est  ce 
(|ui  m'a  euf^agé  ii  traiti'i'  ici  celle  inatièie  par  une  inelliude  nouvelle  et 
aussi  simple  (pi'un  puisse  le  désirer. 

5.  RiniMiyi  i;.  —  I.es  pi'inci|)es  de  la  méthode  pieceileule  [leiivent 
s'a|)pli(|uer  aussi  aux  é(|ualions  dillérentielles  ordinaires,  et  sont,  eu 
£;éuéral,  d'un  Iri's-î^rand  usage  dans  tout  le  Calcul  intégral.  Quoi(|ue  ce 
lU'  soit  pas  ici  le  lieu  de  nous  occu|)er'  de  cette  matière,  je  vais  néan- 
moins en  traitei'  eu  |)eu  de  mots,  me  reservant  de  le  taire  ailleurs  avec 
|)lus  d'étendue. 

I'!!  d'ahord.  si  l'on  a  une  e(|iiation  linéaire  de  l'ordre  //  lidie  (|ue 

où  P,  Q,  R,...,  V  et  X  soieni  des  fonctions  données  de  .c,  et  (|u'on  con- 
naisse l'intégrale  complète  de  cette  é(|uation  dans  le  cas  de  X  =r  o,  |;i- 
(|uelle  sera  nécessairement  de  la  l'orme 

y^=ap  -¥  bq  +  t;-f- . . ., 

a,  b,  c,...  étant  des  constantes  arbitraires  au  nomiu'e  de  //,  et  /^  y,  r,... 
des  l'onclious  de  cr  où  les  constantes  a,  h,  r,...  u'enlreiit  pas,  et  (]ui  sont 
autant  de  \;dciirs  |taili(uiii'res  de  y  dans  l'In  |)()llil'se  de  X  ==  o.  on  en 
pourra  déduire  aisément  rintégi'ale  c(jmpli'te  de  la  proposée.  (",ai'  eu  re- 
gardant les  arbitraires  a,  h,  c,...  connue  des  variables  indéterminées,  et 
supposant  nulles  dans  les  valeurs  de  ih  ,  (/-y,  r/' v,...,  d"'  y  les  parties 

(*)  OEltvrrx  (If  Liigraiij^r ,  t.  I,  p.    jji- 
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qui  (lepciiilciil  (If  in  viiiiiihilitc  de  ces  (|ii;iiilil(''s  a,  h,  c on  aura 

dy    =  aclp  -¥-  hdif  -\-  cdr-^  ....  o       pild  -^  qdh  -'-  rdc-i  .  .  ., 

d^y—  a  d-p  -h  b  d^q  -i~  c  d^r-^  . . .,         o-^  dpda-h  dqdb  -^  drdc  -^  . . ., 
d'  y=  a  d^p  h-  b  d'q  -■■  c d' r-^ . .  .,         o  --  d'p  da  -r-  d-q  db  ■+-  d'r  de  -t- . 


d"~'x  =  a  d"  'p-i  b  d"-'q-hcd"''r-h...,     o      d"   -p  da-hd"''q  db-hd"~'rdc-h..., 
ensuite 
d"  y  =;  a  d"p  -i   b  d"q  —  c  d"r  ~  . .  .—  d"~'p  da  -f-  </"~'  q  db  —  d""'  r  de  ~h  .  .  .  . 

De  cette  manière  on  voit  que  les  expressions  (le  y,  dv,  d'^y rf"~'y  ont 

la  ménie  forme  que  si  a,  b,  c,...  étaient  constantes,  el  (|ue  celle  de  rf"r 

ne  ditli'i'e  de  ce  (|m"('IIi'  serait  dans  ce  cas  (|ue  par  les  termes 

d"   ' p  da  -t  (/""'(/  db  -r-  d"  'r  de  -(-... 

qui  V  sont  ajoutes;  or  comme  dans  le  cas  de  a,  h,  c,...  constantes,  les 
valeurs  de  r,  dy,  d'Y,...,  d"y  satisfont  |)ar  l'hypothèse  à  ré(|ualiun  pro- 
|)osée  lorsqu'on  y  su|)pose  X  =  o,  (|uelles  ([ue  soient  d'ailleurs  les  va- 
leui's  de  ces  constantes,  il  est  aisé  de  couclui'e  ([ue  si  l'on  suhstitue  dans 
cette  équation  les  valeurs  ci-dessus  de  v,  rA-,  r/- >-,...,  (1"y,  tous  les  termes 
s'v  détruii'oiil ,  à  l'exception  des  leniies  de  la  valeur  de  (l"y  cpii  dépen- 
dent de  la  variation  des  quantités  (t.  h.c et  du.  terme  X,  (pii  avait 

été  supjtos(''  auparavant  nul.  De  sorte  <pi'(iu  aura,  eu  divisant  par  V, 
l'équation 

d"-' p  da     -  d"-'q  db  ^  d"   'r  de  -f- .  .  .  =^  ~  dx"; 

et  cette  e(|uation  étant  comliiuee  avec  les  ri —  i  ét|uations  de  i(iuditiou 

pda  -1-  q  db  -+-  rdc  -+-...=-.  o, 
dp  (1(1  -+-  d(j  db  -h  drdc  -4-  .  .  .  =;  o, 


d"'  -p  d(i  -+-  d"~'q  db  -+-  d"  -r  rfc  -(-...  =  o, 
on  en  tirera    |iai    le>  rei;les   ordinaiio  de  rdimiiiatiori    le>  valeui's  des 
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//  (liHciciilicllcs  (lu.  (Ili,  tir ;  cl  de  lit  (ni  aura  par  rinti''i;i'ali(in  (l'Ilcs 

(Ir  (i,  I),  (■,...  (lu'iiii  siilisliliiii;i  (hiiis  rr\(iic>sioii  de  v.  (  r  (|in  csl  hcaii- 
cuuj»  |)liis  simple  ([lie  Idiil  ce  (inc  l'on  liniivc  dans  les  limns  111  et  l\  di-- 
Mémoirex  de  Turin  sur'  (•clic  inaticfc. 

En  i;ciicral,  si  l'on  connail   l'inlc^ialc  coniplclc  d'niic  iMiualinn  (|ni'l- 
coni|iic  [\v  l'iirdif  //  t(dlc  (|iic 

~-  -\'  P  -  o, 
dx" 

,.  ,•         ■         1  '/)■  (/"   '  )'  ,.  • 

1' clanl  nnc  loiiclKin  de   r,  )',    ;    ^  ••  5,—   ;»  un  nonri'a  laire  scrvw  celle 
ax  (lx"~'  ' 

inlej^raic  ii  tionver  (  (die  de  réqnalioii 
d"  Y 

é-  +  P  =  n, 

ax" 

Il  l'hml  anssi  une  l'oiicllon  donnée  de  x,  y,    :   '•••'  -.--•-•• 

(Ix  ax"~' 

Car  soit  M  —  o  l'inlégialc  eoniplèlc  doni  il  s'ai^il,  .M  scia  une  ioiiclion 

(le  .r,  >' el  de  /;  conslanles  arl)ilraii'cs  ((,  h.  c\...;  en  soiic  (|iie  v  sera  r<'- 

cipriM|iienienl  une  ron(  lion  de  .r  cl  des  iiii'ines  conslanles,  Lupudle  salis- 

lei;!  |i;ir  conse(|nenl  il  re(|nalion 

dx"  ' 

(|nclle^  (pic  soieiil  les  \alcnis  de  ces  conslanles. 

Siipposiuis  MiainlenanI  (pie  .M    -  o  soil  egalcmcnl  riiilc:;ralc  de  l'e(pia- 

tiou 

^-,-P.    H. 
dx' 

mais  en  y  regardant  les  (piantit(';s  a,  h,  c,...  comme  \:iiialde>:  dans  celle 
livpollièsc,  l'expression  de  v  en  .?•,  a,  />,  c,...  sera  la  niciiic  (pic  dans  li- 
ras de  (I,  h,c,...  conslanles,  mais  cidies  de  (/y.  d-y,...  seront  dill'i'- 
rentes;  cepeiidaiil,  si  dans  les  dillercnlialions  successives  on  suppose 

nulles  les  pallies  des  dillërentielles  dy,  d-y d"~\y  cpii  rcsullenl  de 

IV.  ai 
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la   \aiiiil)ililc  (1rs  (|iKiiilit(''S  (t,  h,  c,...,  oïl  aiir;i  ces  n  —  i   r(|iiali()Ms  ilc 

('i)iiililiiiii 

</>■    ,     ,    </)•   ,,       </)•    ,     , 
,  -  iia  -+-    ,:■  ((Il  -h  -;-   (te  -r-  .  .  .=  o, 
lia  du  (le 

d-y  d")-     ,,  d'y     , 

,     .-  da  -+-  -,  ^,r  dl>  -+-  -,— v  de  +  .  .  .  =  o, 
dx  da  dx  db  dx  de 


d-'y 


du 


d"   ')■      ,,    ,      (/"-')•      . 

dl)  -i — ,  \r^t    de  +...=:  Q, 


dx'''''da  dx"--db  dx"'  -de 


au  iiKiNcii  (l('S(nirllcs  les  valeurs  de  ces  diUV'iciiliclIcs  seront  eneore  les 

iiiéuics  (|ut'  si  (/,  h.  c (iaiciil  ((Uistaiilcs;  de  sorte  (m'en  stilistitliant 

ees  valeurs  ainsi  (|ue  ((die  de  v  dans  la  (|iiantil(''  1\  on  ania  encore  la 
même  ronclion  de  .r,  a,  h,  c...  ([ue  dans  le  cas  où  les  (|Manliles  </.  h,  c,... 

seraient  constanles.  Or  connue  la  valeur  de   -; — —   est  la  m(''me  (lue  dans 


le  cas  de  «,  h,  c\...  constantes,  il  est  (  lair  (MH' c(dle  de  d  ,-  •     sei'a  ('nale 


d"  \r 

V"     ' 

d-'y 


à  ce  (lu'elle  sérail  dans  le  um'Uic  cas,  oins  ii  la  variation  de    ,     ■     due  aux 

'  '  (l.r"    ' 

(|uanlités  d,  b,  c,...,  Ia(|uelle  est 


d"y        ,  d"y       ,,  d"y       , 

—, — ■— ï-  da  H — ;         ,r  du  H — 7 — ^T-  de 
ax"~'  da  dx"~'  db  dx""'  de 


par  cons(''(|uent,  si  l'on  dénote  par  \ da-  la  picmii're  partie  de  celle  va- 
leur, (tu  aura  pour  la  valeur  couiplele  de  <l  j~l,   la  (juanlile 


,.  ,  </">•       .  d"y       ,,  d"y       , 

V  dx  -I-  -, --,  -  da  -h  -,~  ■— 77  db  -h  ',     ^  ,    de  +  .  .  ., 

dx"~' aa  dv"-'db  dx—' de 

OÙ  Y  sera,  aprf's  les  sui)stilutions.  la  nnuiie  l'onclion  de  r,  a.  />.  c...  t\\H' 

dans  le  cas  de  a,  h,  c...  constantes  :  mais  dans  ic  cas  on  a,  par  l'Iiypo- 

tlièse, 

Y  -H  P  =  o, 

(|U(dles  i\\\i-  soient    les  Valeurs  de  ces  constantes;   donc   la  même   e(jua- 
lion  aiiia  encore  lieu  dans  le  cas  oii  les  (piaiitiles  «,  h,  c,...  ne  sont  pas 
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(•(ill^liillli's;    |);ir  iniiM-(|iii'lil  il;ilis  ce  dclliicr  cm^  rc(|li:iliiill 

ax" 
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— •'- —  (la  -\-  -, — T-TT  do 


d'y 


dx"  '  '  (la  (lx"~'  (II)  dx"'^ '  de 


de  -\- .  .  .-=-  n (h 


(Idlc  c'(|ii:iliiiii  chiiil  <(iinliiiM''c  avci'  les  //  i  l'ciiiiiliiiiis  de  (  iiiiililioii 
(l'oiiVf'cs  ci-dcssiis,  on  ;iiir;i,  ajui's  iivoirsiilisliliii'  |i;iitiiiit  les  viilciirs  de  Y 
ol  (le  SCS  (lillV'rcnticllcs  en  .t,  a,  h,  c,...  lin-cs  de  rc(|iKili()M  liiiic  .M  =  o. 
vnifurs  (m'i  stml  les  iimmiics  que  dans  le  cas  de  a,  />,  c...  conslaiitcs,  on 
aura,  dis-jc,  //  i'(|iiatiims  dlircrcnlicllcs  du  |>icuiicr  ordre  entre  les  n  va- 

rialdes  r/,  /^  c et  la  \aiialde    i  ;  si  donc  on  iiili'i;ri'  ces  (''(|uations,  on 

aura  les  valeurs  de  a,  h,  r,...  en  .r,  (|ui  étant  ensuite  substituées  dan^ 
re(|uation  .M  =--  o  doinieront  l'iiiléi;rale  de  re(|nali(Ui  |iro|'osee. 

.i'avdue  (]ue  riiitei^rarnui  des  ('(juatious  en  a,  h,  c...  et  .r  sera  le  |iln^ 
siuixcnt  Iri's-ditlicile,  du  moins  aussi  dillieile  (lue  celle  de  re(|uatiiHi 
pioposee 

ft  +  P-n; 

dx" 

cl  il  u'\  a  peut-être  «lue  le  scui  cas  des  équalions  linéaires  quc  noiis  avoMs 
Irailccs  plus  haut,  lUi  l'inlciiration  des  équations  dont  il  s'aj^it  réussisse, 
en  général,  ii  cause  (|ue  les  constantes  a,  b,  c,...  sont  aussi  néccssaii'c- 
incnt  linéaii'cs  dans  l'intégrale  conipli'le  M  <>:  mais  le  ^rand  usage  de 
la  méthode  [trecédeiitc  est  p(Uir  intégrer  par  approximation  lesc(|uations 
dont  on  connaît  ileja  riute;;rale  eompliic  à  peu  |iri's,  c'est-;i-dirc  en 
négligeant  di's  ijuautiles  (|u'ou  rej;arde  connue  tri's-petitcs. 
Par  exemple,  si  dans  re(pialion 

^Vp     n. 

dx" 

on  suppose  ipie  |;i  luuctiou  II  soii  lre>-petile  \is-a-\is  de  P,  et  (|u'oii  con- 

21  . 
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fi;iissi'  (li'iii  riiilciiralf  coinpli'lc  M  —  o,  diiiis  Ir  cas  de  II  -  <>,  rii  riii- 
[tlovanl  la  iiirtliddc  iiicccdcnlc,  cl  tiraiil  des  //  c(|iiarKiiis  dillcrciilicllcs 

en  a,  h,  c,...  et  a-,  les  valeurs  de  (/a.  ill>,(lc m  aura  des  c(| nations  de 

cette  forme 

da^Kndx,     (II,       Wndv,     (lc-=\\\\d.r,.... 

A.  U.C. claiil  des  l'onelKuis  tiiiies  de  x,a.  b,c,...,  et    11  elaul  aussi 

une   louiruMi   des   nuMUes  ([uauliles,    mais   tivs-|>etile   par  l'iiypollièse; 

,,    ,    ,,  .  ,  .  ,     (la     db     de  ,  ... 

lion  Ion  viul  (ine  les  valeurs  de  -/—■>  -j-i  -t-t--  sont  aussi  Ires-iieliles 
'  dx     dx     ax  ' 

du  uuMne  ordre;  ainsi,  en  regardant  d'abord  les  quantités  a,  b,  c,... 
couiuie  constantes,  on  pourra  par  les  niélliodes  connues  approcher  de 
plus  eu  jdus  des  vraies  valeurs  de  ces  (luanlilés. 

Il  n'est  pas  à  craindre  que  les  fonctions  A,  B,  ('.,...  deviennent  infi- 
nies; car  cette  supposition  renferme  les  conditions  nécessaires  pour  (|ue 
l'intégrale  coniplète  M  -^  o  de  l'éiiuation 

d'Y       „ 

-j-^  +  P=o 
dx" 

en  devieiuu'  une  intégrale  particulière;  sur  (juoi  on  peut  voir  mon  Mé- 
uuiirc  ,v///-  li's  intégrales  particulières  des  équations  différentielles  {'). 

Il  est  visilde  au  reste  ([ue  cette  méthode.  (]ue  je  ne  fais  (]u'exposer  ici 
en  passant,  peut  s'appli(|uer  également  au  cas  oii  l'on  aurait  plusieurs 
e(|uati()iis  dill'ereulieiles  enti'c  [tlusieurs  variahles  dont  on  connaîtrait  les 
intégrales  compli'tes  approchées,  c'est-à-dire  en  y  négligeant  des  (juan- 
lités  supposées  très-petites.  Elle  sera  par  consé(|uent  tort  utile  pour  cal- 
culer les  mouveuu'uts  des  planètes  en  tant  (ju'ils  sont  altères  j)ar  leur 
action  nuitu(dle.  j)uis(|u'en  faisant  abstraction  de  cette  action  la  solution 
compll'le  du  Pr(d)lème  est  c(uuuie;  et  il  est  bon  de  remar(|uer  (]ue, 
CDUiuie  dans  ce  cas  les  constantes  a,  b,  c,...  repicseuleul  ce  (|ir(Ui 
nonnne  les  éléments  des  planètes,  noli't'  méthode  donnera  immédiale- 
nienl  les  variations  (h'  ces  éléments  provenantes  de  l'action  (jue  les  pla- 

\')  OJiuvic.i  de  Laginiigc,  t.  IV,  p.  5. 
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rii'Ics  cxi'icciil  tes  iiiics  suf  li's  ;iiiti-('s.  J'nvais  <l(''jii  domir  un  i'ss;ii  de 
ci'ltc  iiictlKidc  (liiiis  mes  Ucclirrrlics  sur  hi  llMMirlc  de  .lii(iilcr  cl  de  S;i- 
liiiiic  Mémoires  de  Turin,  tuiiir  III  '  .  l-dlc  csl  |)rcsciilcc  ici  d'une  ui;i- 
nii'ir  [dus  dii'cclc  (•(  |dus  L;('ni'i;df;  iniiis  je  me  |iro|M)sr  dr  l;i  dc\i  I()|)|ht 
:iill('iiis  ;ivcc  [dus  d'clcnduc,  ti  de  r;i|(|ili(|uiT  it  l;i  s<ditti(Ui  de  i|uid(|m's 
l'r(dp|('iiu's  iMi|)(irl;iiits  sur  le  S\sli'inc  du  UHUulr. 

VuTicLK  II.  —  Des  sitttcs  rrciiriciilc.s  (loiihics,  on  de  1' iiilt'<j;r(iti(>ii. 
(les  ('(jiKitiiins  linédires  aux  diJJ'crenccs  Jliiies  cl  jxa  licUlcs  cuire 
trois   vnriiihlcs. 

(i.  Sii|i|M>Mius  (jiie  l'iui  ail  une  série  doiil  les  termes  vaii<'Ul  de  deux 
Miaiiii'res  dilleicnles  et  funueiil  une  es|ii'ce  de  Tahie  ii  doiilde  entrée  de- 
cette  t'uriue 

.)•..<,,  >••.».  y-:''  .)-3,.,-.-,  .)i,.,  .n+, .,..., 
.>■«,,,  )\.^,  y-iA,  vz.,,.-.,  .rv.,,  ,>Wi.i,- •  •> 
.n.-..,    r<."    r--.-'    .rs.v,.--,    }■'.■"    rx+..=.---T 

,r.,3,  }\.i,  Vi.i,  .>•.!. 3,  ••..  Kx.J,  ,»Wl.3,..., 


y..,,     .!•,.,,     .)■.■,(,     .>-3.(,-.-,     .)x,(,      >Wi,/.---, 

.)'0,/-(-l  )    ,}"l,I+l>    J'j.f^i,     .)'3,l-t-l..    ■    •>     _)i,(-t-i,      )'i+l.(-4-l  )  •    •    •> 

et  (|ue  ['(Ui  ail  ciuistauinienl  entre  les  tenues  de  eette  série  une  e(|uatioii 
lineail'e  de  cette  lol'Uie 

A),,,-^  H_)Vt-.,r   H-  C)x-t.5,,       H-...    -4- N^-^^.„., 

-'-  B' )x,,+,  -i-  C j,+,,,+,  H-  . . .   H-  N'j>v+,._,,,^., 


(")  OEiwies  (le  fMi;/nni(r,  l.  l,  p.  (ioij. 
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dans  la(|ui'lli'  A,  H,  H  ,  C.  ('.  ,  (!' N,  N",...  soient  des  c-ocllicicnls  ((in- 
stants «jiU'l('on(|U('s;  la  série  ddiil  il  s'agit  sera  une  série  récurrente  ilduMe 
de  l'ordre  //.  et  re(ination  précédente  sera  une  équation  linéaire  aux  dif- 
férences finies  et  partielles  entre  trois  variables,  de  l'intégration  de  la- 
quelle dépendra  la  recherche  du  terme  général  v,  ,  de  la  série. 

7.    Supposons  d'alMiid  (|ue  re(|ualiiin  dillerenlielle  proposée  n'ait  (pie 
(pialre  termes  et  (pTelle  soit  de  la  l'orme 

(F)  '  .V)-^,/  -+-  Br-r^,.,  -f-  B',rx.,+,  +  C jx+..f+.  —  o. 

Je  fais  • 

a.  Cf.,  /5  étant  des  constantes  indéterminées;  j'aurai  ainsi 

ri+..(  =  aa'^'  |3',     rx,<+i  =  aac^[i'^\    jz+,,,+,  -   aa'^'  (3'"'-'  ; 

substituant  ces  valeurs  et  divisant  ensuite  toute  ré(piation  jiar  c/a'j3', 
il  viendra  c(dle-ci 

par  hupielle  ou  pourra  déterminer  l'une  des  d.eux  constantes  et,  ,';  par 
l'autre. 

Je  tire  ,'î  de  cette  é{|uation,  j'ai 

^  B'-hC'a' 

donc,  substituant  celte  valeur  de  .3,  j'aurai 

/■       A  +  B  a  \  ' 

où  a  el  y  demeurent  iudeteiiuinétîs. 

Oii'oii  réduise  niaiuleuaiit  la  (luantité  (    -  ^7 r-,-)    t'ii  une  série  qtii 

'  \       B'-t-  C  a  /  ' 

procède  suivant  les  puissaïues  de 's:,  mais  en  sorte  que  ces  puissances 
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lillciil  en  diinintnint,  ri  >i  l'dii  mi|i|h)sl',  en  général, 


/_  A  +  BaV 
l,      B'-hCoc)   ' 


Tai"  (■  T'ai"-'  -f-  '1'"»;"-' -4- T"'«i"->- 


/x,(  =  Tax'-^'"  -+-  T' aa' *■■"-'  -+-  T"ax'^-^'-^  +  . . . . 

Or,  iiimnic  ci  v{  y.  SDiit  ailiiliiiiii's,  on  ;iui:i  iirir  iiiliiiilc  df  \;ilciirs  dillc- 
renlc's  do  Vj.,f,  t'I  il  s'ensuit  de  ce  (|iie  l'équalion  dillcicnliellc  (Fj  esl 
linéaire,  qu'on  pouiTii  ét;alenient  prendre  pour  v,  ,  la  scnnrne  d'autant 
de  CCS  dillereules  valeurs  (|u"ori  voudia. 

l)(Uic,  si  l'on  picud  un  uoiiilirc  (|iicIc()U(|1H'  de  couslaiites  dillciciiles  a, 
h,  (•,...,  y.,  ':.  y (Ul  aura,  eu  i^ciicial. 

y,.,       l'  [aoL'*-"  +  b  g^+i"  -t-  c-y-'+i"  -H  . .  .  ) 

+  T'  (a a'-*-!"-'  H-  ôê'^*-'"-'  +  c-y'+i"-  '  + .  . .  i 
+  ï"(  a  «'+>"-»  +  b  ê-'+i"— ■  +  67'+!"-^  -h  .  . .  ) 
4-  T"'(a«'+i"-'-H  66'+:"  '-(-  cy^+i"-  '-»-...) 


Je  remar(]ue  maintenant  qu'à  cause  du  uoniluc  iiuleliui  des  c(Uislantes 
arl)itraires  a,  b,  c,...,  %,  o,  7,...,  la  (|uautité 

«a'+;-"  +  b  %'**'  -f-  cy*'-'  -(-... 

doit  pouvoir  représfuiter  une  fonction  quelcou(|ne  de  x -\- \j.l  que  je  dé- 
signerai par  la  caractérisli(|ue  /"  ainsi,  /"'a- -t-  ;j./^  ;  et  alors  il  esl  visihie 

que  les  ([iiaiitilcs  scuililaldrs 


«»"-!"-'+  6o"i"^'  -H  cy'+'"-'-t-.  .  .,      fla'+:"-»-f-  //g^+:"-=-4-  cy'+:"  '- 

devieudiiMil 

/a-  +  ij.l  —  I  I,     /(.r-l-  (Ji/  —  21,. . .; 
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(U)iic  l'aisaiil  ces  sul)slituli()iis  on  aura,  en  gi'iiéral. 

j;,,  =  Tf[X  -f-  yt)  -t-  Tf[X  -h  ut  —  l)  -h  'ï"fix  +  jH<  —  2)  -I-. . . . 

8.  La  détermination  do  la  fornnp  de  la  tbnelion/fa?  +  u.f]  dépciul  des 
valeurs  de  j.,,,  lois<[ue  /  =  o;  en  ellet,  si  l'on  fait  /  =  o,  on  a 

T  z^  I ,     T' r^  o,     T"  =  o, . . .  ; 
donc 

D'où  il  s'ensuit  (]uc  l'on  aura,  en  général, 

V:,.,  =  T  )-^^j.,.o  -+-  T;rx+;./-i,.  +  T"_)V+,,,^,.o  -t-  .  . . , 

oîi  l'on  voit  ([ue  les  quantités  j'j^.p.,,o ,  v_,+u.(-i.ii.---  s(uit  lontcnucs  parmi 
les  termes  (|ui  forment  le  premier  rang  liori/.ontal  de  la  Talile  du  n"  G. 
jiourvu  iiu'on  suppose  (|ue  la  série  tie  ce  lang  soit  aussi  continuée  à 
i;;uielie  de  celte  manière 

...,,       J_(x+1).0,         J-X,0 7-3.0,         J-J.O,         J-.,»,         .Vd.O. 

Si  donc  on  regarde  tous  ces  termes  comme  donnés,  on  aura  par  la  for- 
mule précédente  la  valeur  d'un  terme  (|utdcon(|ue  v,  ,  de  la  Tahie  dont 
il  s'agit,  dans  le  cas  oii  (die  est  supposée  formée  par  une  loi  telle,  que 
l'on  ail  constammeni,  entre  (|ualre  termes  cimligus  ou  disposés  en  cai'ié, 
une  e(|ualion  de  la  forme    Kj  du  n"  7. 

9.  Si  l'on  suppose  (|ue  tcuis  les  termes  du  piciuier  rang  iHui/.onlal.  (|ni 
précèdent  Vo.o.  l'esl-ii-dire  les  termes  de  ce  lang  conlinue  en  arriiTc, 
soient  nuls,  ee  (|ui  |>eul  avoir  lieu  dans  un  grand  nondire  de  l*i(d)leines. 
alors  l'expi'ession  de  i,  ,  sera  ((Uijours  composée  d'un  nondire  tini  de 
termes,  parce  (|u"il  faudra  en  icjeler  tous  ceux  où  se  trouvera  >■,„.  .v  elant 
un  nombre  négatif  (iuel(on(|ue.  On  aura  (huic  dans  ce  cas 
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I):iiis  Idiis  les  iiiitrcs  IMS  lu  si'iic  ira  ii  l'iiitini,  ii  iiioiiis  i|iii'  l'un  n'iiit 
H' =:  o  ou  (','=;  o;  parce  (m'aliirs,  ii  cause  de  /  e^al  il  un  notiiliic  eiilier 
|i()sitif',  la  série  des  <]nanlilcs  T.  T',. . .  sera  tinie  et  n'a  ma  ([iw  /  '    i  leinics. 

10.  l'uni'  niiMili'ei'.  |iar  nn  exemple  eunini.  rapprnalinn  île  l:i  rinniiile 
pi'éccdenle,  je  pi'cnds  eelni  île  la  Tahlc  de  l'ascal  pimr  les  ciiiiihinaisuiis, 
dans  laiiindle  on  sail  ipie  clia((iie  terme  est  éi,^al  à  la  soniine  de  celui  ipii 
le  pi'éci'de  dans  le  nu'nie  raiii;  horizontal  et  de  reini  ipii  est  an-dessns  de 
ce  derniei'  dans  le  niènie  rani;  vertical;  de  pins  le  premier  i-ini;  Inni/nn- 
tal  est  toni  formé  d'nniti's  et  le  premier  lanit'  vei'tical  est  tout  /.ero.  D'oii 
il  s'ciisnit  (jn'on  a  d'alioi-il.  en  i;r'in''i"d,  cette  l'ipialimi 

X'+i.i+i  =J''i,i-t-i  -+-J)'i,/) 
et  iiirensiiile  on  a 


|j,o=  1 ,    tant  (|ue  :r  --  o,  i,  a, .  .  ., 
y\.i^  <i,    tant  que   /  ^  i ,  ?.,  3, .  .  . . 

dette  éiiiiatioli  étant  comparée  i»  cidie  dti  n"  7,  on  a 
A  =  i,     B=^o,     B'=i,     G-    -i: 


donc 


A  +  Ba  I 


B'  -1-  C'a        a—  I  ' 

ce  i|ui  étant  élevé  ii  la  puissance  /  donne  la  séi'ie 


t\t  -h  i)      ,  ,       /  (  /  -h  I  )  (  <  +  2  : 
a-' ■+-  la  '   '  -\ a  '"' -\ ;; «-'■  '  +  . 


de  sni'le  ipi'on  aura  dans  la  formule  i;éuéi'ale  du  numéi'o  cité  u. -- —  i  et 


T=l,       T=:t,       T 


r„  t{t   +   l) 


IV. 
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Donc,  |i;ir  l:i  Idiiiiulr  ilii  n"  S,  on  ;uii;i,  en  i;i''n('i';il, 

lit  -hi) 

y\.,  =r.-/..  +  O'-'-..»  -^ —  /-'-=■•  -^-  •  •  •  • 

Mais  en  t'aisaiil  ,r  —  o  on  doit  avoir,  pai'  rii\  pollii'so,  jo,,  =  <>,  imi  sup- 
posant /  =  1 ,  -2,  3,...  ;  donc  il  laudia  (|ui'  l'on  ait,  en  général, 

r_,..  =  /.>•_,_,..  +  — ^-^  >•_,_...  + . . . , 

(pifl  (pic  soit  /,  poin'Mi  ipic  ce  soit  un  noniliic  {'iiticr  [Xisitil':  d'où  il  est 
facile  de  conclure  (pic  l'on  doit  avoir 

.r-,.o^  o,   j_,,„  =  o,..., 

et,  en  gênerai, 

tant  (]iie  .V  sera  entier  lu'gatif,  ce  qui  osl  le  cas  du  n"  0,  dans  le(pi(d  nous 
avons  \  Il  (pie  la  série  devient  finie. 

On  aura  donc,  d'apri's  la  r(ninule  de  ce  numéro, 

t 

i  .■>...  .X  —  / 1 

Ti  Ile  est  l'expression  générale  d'un  lêrmo  quelconcpie  de  la  Talile  de 
Pascal,  en  sii|)posanl  (juc  les  termes  (|ui  formenl  le  premier  rang  hori- 
zontal, cl  (pli  sont  représentes  par  v,,,,,.  yi.u.  .Vï.o---  •-  soient  (piclcompies. 
Mais  dans  le  cas  de  la  Taille  de  Pascal  ces  termes  sont  tous  égaux  à 
runite:  sulistituaul  donc  l'unité  à  la  place  de  ces  (|uaiitiles  dans  la  l'or- 
iiiiile  ci-dessus,  on  aura 

r /  -I- 1 1      / ,  /  -f-  r;  ( / -t-  2 1  (■  t -\-  \ \. .  ax  —  \} 

ce  (pu  >c  rednil,  ((iiiiiiie  l'on  sait,  ii  cetli'  expression  plus  simple 

_    ,  l  -,-  1  ,,/-!-  2  ),/  +  3    ...  X 
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II.  .Noms  iivoiis  rciii;ir(|ii(''  ci-di'ssus  que  la  solution  |htcc(IciiIc  (loiiiic 
t'U  g'rnci"!!,  une  ('\|ii(>sioii  liiiic  de  v,  ,,  lors(|uc  (7=()  ou  IV-- o;  exa- 
minons donc  (l'jihoid  ces  deuv  las. 

r"  Soit  ('.'--:();  idors  l'é(|uation  dillciciilit  Me  '!•"  ii'aut;i  ([ue  trois 
Iriiiics  cl  scr;i  (In  [ircniici- (irdic.  l-^l  s|  \'i,[\  \'a'\\.  |Hiuf  idin-ifcr. 


v=P' 


A-t-Ba  / 


rr  qui  cliiiil  cicvc  ;i  l;i  |iiiissan(e  /  et  ensuite  conipai'é  ii  la  f'oiinide  ^éné 
raie  Tx^-'  -h  Tc/.v-'-'  ^- ionncr;» 

^=1,      1       //,      I        tp',!,      I p'g' 


Donc  (S 


r''  =  p'\rr+"-^  'i: 


lit  —  I 


q'y'x-t^i-j.t.  -4-  • 


Ou  \i)il  ici  nnii-scidcuicul  (|uc  la  si'iie  est  t(Uijours  linic  loi>(|iic  /  es!  un 
uondu'c  culici'  piisitir,  mais  encore  (|u'elle  ne  contient  (|ue  des  (|uanlites 
de  la  l'orme  1'^.,, ,  s  étant  positif;  d'où  il  .s'ensuit  (|ue  dans  ce  cas  il  sullit 
(juc  le  premier  l'ani^  horizonlnl  de  la  Tnhle  du  u"  fi  soit  donné,  pour 
qu'on  puisse  déterminer  la  vali'ur  de  (pirl(|nc  lcru)e  ipie  ce  soit  de  la 
même  Tahle. 

2"  Supposons  que  l'cui  ait  1}  ^^  o;  l'cipiation  dilléreuliidlc  n'aura  aussi 
([ue  trois  termes,  mais  (die  sera  du  sec(UHl  ordre,  j-'aisant  dans  ce  cas 


=  P' 


B 


A-!-Ba  /         7> 

(devant  celle  (juaulile  ;(  la  |)uissancc  /.  d  ciuuparant  avec  la  t(Uiuule  gé- 
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tii'i'iilc,  (III  ;iiir;i  a  =  o,  cl  les  valeurs  de  T,  T,  T",...   seront  les  nu'iiifs 
(|iir  ilaiis  le  cas  |ircc(''(lciil. 


Ainsi  iiii  iiiifa 


,r            ,            ^   t(l-i)    , 
y:.,  =  p'  I  y..«-^  lqr.-,.o-i —  q-y-s  ,„■ 


(rllc  c\|)rcssi(iii  csl  loiijoiirs  liiiic  tant  i|uc  /  est  un  nuiiilire  ciilicr  po- 
viiil;  mais,  l(iisi|ne  t  est  >>r,  clic  contient  nécessairement  des  quantités 
lello  (|ue  v,„,  *■  étant  néii,atif.  Ainsi  il  ne  suftira  pas,  dans  ce  cas,  que 
le  |ireiiiicr  rang  horizontal  de  la  ïahle  du  n"  G  soit  donné,  il  faudra  en- 
core sn|)poser  donnés  les  teiines  précédents  r_,,o>  Y  ■>,„ Si  l'on  ne 

coiinail  pas  ces  lerines,  mais  (pie  l'on  c(uinaisse  ceux  ipii  t'oiinenl  le 
picmici  rani;  vertical  de  la  Talile,  on  pourra  alors  déduire  ceu\-lii  de 
ceux-ci  de  la  manière  suivante. 

Je  lais  j:  ^  o  et  /  successiv(Muenl  =  i ,  2,  3, ...  ;  j'aurai 

Jo.,---  /?(.>•».«-»-  Î;--.,o, 

)■«..-  p"yXo-^  -y-qy  ,.0  +  q'y  2.0  <, 


d'où  il  est  facile  de  tirer 


p"  p- 

1  3  3 

I    .  ^3-  p.'  p-  J 


et,  en  général 


I  s  sis  —  I  I 

I  j  p>j  pt-\  J  >  ■}.p'-'    ■ 
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Je  iiiiicliis  (le  là  (HIC,  si  l'on  considère  l'cs  deux  séries 

I         I         I 

p-  i>-  /;'• 

(|lli  SOIll  Sll|)|l()SCCS  (loiIlKM'S,  cl   (lu'oll  (li'tHilc    |Hilir  pins  de   silil|il|r||c  lc> 

Icirncs  (le  hi  |iiciiii('rc  |);ic 

\,V,.V„Y3 

cl  ceux  lie  la  sccuiidc  |)ar 

Y,  Y',  Y",  Y'",...; 

(|irciisiiilc  (II)  |)iciiiie  les  (liji'crciiccs  successives  des  leriiies  de  celle  dei- 
nièi'(\  lesquelles  soicul  deiioli-es  par  la  (  aia(lerisrK|iie  A.  en  smic  (|ue 
l'on  ait,  cdiume  on  sait, 

A  Y-     V- V, 
A'Yr=^Y'-2Y'-+- Y, 

A'Y— Y"'-3Y"-t-3Y'-  Y, 


(|U  lin  su|i|i(isc  enlm  (|ne  la  |ireiniere  snilc  soil  cunlinnce  en  ai-riJ'rc  |iar 

les  leillies 

V  „  V    „  V    , 

Ies(]uels  soient  rcspcctivcuicnl  ('gaux  à 

AV.  A  \.  An 

en  surlc  ijuc  l'on  ait,  eu  g(l'ueral, 

Y-.=  à'\  : 

lin  aura  la  roiinulc 

7i.<  =(/"?/    Y,+  n,_,-<-  --.;-■   Yr-j-i-    - — -   2 Yx-, -^  . 

dans  la(|uelle  lnulcs  les  (juaulilcs  Y,,  V,_ scnuil  coniun-s. 
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I  2.  .M;iis,  si  m  (1  ni  |{  ii"csl  <'ix;\\  ii  /.('to,  alois  il  csl  impussihlr  il^ivoir, 
en  i;(''iu''i"il ,  une  i'\|ircssiiiii  tiiiir  |Minr  i,  ,  |i;ii-  l;i  inclliodc  du  n"  7  ; 
('l'pciulaiil  dii  \  |)riil  |);ii\ciiii'  |i;ir  iiiir  :iMti('  iii«''tli(i(lc  (|IU'  IHUIS  ;iII(piis 
exposer. 

Je  re|)reii(ls  re\|iressi(iii  de  ,'5  en  Cf.  il  ,  l;i(|iiclle  esl 


P  = 


A-(-B<: 


je  fiiis 
d'où  je  lire 


B'4-C'a' 

B'  -*-  C'a  ^  —  0), 

w  +  B' 


et  SLibsliluanl  dans  la  valenr  de  p,  il  me  vient 

BB' 


C     /    M 


J 'an l'ai  done  ainsi 


^--r7  h+     B' 


AC 


B    /  0 


Os  valeurs  étant  sulistituées  dans  la  (|ininlité  a'' l'J ,  l'édnisant  ensnite 
cette  (inanlite  en  série  snivant  les  nnissanees  de  -•,  on  aura  uiH'  expres- 
sion  de  la  l'orme 

ex."^'=  V  &>^  +  V  6)'-'  +  V"  M'-^  +  V"  M^-'  + .  . . , 

la(|nelle  sera  toujours  composée  d'un  nomltre  tini  de  termes,  x  cX  /étant 
des  nombres  entiers  positifs. 

Oi',  puis(|ue  '»  est  une  eonstanle  indéterminée,  il  esl  l'aeile  de  prouver, 
par  un  raisonnement  semblable  i>  celui  (|u'on  a  t'ait  dans  le  n"  7  ridalive- 
mcnt  a  rimiélerminée  «,  (pie  l'on  aura,  en  général, 

Xz.i  =  ^'/( X ]  -1-  V'/( a-  —  i   -h  \"f{ X  —  ■}.]  -h  \"'f\  A-  —  3 )  -H  ... , 

la  eai'acléristi(pie  y  dénotant  une  l'cuiclion  (luelcoïKjue. 
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rdlc  fsl  (liilir  rr\|)rcssu)||  i^('ll('i;ilc  ilr  v,  ,,  cl  Cflli'  l'Xprcssiiiii  ;i  sur 
d'Ile  (lu  niiiiicni  cilc  r;i\;iiit;iL;r  il'ilir  hMijoiiis  tinic. 

I.'?.  Sll|)|iiiS(ills  lii;iill|i'ii;iill  (|llc  les  Milclirs  (Idlllici's  di-  r  sdii'lil  crllcs 
(|ui  rniiiiclll  II'  |il'i'lllU'l'  r;ill;4  ll<iii/(iill;il ,  l'I  \r  |)l'riiii('i'  l'MIl;;  vcrliciil  ili'  \,i 
Tnlilf  (In  II"  (■>,  c'csl-ii-diic  (|iii  icikmkIciiI  ;i  /  o  cl  a  a' -  o;  cl  NOVdiis 
ciHMiMciil  iiii  ildil  ilcici'iniiici'  |i;ir  leur  iikincii  les  ilill'crciilcs  valeurs  de 
l;i  tundioii  f[x],  />  -f       i   

i"  Soit  donc  /—  o,  cl  l'iiisiuil  |i(iiii'  plus  de  ^iiii|di(ik' 


—  —  =  m.     H'  =  II, 


en  s(Ule  (|lic 


X  {  X  —  Il 

a  =  mr.t  1  1  +       1      cl      a':    m'  j  w'h-  jc«f.i^  "'  -i- n''')'' 


4- 


V  :=  m',      V      -vii  m',      V"  =: ifin', ...  ; 


yi,a=r-  m'  I  f[x  ]  -h  xnfy  x  —  i) -^ iffix  —  a    -h  . 


Sn|)|i(>S(iMs  succcssivcuieiil 

.r  =  o,  1 ,  2,  3, ...  ; 


/.,.=  'n[JV)-^nf  O)], 

y\> ~  m}[f[i)-\-i.nf'  \)  +  n'fi  o i J , 

j3.o=  m'[f{3)  ■+■  Znfc?.)  -4-  Zn'fii    -+-  ii'J'  o 


ne  RECHERCHES 

iToii  i'dii  lire 

-  fi^)~  Ji.»  —  To,», 


n'-f'^^^    -mn^^y''-°~  ^  .>V»+ro.«. 


1    ^  -  I  3  3 

— 3  ./      3  I  =  — ,— .  J-5,(, J—    >-2,0   H J,,0  —  J-0,11, 


nvn--'  nvn' 


D'où  l'on  [x'iil  coiicliiic  (|nr,  si  l'on  cons'uli're  la  série  des  Icriucs 

et  (|u'oii  les  désigne  |iar  Y,  Y',  Y",  Y'", . . . ,  ([u'eiisuile  on  preiiiie  les  dif- 
l'ereiices  successives  de  ces  termes  et  qu'on  les  désigne  à  ht  nianiiTc  oïdi- 
naire  par  la  caractéristique  A,  on  aura 

/(o)  =  Y,    f\i)^n\\,    /i2)  =  «'A=V,    /(3)-    n'A'Y,...,    f[s]  —  n'^•\. 
2"  Soit  a;  =  o,  et  faisant,  pour  abréger, 


•Ml  soi'te  (jue 


B  --,       AC 


P=:,<.^-^ 


et  |)ar  (■onsé(juenl 

"^     \^  0)  2W'  2.3.&)'  J 


donc 


\  =p',     \  '  ^  /  qp',      V  = g  Y  '  •  • 


r^.<  =  p'  [/(«)  +  '?/(  -  •  )  +  ^^V^  9'/(  -  2)  + . . .] . 
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<  —  O,    I,   2,   3, .  .  ., 

J.,.-/(") 


(I  on  I  on  lire 


>■".'  —  .^o.o. 


q'f{  —  3)  =  — .r«.3 :  r.,.-^  -  r».,— r»-». 


donc  si  l'on  consHliMc  l;i  scrif 


[,■  !>■  p- 

ol  qu'im  (lôsigne  les  Icniics  de  cctlc  série  par  V,   V.    Y,    V (|ii'en- 

siiile  lin  prenne  les  (lill'éi'ences  successives  de  ces  lei  nies  et  (|ii'(p|i  les  de- 
sii;iie  (i;ii'  l:i  ciiraclérisrn|iie  o.  on  ania 

/•,  V     /•,        .       ^Y      /■,         ^      ^'Y      r,      ^s      ^'Y  .  Ô'Y 

/(O  =Y,  ./(-i)=-^,    /(-2^=— -,/(- 3)  =  —,.-•,   /,-«,=  —. 

Ainsi  Ton  connaitia  les  valeurs  de/.v,.  soil  i|ue  .v  soil  |Kisitii'(Ui  nei;atil'; 
et  l'on  aura,  en  général,  <omnie  ci-dessiis. 

ys.,  —  V/i X   ■+■  V'/( X  —  r  -h  \"f[X  —  n)  -h 

iV.  ?.3 
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A  r<'gai(l  (li's  Viili'ius  (le  V,  V,  V" il  rsl  «hiii    (|iic  |iimr  lo  lioiivcr 

il  ii'v  ;iiiri»  (|u'à  multiplier  cnscmhlo  les  séries  ci-dcssiis  (|ni  (lninitiii  les 
valeurs  de  a.-'  el  de  p';  on  aura  par  ee  moyen 

V  =  m'p', 

V  =  nVp'  (  xn  +  Iq  i , 

.,„  ^     VxkX—  I)     ,  ,  t\l  —  \\      ~\ 

V  =  m'p'     ■ n}  -+-  xn  .  Iq  H q-  U 


'^m'p-]j- 


{x  —  i){x  —  ï)  x[x  —  i' 


2.3 


n-.tq 


+  xn---^ —  7=  H ^ </'    , 

K(  si  q  =;  n.  ee  (|iii  a  lien  loiscjne  A  =  o,  on  aura  plus  siinpleini  ut 

V  =  m'p' , 

V":=  m' p'  \x  -\-  t)n, 

Ix  -i-  t]{x  -\-  t  —  i)    , 

V  =  m'p' «S 

X  -h  t){x  -\-  t  —  l){X  -i-  t  —  2)      , 

V  '"=  m'p'  '■ ^-^ ~  n}. 


Le  ProhU'Uie  est  doue  résolu    avee   toute  la   simplicité  et   l.i  i^eueialite 
(|u"ou  peut  désirer. 

14.    Dans  l'Kxemple  du  n"  10  (in  a 

\       I.     B       (),     H'-i,     C'=:-i; 

doru' 

;H=:I,      n=:I,      p=^0,      ^  =  X       rt      JXJ  ^=  J . 

Doue  on  lr(Uiveia  i  ii  cause  de  p  ^=  o,  q  =  x   el  pq  ^  i) 
V  =  o,     V  =  o,     V"  =  o, . . . ,     Vi'  '>  r   o, 

2  2.3 
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Ijisiiiic   lii  sciic  V,  V,  Y",...  (Icvicndi-i  ,Y„  „<}',.„,  V'^. <!'•  soric 

(lu'uli  :iin';i  .  en  i^i-licnil  . 

fis,      A'.r,,,,, 

s  cUiiil  Mil  iiniiilirc  iMisiliC.  I!iitiii,  ii  iiiiisc  di'  />  —  o,  y  ==  v:   cl  ptf      i  ,  un 
Irouvciii 

/'))=.>v..   /i-''  =  -.n...    f'--^->^r:' J\-s)^  ±.y\>\ 

le  signe  sii|)criciir  cliiiil  [idiii-  le  cas  de  y  piiir,  cl   riiirciiciir  pour  c(diii 
i\v  s  iiiiiKiir. 

Siil)stilu;iiil   (Idiic  CCS  \iilciiis  (hiiis  rc\|)rcssii)ii  ij;ciici"ilc  de   >-,  ,,  on 
uuia 


>T,(=  w' 


X{X  —  1)(X— •}.).. .t  X{x—l)...[t —  l)  X\X  —  r)...(/—  2)  I 

i.?..3...(jr— /-)-r>  •    ■         i.9...(.r-    I -■- -î'  •  '•         i.2...(a:— / -(- 3)  -^ 


ini  les  diU'éreiues  A  j„  „ ,  A->'„„ —  se  lapporlenl  un'u|neiiieiil  aux  leiiiies 
dii  premier  rang  horizontal  y„  „.  .Vi,...  Vo  „,...,  en  sorte  (|ne 

^jo,.  =7i,«  — j... .    A^j„,,     _n.o  —  2/,..  -t-  >■„,.,,  — 

Par  le  moyen  de  cette  formule  on  peut  donc  avoir  la  valeur  d'un  terme 
(piclcoii(|iic  Av  la  Talili'  de  Pascal,  en  su|)posaiil  (|iie  ihiiis  celle  T;ililc  le 
|)reinier  rang  liori/onlal  cl  le  premier  rang  vei'tical  soient  (|iielcoii(|iies. 

Dans  la  Talilc  niciiic  de  Pascal,  le  |)rcmier  rang  Inui/ontal  est  timl 
l'orme  (riiiiiles,  cl  le  premier  rang  vertical  est  tout  /.ero  a  rcxccplioii  du 
|)reiiiier  leriiic,  en  sorte  ipie  l'on  a 


doiM 


70,0=1.      J,,,=  l,      7,,,=  !..., 

r«.>  =  O'    Jo.'  -;  o, . . .  ; 
A^j.o  --  o,     A'_^o.o  -  -  o, . . . . 


23. 
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Am>.i  l;i  ri)iiiiiilc  [Jiccfilcnif  devioiuli'a  dans  ce  cas 

_  x{a:  —  i){x  —  2). .  .  /-»-•]. 
•^'•'~  1.2.3...    r        /  "' 

Cl-  (|ui  s'accorde  avec  ce  (|ii('  l'on  a  trouvé  à  la  tin  dn  n"  10. 

15.   Soit  proposée  niainlenant  l'équation  générale  du  second  ordre 

(G;  <  +  B' r,.,^,  +  C'j.^,,,+,     =  o. 

Je  fais,  comme  ci-dessus, 

siii»liliianl  et  divisant  ensuite  tous  les  termes  par  ac//fj'.  il  me  vient 
cette  écjuation  en  y  et  ,'5 

(H)  A -f-Ba-f-B'^^Ca'  +  C'«;3  +  C"P'  =  o, 

[)ar  la(|uelle  lui  pourra  déterminer /5  en  (/. 

Je  cherche  donc  par  la  méthode  connue  de  .\e\vton  la  valeur  de  /5  en  y 
exprimée  par  une  série  descendante,  c'est-a-dire  dans  la(|uelle  les  expo- 
sants de  y  aillent  en  diminuant.  J'élève  ensuite  cette  série  ii  la  puissanci'  / 
au  moyen  des  formules  connues  pour  cet  ol)jet;  j'ohiiens  par  l;i  une  va- 
leur de  /5'  en  a  de  la  forme  suivante 

^'  =  T  rz'^'  -+-  T'îfi"-i''  -+-  T"a>"-:^"  -1-  T"'a""-  i^'"  H-  .  .  . , 

où  les  nombres  y.',   a",  u.'',  .  .  .  seront   nécessaireuu'ul   tous  positits   ci 
croissants. 

Donc,  substituant  celle  valeur  (]o  [l>' ,  on  aui"i  ci'tte  expi'ession  parlicii- 
lière  de  v,.,,  savoir 

)j,,  =  Il  ay.'*^'  -l-  'ï'ay.''^'^'  •''  +  11"  a  ct'^''-'^'-"  -t~  .  .  . , 
dans  la(|uetli'  ci  el  y  seront  des  constantes  indéterminées. 


SI  u  i.i:s  SUITES  KKci  iuu:nti:s.  ihi 

l»i'  l;i,  |(:ir  iiii  iMisoiiiirmcnt  seml)liil)li'  :i  it'liii  ilii  ii"  7,  on  liriTii  iiiiiiic- 
(li;ili'iiiiiil  r(\|iicssii)ii  i^i'iirM'iilf 

>•,.,  =  Vf  x+  u.t\  4-  Tf(x  -^  u.t—  ul'  )  H-  T"/(  X  -i   ij.  I       a"    -,  

I:i  (•;ir;i(lcnsti(|uey"(lénohinl  une  I'kik  limi  (|ucl((iii(|ii('  iiiili'IciiniiHf. 

Or.  Iiinl  (jnc  (7'  ne  scr;)  pas  mil,  rc(|iiall(iii  m  j''/  nioiilcia  an  sccoiid 
(logrc  et  aura  par  (•()I1S(m|hciiI  deux  raiiiics;  (Ui  aura  (Itnic  |iiimi'  j'i,  cl  |iai 
conséquent  aussi  \)ouvf-j',  deux  si-rics  (linV'iriili-s;  (Idiic  si  raiitic  valcin- 
(le  ,6'  est  rcpiTscntéc  par  la  série 

y      U  x"  -+  V'y:'-'  -4-  V"v.-'  ■■"  -^  V,"'cK-'--"'  -t-  .  .  .  . 

les  iiDinliics  v',  v' ,  V  ....  élant  aussi  pnsilils  el  croissaiHs,  un  en  lircra 
|)areil!i'iiieiil  une  valeur  de  ^  ,  ,,  ipii  sera 

y^j  =r  U  9  !  .r  -+-  y  f  )  +  U'  9  f  X  -f-  V  <  —  v'  )  -I-  U"  »  (  X  +  y  /  —  v"  I  -I-  .  .  . , 

la  caraetérisrHiuo  es  désignant  aussi  une  rniielioM  (|ii(lriini|iie  iiideler- 
minée. 

Réunissant  niainleiiani  ces  deux  valeurs  de  >,,,  ou  aura,  en  gênerai, 

y,,,  =  'ïfix  -f-  u.t)  -f-  T'/(.r  -+  (jJ  —  u.'  )  -h  T'fix  -\-  at  —  fj.")  -h  .  .  . 
-t-  U  9  i  JT  -1-  V  /  )  4-  U'  9  (  je  +  y  /  —  y'  j  -f-  U"  o  I  jr  -I-  y  /  —  y"  )  -i-  .  .  . , 

expression  (jui  est  néeessaireuiont  l'intégrale  c(uu|)li''li'  Af  la  piuposce. 
puis(|n'elle  eontieni  deux  fonctions  indéleriuinees. 

16.  Il  est  elaii'  (pu-  cette  ox|)ression  de  >-,_,  sera  toujours  composée 
d'un  nombre  infini  de  termes,  à  moins  (|ue  les  deux  valeurs  de  li  en  y  ne 
soient  Unies;  ce  (pii  n'a  lieu  (pu'  lorscpu'  l'tMpnilion  II  peut  se  décom- 
poser en  deux  e(iuations  du  |)remier  degré.  Dans  ce  cas  on  aura  pmn 
V,  ,  une  expression  finie,  el  |)ar  consé(|ueut  on  aura  l'intégrale  Unie  de 
reciualion  diU'eicnlifdle  proposée.  .Mais  il  |)eul  ai'rivei'  lians  le  mcnic  cas 
(|in'  les  deux  valeurs  de  [j  t'U  a  soient  égales;  ce  ipii  donnera 

u  =  T,    u=r,..., 

V  =■-  u,      v'  =  fx', .  .  .  , 
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en  sorli' (|iii'  les  deux  tniit ii(>ii>  inliiliaircs  se  loiidroiii  cii  une  seule:  cf» 

(|ui  rcmlia  la  valeur  de  y,.,  incoiniili'le. 

Pour  reniédior  à  cet  incouvéniciil  on  supixjscra,  siiivaiil  la  méthode 
usitée  dans  ces  sortes  de  cas,  (|iie  les  deux  valeurs  de  jS  dilieictit  entre 
elles  d'une  quantité  très-petite,  c'est-à-dire  qu'on  prendra  pour  la  se- 
conde valeur  de  (i,  j'3-i-r/,'5:  ce  (|ui  donnera  pour  la  seconde  valeur  de  |5'. 
^' -t-  f^'~'dfj,  oii  il  laut  reniarcpiei  que  la  diUérentielle  d^  denienrc  in- 
déterminée. |)arce  (|u'en  diderentianl  l'équation  fHj  il  arrivera  nécessai- 
remenl  que  les  quantités  par  lesquelles  les  deux  diiïerentielles  du  et  r//S 
se  trouveront  niullipliées,  seront  nulles  à  la  t'ois.  De  là  il  est  aisé  de  con- 
clure (|ue  si  l'on  dénote  par /F,  T',  ,T",  ,T', ...  les  valeurs  de  T,  1  ,  T", 
T  , ...  (|ui  repondent  à  ^  -  i,  c'est-à-dire  qui  résultent  de  la  substitu- 
tion de  /  —  I  à  la  place  de  /,  on  aura  [)our  v,. ,  cette  autre  expression 

rr.,^-'\\f[x  -h  fz-t   -t  Vf(x  -h  [1.1  —  fj.'   ".-  T'f[x  +  u./  —  jjl"  )  -h . . . 

-r-t;VV[x-^u.^l'    i]]-~i;rV[x-^u:\l  —  i  — /y.']-(-/,T"F[.i--*-f/i/— i)— fA"]H-..., 

dans   la(|uclle   les  caractéristiques  /  ci   F  dénotent  des  Jonctions  (piel- 
conques. 

17.  l'onr  (lelei miner  mainlenant  les  fonctions  arbitraires,  on  suppo- 
sera que  les  deux  premiers  rangs  horizontaux  de  la  Talile  du  n"  (i  soient 
donnés,  c'csi-à-dire  qu'on  connaisse  toutes  les  valeurs  de  /,„  et  de  j,  ,  ; 
on  fera  donc  i"  /  -  <>.  et,  comme  dans  ce  cas  on  a 

T  =  I ,     T'  -  o,     T"  =;<),.... 
et  de  même 

U=:l,       U'  O,        L''         O 

la  fornnile  du  n"  f.î  donnera 

.)t.o=^/  X)  -•-  o{x  \; 
on  fera  ■?"  /  -■  i ,  et.  dénotant  pari.  5'.  0" -j,  v',  ii",...  les  valeurs 


SDK  i.Ks  si;ni:s  kkcikukn  ri;s.  i8:} 

fie  r,  T  ,  i r,  L',  L)"  , ...  i|iii  n'|iiiii(lriit  ii  /        i ,  l;i  liiiMiic  liirimili' 

il<iiiiH'i':i 

_|V,,  =  ô/(  ar  H-  ,u  )  -t-  6'/(  X -h  y.  —  fj.' } -i-  9"f(  x  -h  u  —  y."    -+■... 
-*-  uo'  .r  ->-  V  I  -t-  u'o  '  .''■  -i-  V  —  v'  '  -♦-  L<"o '  .r  -t-  V  —  v"    -*-...; 

ainsi  l'on  aiiia  {\ru\  (■(iiialion.'',  ii  l'aide  (lc.s(|iR'll('.-i,  en  (Itinnanl  siici  cssi- 
vcincnl  il  .ï-  lotîtes  les  valeurs  o,  i ,  2,  i,...,  011  [loiiira  (Iclcrinincr  celles 
(les  l'oni  lions/fj;)  et  o{x)\  mais  il  (!st  elaiiMiue  eelte  (léteriuinatioii  sera 
lirs-dillieile,  en  général,  ii  moins  (|ne  l'expression  de  v,  ,  ne  soit  tinie. 
ce  (|ui  ii'ariiveia  (|iie  lors(|ne  la  valeur  de  [j  en  c/  esl  tinie. 

Si  les  deux  valeurs  de  fi  sont  égales,  la  détermination  des  fonctions 
/(x)  et  V'x]  de  la  formule  du  n"  IG  sera  très-facile;  car  en  faisant  /  —  o 

on  aui'a  d'aliord 

}\.o=f'x); 

et  faisant  ensuili'  /  —  1 ,  on  aura 

,T  =  I .     ,ï'  =  o,     ,T"  =  0 

donc 

IV.,  —  Of  .r  -I-  y.  —  y'    -'-  O'fix  -+-  y  —  u'  1  -4-  ...  -h  F   .r   ; 

de  sorte  (ju'on  connaitra  innnedialenu'nt  par  là  les  valeui's  générales  des 
deux  foiiclions. 

18.  Au  reste,  (|Uoi(|ne  l'expi'ession  de  v,  ,  li(Uivee  par  la  nielliode 
précédente  soit,  en  général,  composée  d'un  uonilire  infini  de  lernii-s,  il 
y  a  cependant  un  cas  très-élendu,  et  ijui  a  lieu  dans  la  plupai'l  des  (|ues- 
tions  (|ni  conduisent  à  ces  sortes  d'é(|uations  dillerentielles,  dans  le(|uel 
cette  expression  devient  finie;  en  sorte  (pie  la  détermination  des  l'onc- 
tions  arbitraires  n'a  plus  de  dilTiculle.  (r  cas  est  celui  où  l'on  suppose 
que  si  r(Ui  conrniiie  en  airii'ic  les  deux  preiniers  rangs  horizontaux  de 
la  Table  du  n"  0,  tous  les  termes  <|ui  formeraienl  ces  rangs  ainsi  conli- 
nués  soient  nuls;  c'est-à-dire  lors(|ue  l'on  aura,  en  général, 

.n.o  =  o,    jx.i  -  o, 
tant  (|iie  a  sera  négatif. 


)8i  i{i;(;iii:u(.iiKS 

Kii  ctlcl.  il  csl  ai.sc  (le  voii' (|ii'nii  aiiia  al(»i> 

_/"(  —  «        o     et     9' — s)^=o, 

liiiit  (|iic  ,v  scia  plus  iiiaïul  (|U('  a  l'I  v:  de  sorte  (|iit'  cuiimic  les  ininiijics 
(|iii  sont  a|)i('s  les  (■araclcrisrunies  /  et  '^  dans  rcxpression  gciicialc  Af 
)',. ,  vonl  cuiitimH'lIcmcnl  en  diininiiant,  les  fonctions  de  ces  nonilircs 
deviendront  enfin  nulles,  ce  qui  rendra  l'expression  dont  il  s'ai;il  finie. 
Il  est  facile  niainlenant  (rappliijuer  aux  ('(luations  difl'erentielles  de 
•  tous  les  ordres,  comprises  sous  la  formule  générale  du  n"  (i,  la  uiellidde 
que  nous  venons  d'exposer  pour  les  équations  du  second  ordre,  d  (feu 
tirer  des  conclusions  senililahlcs:  ainsi  nous  ne  mms  eleiidrons  pas  da- 
vantage sur  celte  métliodi'. 

19.  Dans  le  cas  des  é(|uations  du  second  ordre  à  trois  termes  nous 
avons  trouve  uioven  de  remédier  à  l'inconvénient  de  la  méthode  géné- 
rale, et  d'(d)teiiir  une  expression  finie  de  y,,,  fl2);  en  considérant  l'arti- 
fice qu'on  a  employé  dans  l'endroit  cité,  et  (|ui  consiste  à  ex|)rimer  les 
deux  quantités  ît  et  /5  par  une  troisième  indéterminée  oj,  d'une  manière 
finie,  on  se  convaincra  aisément  (|u'il  [leul  aussi  servir  pour  toutes  les 
écjuations  du  second  ordre,  comme  on  va  le  voir. 

.le  reprends  donc  l'équation  fHj  du  n"  15,  et  je  fais  d'alioid  evanouii- 
les  termes  oii  les  indéterminées  sont  à  la  première  dimension,  en  sup- 
posant 

a  =  w  -1-  e,     j3  =  M  -+-  6, 

et  pii'uanl  ///  et  //  tels  (|ue  l'on  ait 

B  -   yA'.ni  -+-  C'n  ^  o,      B'  -+-  iCJ'n  -r-  Cm  ^  o, 

ce  (jui  donne 

2BC-B;C'  ?.B'C  — bc 

inoyennanl  (juoi  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

K  =  A       15/»   ■    B'  Il  -T  Cm-  H-  (7  nin  -i-  C"«% 


SI  i«  i,i:s  si'iTKS  uKci :uhi:m  i:s.  is.i 

(111  il  fcllc  liiilisliMiurt'  en  £  cl  y 

Cs'  i-C'-O  +  C'O'-f-K       o, 

hM|llcllc  fliilll  llllllli|)llrc  [)Al  ('.  |)cul  M'  llHilli'  snils  cclli-  lurilic 

(Ce  + /iQ   iCe-H/Ô) -f- Ck       o, 
CM  Mi|i|)o>;iiil 

Je  lais  iiKiiiili'iiMiil 

C  6  -f-  /(  Ô  —  û), 

j';nir;ii 

dnii  je  lire  Mii-lr-(li;iiii|) 

Ck 

f,)  4-  - 

ilmir  l'iiliii 


Ck 


,      (3  =  H  + 


C;/   -/(    '     K-"   .     /,  _/ 


AiiiM  li's  (lcii\  iridclciiiiiiiccs  7  cl  j'i  soiil  c\|)iiiiicc.s  |i;ii-  mic  linisiciiic  in- 

(Iclniniiicc  ■.)  (l'une  iiKuiii  re  linie  cl  >;ins  IV;i(iiiiii  e(iiii|ile\e,  de  soilc  (|iie 

hi  valciii'de  v:'  fl>'  sera  toujours  tiiiie  laul  (|uc  .r  cl  /  seront  entiers  |)(isilit's. 

Va  il  est  à  i'enKir(|ucr  ii  IN'i^ard  des  expressions  |)r(''c(''denles  (|uc  l'ani- 

l)iiiiiilc  du  radical  (|iii  cnlic  dans  les  \alcnrs  de  //  cl  de  /  n'inlliic  [ininl 

sur  la  foi  me  de  ces  expressions;  car  en  cliangeant  le  sif^iie  de  ce  radical 

on  ne  iail  (pu-  cl)aui;('r //  en  /  et  vice  rcrsâ ;  or  en  taisant  ci-  clianiicnienl 

CK    .    ,       ,  , 

cl  nicllani  en  mh'Iiic  temps  a  la  place  de  ',t,  cl  par  ciinsc(pn'nl  r,  a 


(*)  Dnns  lo  l<>\tc  primitif  lo  second  niiMiibii-  de  cclU*  rornuilc  a  k"  siiinc  -  .  ic  qdi  a  pour 
cfî(>t  Hc  changer  K  on  -  K  dans  les  ('\pr(^s?ii>iis  de  z  cl  de  [i.  Nods  avons  cru  (lc\().r  r(.'talilir 
rcNactiliidc  des  l'oriniiles.  [.\(itc  de  l'hdilfiir.) 

IV.  24 
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la  ]il;u'('  (le  —   '    ,  on  vt'rra  que  les  nouvelles  expressions  de;  y.  el  (5  en  v; 

seront  les  mêmes  (jue  les  premières  en  oj. 

('.(■la  posé,  si  l'on  l'ail,  nom'  aluéyec  ilavantaite, 

/  AK  I  CK 


X  =^  m  -i-  p ',1  -i -,         3  =  H  +  /-r,)  -+- 

j)ar  consécjnenl 

3:"'^'=  [m  -+-  pt,)  -1-  —  )     («  -t-  >''n  H ^ 


Cette  expression  de  cr^P',  étant  développée  et  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  w,  se  réduira  à  une  série  finie  de  la  forme 

\  H-  V'w  -1-  Y"r,)î  +  V"V„'  -H  . . .  +  V(-'+"  w^+' 
'V       "V       "V  i-'+ov 

où  les  coellicients  V,  \",  V", .  . .  ,  'V.  "V,  "V, . . .  seront  des  tbnelions  de  x 
et  /,  iju'uM  peut  (letcrmiiKT  par  diircrents  moyens  d'après  les  méthodes 
eoniuies. 

Donc  comme  '»  est  une  (piaiitilc  aiisoluincnl  arhilrairc,  on  en  [xunra 
concliifc  immédiatement  par  des  raisonncnicnls  analogues  ii  ceux  (pu' 
nous  avons  l'ails  pins  liaul  {1  )  l'expression  générale  de  v,,,,  hupn'llc  sera 

_>v,,  =-- \f  o )  -)- \'f, I ;  -h \"f  2  :■  +  \"f  31+...  +  \"('+';/( x  +  t\ 

+  'V7(  —  1.1  +  '\f  —21+  "'\/  —  3)+ . . .  +  ^'+')V/(  —x  —  t\, 

la  caractéi'isrnpic  /"drnolanl  une  l'onclion  arbitraire. 

20.  l'din'  dclninliicr  celle  runcliiin,  ou  du  moins  ses  dillercntcs  va- 
leurs parliculières  (pii  enlrenl  dans  l'expression  |)récedente,  nous  su|)- 
poserons  que  dans  la  Table  du  n"  G  le  premier  rang  horizontal  et  le 
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|ii'i'iiiiir  laii;;  vciliciil  sdiciil  doiiiu-s.  en  sorte  (jii'nii  coiiiiaisse  toiilos  lus 
vîilfiiis  (le  V,  „  et  (le  y„  ,.  Oii  sii|ip(iser;i  (lune  d'iiliord  /=o  et  x  succes- 
sivement o,  I,  2,  '^,...;  ensuite  .v-~oi;\t  sueeessivenient  o,  i,  2,  3,...; 
on  aura  par  ce  moyen  les  e(iualions  n(!'eessaii'es  |)our  (h'terminer  les  va- 
leurs de /fo),  y"(i),  y"(— i), . . . .  Mais  conMne  en  s'y  |iren;iiil  ;iiii>i  l'on 
tomix'  dans  des  formules  assez  eomiili(|n(''es,  je  vais  diiiniti  une  auln' 
manii're  de  parvenir  plus  ais('ment  au  but. 

21 .    Pour  cela  je  remaicpie  d'abord  (|in'  eomnie 

pr.i  -h   -i    =r  e,       ru  H =:  y, 

on  atii'a.  |)ar  les  rormules  connues, 

0  q'  fl 

"^  m  '  &)'  III  ^i  II 

et.  en  |.;cneral, 

p'ry/  f-  -Ît  =  e  —  Ipasr-'  H —  p'a^e*-' ^-= p'a'e'-^  -h.... 


et  de  ni("'me  l'on  aura 


eo* 


2.3 


Il  ou  I  on  tii'e 


.^  _  (s^  e^  —  q^  &'■}  —  Mpq  «"'•e^'  —  rs  q'^  0'-'  )  -1- . 
p'-s^  —  q'r^ 

j_  _  ( r^ E^  —  p^B'*-)  —  l{pq r^i^-''—  rsp^ 0^-' )-t-. 
6)'  q^r'-  —  p^s'- 


Si  l'iui  sulfstiluc  ee>  valeurs  dans  la  S(''ri( 


>y  vy 


14. 
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il  csl  vimMc  (|ii'()I1  aura  iiiU'  IraiisCoriiiéL'  de  ci'llt;  t'oiiuc 

Z  -^7Jt-r  Z"e'  +  Z"'£'  +  .  . .  -h  Z(^+')  t'-*-' 
-h'ZQ-h  ^'Z 0'  ■+-  "Z 6M- . . .  +  (-+"Z  6^+', 

la(jiu'llt'  sera  par  coiisciiuciil  é^alc  cl  i(lciiti(|iii'  à  la  (|iiaiilil(' 

on  supposant  (ju'il  y  ait  entre  s  et  0  î  19  j  l'éciuation 

Ce'-i-C'eO-hCO'-^-K-    o. 

.Mainlciiaut  cuniuie  £  et  5  sonl  (leu\  dillV'icntes  t'nuclious  de  l'indelei- 
niiilée  oj,  ou  eu  |)eul  eoucluri'  siir-le-c  liauip.  par  un  raisouueiueut  ana- 
logue à  celui  du  n"  7,  celte  t'xprcssion  i^éncrale  de  v.,,,,  savoir 

j,,,  =  ZFi  G)  -I-  Z'F(  I)  H-  Z"F(2j  +  . . .  -f-  Zi^+"  F(x  -h  t, 
-•-  "Z  9  ( i)  H-  "Z  ©  '  a  *  -f- . . .  4-  ''+"Z  <f[x-h  t), 

011  les  ('ai"icléristi(iues  F  et  'v  dénotent  des  (onctions  (jU(dcon(|ues. 

22.   Qu'on  su|)puse  niaintcnaiit,  poui'  dclerniiner  ces  toncûons,  /  =  o 
et  ensuite  a-  =  o,  on  aura  : 
i"  Lors(|ue  /  =  o, 

[m  +  EYin-h  9\'  =-{ni  +  sf=^  m'  -h  xin"  'e  +  "-^ m-'-' e'  +  . . .; 

2 

donc 


'Z  =  o,     "'Z  =  o,..., 

donc 

.fr  F('l        ^;a:— l)F(2:  I 

I  m  2  m-  \ 

d'où  en  faisant  sucot'Ssiv(Miient  a;=<),  i,  2 on  tirera  aisément  les 

valeurs  de  F(o),  F(i),  F(2), . . . .  Et  par  la  méthode  du  n"  13  on  trouvera 
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(|ii('  si  l'on  lit-signe  l:i  sci'ir  des  (|u;itililcs 


180 


*^  nt  '  m-'  ■  ti)^  ' 


m  '  m 


[yàv\.  Y',  Y cl  ([(l'on  dciKilc  |i;ir  A,  A-....    les  dillricnics  surccs- 

sivcs  ili's  Icrint's  de  cclli'  sci'ic,  on  :inr;i,  en  iiciii'iMl, 


F  ;/)      //('A'V, 


2"  Lors(|uc  x  =  o, 


m  -h  E]'{n-h  Qi'  =  {n-+-  9)'  -^:  n' +  /«'-'O  H ^ «'-'6'  -f- . . .  ; 


An',      /.       In'  \      '/=— ^ «'"',...,. 


donc 


n'    <p(o 


Z'  =  o,     Z"       o 


..], 


en  sii|i|)i)s;inl  o   o)  ;^  Ffo). 

I).'  la  (01  liioivcr;i,  coninic  ci-dcvaiil,  (|mi'  si  l'on  ((OisidiMc  hi  séi'ii 


cl  (jn'on  i-n  <lrsiL;iic  les  Ininos  \vav  Y,  "Y,  "Y,  Y'.....  (|n'on  dciKilc  en- 
suite |iiii'  5,  5-,...  les  dilleiences  successives  de  ces  Iciincs.  on  Ironvci'a, 
dis-jc,  en  i;énéral. 

yfv')  =;  /ro'V. 

Or  en  taisant  <}.  ■'.  o,  v  =  o,  on  a 

F(0)-— Y:-9(o), 

comme  c(da  doit  cti'c  par  riivpollii-sc. 

I)(mc  si  l'on  sni)stilue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  v,,,  du  tuniieio 
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préoédciil,  on  ;mra 

,V,,  —  ZV  -•   m  Z' AV  -+-  nr  Z"A-V  -+...+  m'+'  Z»'"^'»  A'+' Y 

+  7i  'Z  6  V  -^  H=  "Z  ô^Y  H-  . .  .  -t-  «'+'  (-"-"Z  ô-'+'Y, 

lui'innli'  par  lainicllc  (iii  |)(iurra  connailre  un  ternie  quelconque  de  la 
Taille  (kl  n"  6,  dès  (jii'on  (■(imiailra  ceux  des  deux  premiers  rani,'s,  l'iin 
horizontal,  l'autre  vertical. 

23.  Si  niaiiilciiaiil  on  ((Miiiiaitî  ensemble  les  deux  expressions  de  j.,,, 
des  n'"  l'.l  et  21,  il  sera  facili!  d'rn  conclure  les  valeurs  de  la  fonction  / 
par  celles  des  fonctions  F  et  '^  ;  et  il  n'est  pas  didicile  de  voircpTon  aura, 
eu  jîénéral,  entre 

/'>■'.    /(-^'.    F':>-:'.   FvX-2),...,   9(X;,   9(X-2),... 

les  mêmes  relations  (ju'entre 

(./,  -^,  i\  {'-' 6\  0''-'' 

w 

De  sorte  que  si  l'on  substitue  les  valeurs  des  fonctions  F  et  ->  trouvées  ci- 
dessus,  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

on  aura,  ).  étant  positif". 

/•().,     ^^As^m^fA^Y-  /./"/ A^  ^\  -.^Zll:  f^^.    .v_...  1 
•'  L  "'■  1  m'  J 

f  —1=  A/i'  n'  \  o'Y— X  --  ô'~=Y 

-Ar>;,4A'Y-/7'^A'-Y+Ail=li    J"l  ^^  •^       ..1 

ce  sont  les  valcuis  de  la  fonction  /"  (jui  résulteraient  des  eciualioiis  du 
n"  20,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  par  le  calcul:  ainsi  il  n'y 
aura  (ju'à  substituer  ces  valeurs  dans  la  fornmle  du  n"  19. 
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■2\.  La  iiicIIiimIi'  pai'  la(|ui'lli'  imiis  \ctiniis  (riiili'^icr  (rime  iiuiMii-rc 
liiiic  el  complète  toutes  les  équations  diUéicutielles  du  seeond  (irdrc 
entre  trois  vaiialdes  |»()Ui'i'ait  s'étendre  aussi  aux  é(|uations  des  (uiires 
supérieurs  si,  dans  une  e(|uali(in  (|iud('<)n(|U('  ii  deux  indelerininees,  il 
était  toujours  possilile  d'e\|U'iuier  eliaeune  de  ces  indéterminées  par  une 
t'ouclion  ralitiniielie  Unie  et  sans  fraction  com|)iexe  d'une  troisii-uie  in- 
déterminée; mais  comme  cela  n'a  lieu,  poiii'  les  é(|uali(ins  i|ui  passeiil  le 
second  dej^^ré,  ([ue  dans  des  cas  particuliers,  on  doit  rei^itrder  la  méthode 
précédente  comme  bornée  aux  éciualions  dillerenlicdles  du  premier  et  du 
sec(Uid  ordre. 

Pour  suppléer  à  ce  déTaut,  nous  allons  donner  dans  l'Article  suivant 
un(!  autre  mélliode  (jui  s'étendi'a  aux  é(|uations  de  tous  les  ordres,  et  (|ui 
joindra  ii  l'avanla^c  de  donner  loujoui's  des  intégrales  finies,  celui  de 
rendre  la  détermination  des  ron(li(Uis  ari)ilraires  Iri's-Cacile  dans  tous 
les  cas. 

Aurici.io  m.  —  On  /  an  tloiuic  une  mclhodc  i^rnrralc  nom-  l'iii- 
téi:;r(it ion  des  (''(iiuilions  liiiniiics  (iii.v  (hjlvrciires  /iules  entre 
trots  varniblcs. 

25.  Considérons  l'eriualioii  dilIV'renlielie  du  //"""  (lei;ré  du  n"  (!,  et 
faisons,  en  généi'al, 

il  est  facile  de  voir  cpi'apiés  les  sulisiiiniions  el  la  division  parrti*',^'. 
il  viendra  celle  e(|naliiui  du  n"""  déliré  en  u.  el  j'i 

I.V  -+-  Ha  -+■  Ca-    -H  .  .  .  +  N  a" 
-(-  B'i3H-C'a(3-f-...+  N'a'-";i 
-^C"i3'  -l-...-f-N"a"-'P» 


Nf'3" 


pai'  la(|uell('  il  fijudra  dclei  luiiier  3  en  7  ou  vive  versa. 


l!»-2  lîr.ClIKUCllKS 

Je  lrlii;il(|M('  IIKii  llli'IDint  (in'iill  Ile  |ir|lt  cX  |irimc|-.  cil  i;('nri"ll  .  ,'s  en 
piiissilliccs  ilr  y  i|iir  |);ii'  iiiH'  si'i'ir  iiiliiilc,  ce  (|ui  (loimcra,  comme  nu  1';! 
vil  ihtiis  l'Ailicli'  11,  Mlle  cxiiicssiiin  de  v,  ,  en  série  infinie;  iiiîiis  ((imiiie 
(III  ii';i  |t;is  liesdiil  de  l:i  v;ileiir  île  j*^,  iniiis  seiileiiieiil  de  e(dle  de  -S',  où  / 
e^l  censé  |)iiis  <i;r;tiid  (|iie  // .  j'(d)serve  {lu'oii  |ieul  réduire  celte  valeur  à 
nue  si'-rie  l'alionnelle  et  iiiiie  de  termes  oriloniiés  suivant  les  [uiissaiiees 
de  y.  [KUirvu  (|u'ou  \  admette  aussi  les  [luissaiices  de  ^"i  inlerieiires  ii  ,v": 
car  il  es!  visiiilo  iiue  si  Ion  |)reml  la  valeur  de  jS"  donnée  par  l'é(|nati(Mi 
préfédenlo,  et  (|iroii  la  sulislitne  autan!  (|u'il  est  possilile  dans  la  valeur 
(le  p',  (|u'ensiiite  dans  les  termes  résultant  de  cette  |iri'mière  sulislitniion. 
on  siil>slitue  de  nouveau  autant  (|u'il  est  possilile  la  même  valeui'  de  jS", 
et  ainsi  do  suite  jus(|u'ii  ce  (|u'ou  ait  rabaissé  les  puissances  do  ,3  au-des- 
sous (le  y'\  il  est  visililc,  dis-je,  (lu'nn  par\ieiidia  a  une  ioriuulc  de  celte 
toi  me 

(3'  =  T  -i-  '\'y.  -h  T"a=  ~  T"'a'  -^  .  .  .  -t-  T^')  a' 

-}-,T  ^  ~  ,T'a,5  -)-  ,T"a=i3  -r-  .  .  .  4-,T>'-"a'-'P 


-;-  f„-.)'l"tî"  '  -^-  •■-)-  :„-,)T('-"-^" «'-'■+' ;3"  ■', 


où  les  coellicieiits  T.  T  ,  T  . .  .  . ,    ,T,  ,1"  . .  .  .   seront  des  l'oucti(Uis  ratioii- 
nidles  domiees  de  /  et  des  coellicieiils  A.  H,  H de  re(|natioii  en  y  et  jS. 

•li\.  Multipliaiit  doue  cette  expression  de  ^J  par  ao.^ ,  (Ui  aura  une  va- 
leur particiilii're  de  v,  ,  dans  la(|ii(dle  les  deux  constantes  (/  et  y  seront 
il  \oloule:  et  comme  reipiatioii  dill'erenticllc  proposée  est  linéaire  et  ne 
coiiticnl  aucun  terme  sans  v.  il  esl  \isilile  ipiiui  pourra  aussi  |iiendre 
pour  V,  ,  la  s(Uiiuic  d'aillant  de  pareilles  valeurs  particulii'i'os  ipi'on  vou- 
dra, en  siijiposant  (|iie  les  ipiaiitites  d  et  y.  soient  dillërentes  dans  clia- 
cune  de  CCS  valeurs. 

De  lii  et  de  ce  i|uc  les  (|uaiilités  |5,  jv",  j';',...  jusipi'a  ''j"  '  sont  iicces- 
sairement  des  roiictiniis  irrationnelles  de  ^,  irrednctildes  entre  elles,  il 
ost  aisé  de  conclure  par  un  raisonnement  aiialoi^iie  ;i  ctdiii  (pTon  a  cm- 
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[>\u\v  (laii.s  If  u"  7  que  l'on  aura,  en  géiu'ral, 


lîi:? 


r,.,  =  'r  f  (x:  -+-T  fix-i^i)'\-  T"  f\x-h9.)-\~  T"f{  x-\-Z]+...+  T<')/(  X  -(-  / 
H-  ,T  /(x)  -f-,T'  'f  x-\  i)  -f-,T"  '/(x-H?,)  -t--  ■  •  + J''"'  /{^H-  '-  >  ' 

-t-„T»/i\r)  +„ï'  y(x:i- 1)  H- . . .  -f-,;r"--')  ^f[x  +  (-■?.] 


où  les  cai'aftrrisrKiiii's/,  '/',  -/,.-.,  "  '/(Iriiittciil  des  fondions  ai'iiilraii'cs 
(|n('li'on(|iU's  in(l('|tcM(lanlcs  cnlic  elles;  de  sorte  (|ne  couinie  le  noinlire 
tic  CCS  (liHei'cules  l'uni  lions  est  //,  cl  [tar  conseiinenl  ei;al  ;i  re\[Hi-<aiil  de 
l'ordre  de  ré(|nation  dillerenliellc  |)n)[)osée,  on  doit  rei^ardcr  l'expres- 
sion prcccdcnic  connnc  l'inléiiiale  coniplclc  de  celte  nicmc  é(|ualion. 

27.  l'uni'  (lelei miner  inainlenani  les  valcnrs  de  ces  dillei'criles  l'onc- 
lions.  je  suppute  (pie  les  //  premiers  raniis  horizontanx  de  la  Tahie  du 
n"  G  soient  donnes,  en  sorte  cpi'on  ('(nniaisse  tontes  les  dillcrcnles  va- 
leurs de  v,„ .  y,.,,  v,  .,,...,  y,  „_,,  c'esl-à-dirc  toutes  les  valcnrs  de  y,,  , 
ipii  re  pi  m  de  ni  ii  I  =^  o,  i ,  2  , . . . ,  n  —  i . 

Or  l'aisant  /       o  on  a  fi'^-i;  donc  dans  la  t'oi'nuile  (K    du  n"  25  on 

aura 

T  =  . ,     T'  =  o, . . . ,     ,T  ^  0, .......  ; 

faisant  t  -—  1  on  a  jS';-  ,'î;  dmic 

,'r  —:  I,     cl  tous  les  autres  roeltuienls  mils; 

taisant  l  -^  2  on  a  fi'  --^  fj-;  donc 

„T=;2,     et  les  aiUies  coclficieiits  nuls;         , 

cl  ainsi  de  suite. 

Donc  :  si  l'un  fait   /       o,  on  aura  dans  la  fui  mille  du  n"  2() 

si  l'on  l'ail  /       1 ,  on  aura 

jV,  =  /,.r); 

si  l'un  l'ail  /        y.,  on  aura 


IV. 


25 


fftV  RKCllKKCHKS 

l't  ;iiiisi  (II'  Miili'  iiis(|ir;\ 

On  iiiiiiiJiit  (Il  MIC  [lar  ce  iikivcii  (nul  es  lc>  l'o  ne  lions  ;irl)ili':nn's:  et  snli- 
slilniinl  Icnis  Viilcurs  (l:ins  hi  l'oinmlc  L;i'ncr;ilf,  un  :inr;i 

.)V,,  ^    '\-'j;,«  -+-  T' )-,^,.o  -f-  'l'jw.'.o  -+-  '1  '".fx-^j.»  -H  ...  -H  Ti".y-,^,,„ 
+  Jrx.,  +  ,T'.rw,.,  +,ï"rx«.,  +  .  .  .  +,T('-)_^-,^,_,, 


^,„..,)T.)v.„. 


,„_,  Tf'-+"r,+,  „+,.„_,. 


2S.  Pour  (Icli'i  ininrr  les  cocllicicnls  T,  T',  T ",...,  T,  T',  T  ,...,...  de 
i;i  l'oininlc  'K    (In  n"  25,  (Ui  |icul  cniiilovci- dillÏTciilcs  nK-lliodcs. 

Kl  (l'iiiiord  il  csl  (  lair  (|n('  si  l'on  lire  de  l'cinialioii  I;  la  valeur  de  [-i 
(Ml  a.  (|n'(ni  la  sulistiliic  cusuilc  dans  ré(|uation  (K],  v\  (|u'aj)i'ès  avoir 
oidoniic  les  tci'incs  snivanl  les  puissances  de  c/.,  on  fasse  clia(|ne  ternie 
ét;al  à  y.rvo,  on  aura  une  suite  d'(''(|ualions  par  les(|ncl!es  on  |)(Uirra  de- 
lerniiner  les  eoetlicienls  elierclu's. 

dette  nietliode  peut  ('ti'e  rendue  |ilus  simple  par  la  considération  des 
dillerciiles  racines  de  rc(piation  I  .  Kn  elïet,  si  l'on  représente  re(|na- 
lion    K    ainsi 

;3'  =  A  +  ,A.3  +  „A^=-f- . . .  +  („_,,A(5"-', 

A  ('■tant  nn  polviKime  en  y.  du  (lcL;r(''  /.  A  un  antre  p(dyn("iine  en  v.  du 
(lei;re  i  —  i  et  ainsi  de  suite;  et  (pie  d'un  antre  c('i|c  (Ui  désigne  par  ^'5'. 
,'5". . . .  les  //  racines  de  l'iupiation  1  ,  ordnuiicc  par  rap|iort  ii  jv.  lui  aura 
ces  /(  ('i|Ualioiis  (Hll'erenles 

,3''  =  A  +,A  S'  H-  „  \  ;3'=  + . . . 4-  („  0'^  P"'~'^ 
p"'—  A  4-,\  3"+  „A  ,3"-'-t-  .  ..-+-(„  ,,A  P""  -', 


au  iiio\cn  (IcMpiillcs  ou  (l(''(eriiiiucra  s('>par(''nieiit  les  //  ([uantites  A.  ,A, 
,^A,...  en  |5',  j5", —  Alors  il  n'y  aura  plus  (pi';(  sul(>lilucrà  la  place  de  p', 
(i",.  .  .  leurs  valeurs  en  y  réduites  en  seiie  asceiidaiite,  et  p(Uiss(''es  seu- 
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Iciiiciil  jiixin'ii  l;i  /"""'  iHiissaiiic  |ii)ur  l;i  (|ii:iiililc  A,  iiiS(|ii';i  \:\  I  -  \  )"""' 
|iiiis>;ui(('  |i(iiii'  l:i  (|ii;iiilil('    A,  cl  iiiiisi  ili'  siiilc. 

2!>.    .M;iis   (li-^  (|ir(in  ;iur;i   ilcli  riiiinc    |i;ir(rlli'    iih'IIhmIi^   mi    |i;ii-   iiiir 

iiiilrc  (iiicliiiii(|iii'  les  |H('inicis  Iciims  des  |hiI\  ikiiiics  A  ,    A  .  ,  A mi 

|(oiiira  li'oiiMT  Ions  les  siii\:iiils  (riiiir  inanii'ic  plus  s1mi|iIi'  imi  ilicrcliani 
il  l'iiidc  (In  (];ik'ul  dillV'rcnlicI  la  loi  ijni  dnil  ir^iici-  (  iilic  eux.  Pour  ccda 
(III  diUcrciilicra  l(iiiai-illiini(|iiciiiciil  riM|iiari(iii 

(3'  =  A  -f-  ,.\  p  -t-  „A  pM- . . .  -t-  (,-oA  (3'-', 

(Ml  l'aisaiil  varier  ;i  la  luis  les  (|iiaiilil('>  y  cl  ^-j,  ce  (|ui  ddiiiicra 

tcip  __  rfA  +  j3</,A-4-  P'rf„A  +  ...+  (,A  +  2„\(3  +  ...)</(3, 
P    "  À -h,A(3-i-„AP'  +  ...  ' 

on  snlistitncra  ii  lii  place  de  d^  sa  valeur  en  i!  cl  ^j  et  r/a  liire  de  r(''(|ua- 
lion  '  I  ;  par  la  diilerenliation,  cl  l'aisanl  ('vanonir  les  fractions  on  ordon- 
nera Ions  les  Iciiiies  |iar  ra|)|iiiil  aux  puissances  de  ^"^  ;  il  est  facile  de 
comprendre  (|ne  dans  cette  iiuiivellc  ((inaliuii  la  plus  liante  puissance 
de  ^1)  ne  pourra  ()tre  (jue  jS-"  ':  aiii>i  il  ii'\  aura  ipi'a  rahaisser  les  n  —  i 
|iuissances  ^",  j'î"'*  ' , . . .  ,  ,'5-""'  au-dessmis  du  degiu'  n"""'  an  iiioven  de 
re(|uation  (Ij  ;  après  (|uoi  on  ordoiuiera  l'eijualion  par  ra|»|)in't  aux 
//  puissances  restantes  de  ,'î  el  l'on  fera  s(''[)ar(''iuent  (''i;ales  ;i  zéro  toutes 
les  (|uailliles  lllllllipliees  par  (diacillie  de  ce>  dillerellles  puis>aiices  de  ^'i  ; 
on  aura  n  eipialions  dilieitMirndles  du  premier  ordre  entre  v  cl  les 
//  (|uantiles  A,  ,A,  A,....  On  snhsiilnera  inainlenanl  dans  cliaciiiie  de 
ces  (''(|n  a  lions  les  expressions  de  A,  ,A,  „A,...  en  a,  el  [lar  la  coiiipaiaisoii 
des  termes  (Ui  obtiendra  des  e(pialiiuis  eiilre  les  coellicieiits  T.  f  .  T  .... , 
,T,  ,T',  ,'r  par  les(|nellrs  mi  piuina  dcleriniuer  les  ((irllicients. 

M).  Si  au  lieu  de  ^iippnser  dniiiiés  les  //  premiers  iaiij;s  liori/oiitaiix 
de  la  l'aide  du  u  (>,  aiii>i  ipr(Ui  l'a  lail  dans  la  solnlion  preccdeiile.  ou 
voulait  rej^arder  c(minie  donnes  le^  //  premiers  ranys  vcrlicanx  de  la 
même   l'alile,  c'esl-:»-(lire  les  valeurs  di\v„ , ,  ji',_,,  j'o  , v„_,,,;  il  est 

9.5. 
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visililr  ijudii  puiii'fnil  rrsoiuln'  ce  eus  |i:ii'  l;i  uH'iiir  iiiclluMlr  en  cliiui- 
goaiil  sriilfiiiriil  /  cil  .(■,  c'csl-ii-dicc  'i^j  en  y,  (iii,  ce  (|ni  n'\iciil  au  nii'inr, 
en  opcraiit  ii  l'égard  de  ^'î  <i  de  y.  cimirnc  on  l'a  l'ail  ;i  l'ciiard  de  y  cl  de  ^3  ; 
il  n'y  aura  à  cela  auenne  dillicuité  nouvelle. 

Il  n'en  sérail  pas  de  ineiiie  si  les  l'aiij^s  doiiiii's  élaicnl  en  pailie  liori- 
zonlaiix  cl  en  parlie  vcilieaux;  ee|)endanl,  eunniie  ce  cas  pcnl  axoir  lieu 
dans  liicii  des  (|ue>rniiis.  nuns  allons  donner  la  niétliodc  de  le  l'csdiidie. 

'M  .  Sup|iosons  doue  (lu'ou  connaisse  les  ni  premiei's  rauiis  Inirizon- 
lau\  lie  la  Talilc  du  u"  (>  l'I  les  ii  -  nt  |)reniiei's  rani;s  vei'lieanx  de  la 
même  Table,  e'est-à-dire  (|n'on  connaisse  les  valeurs  de /.,,(,,  Vj,,,  J',,,j..  •■. 
)'.,,„,  ainsi  que  celles  de  l'u.?,  ,Vi, m  J'i.M-- •'/«/«,(.  •'•  <|u'on  demande  la  va- 
leur d'un   lerille  i|llelc(Hl(|Ue  v,  ,. 

Ayaiil  fail  V.,,,  =  aa' ,'5',  on  aura  (25)  l'équalion  (I)  outre  «  et  j'5  ;  je 
considi're  dans  celte  équation  le  terme  N  '"*«""'" j'j'" ,  lequel  est  donné  par 
huis  les  autres  lermes  de  la  nn-nie  éiiuation,  et  j'ohsei've  (pi'en  sulisli- 
tuanl  la  valeur  de  7."""'j'5"'  ijui  vient  de  ce  lernie  dans  la  (|uanlilé  y','i^ 
et  eiisuile  dans  les  lermes  provenant  de  celle  sulistitutiou,  autant  (|ue 
cela  sera  possible,  on  par\iendia  nécessaireuieiit  ii  une  expi'cssion  de  «'jv' 
par  les  puissances  de  y.  et  de  jj,  dans  laqmdle  la  plus  haute  de  ces  |)uis- 
sances  sera  la  (a- -j- /;"■""',  et  oîi  les  deux  puissances  y."~'"  et  ,';"'  ne  se 
ti'ouverout  jamais  eiiseuilile,  puisipTon  suppose  qu'un  les  ait  l'ait  dis|)a- 
raitie  par  la  substitution  de  la  valeur  de  a"  '",'':;'". 

dette  équation  de  «^j'5'  sera  donc  de  la  forme  suivante 

a'(5'  =  V  -I-  Va  +  V"a-  -f-  V"a'  -t-  .  .  .  -t-  V(-^  "J  a'"*"' 

-(-   ,V(â  +   ,V'aP  -f-  ,'V"a'i3  +  ,W,3  +...+  ,V(-'+'-'>«^+'-'j3 
-t-  „V(3=-4-  „V'a;3'-(-  ,^V"a:';3--t-  „V'3!';5=-i-.  .  .  +  ,^V('--'-')a-'^'-=|3= 

-1-  („,+„Vi3'"-'-'+  („.+,, Va (3""-^' +  {„^,,V"fif'|3'"+'+. . .+  (,„+,)V('-'"-')a"-".  .j3'«+. 
■4-  (..^.iViS'"-^»-*-  („,,„Va(3"'*=-h  („.,,) V'a=  ;3"'+'-t-. .  .-f-  (,„,-„¥("-"'-■)«"-'"  '|3"-^^ 
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(n'i    les   coclliritiits   \',  A",...,    \  y,...    sci'oiil    (les    l'oiiclioiis  cmiliili'S 

(Ir  .(■  f\   (II'  /,   ri  (1rs  riicllicicllls  ilr   rr(|U;i  lioll  (I). 

'M.  Je  i'ciii:in|iic  iii;iiiilcii;iiil  (|ii('  les  viilriiis  des  |)ni-.s;iticc>  et  Ac> 
|iliMluils  (II'  y.  cl  (le  .3  (|iii  ciinijuiscill  rcxpii'ssidli  iiicccdcnlc  dr  y' jj'  S(Jlll 
ncccssairciiicnl  (lillV-n'iitcs  cl  uiciliidililcs  (Mili'c  elles,  |)uis(|iic  rc(|ii;i- 
tioii  f\j,  d'oii  dépend  la  iidalioii  ciili'c  a  et  fi,  contient  de  pins  le  pro- 
dnil  7"'"' fil'" ,  lequel  ne  se  liMinve  poinl  dans  celle  expression.  De  cette 
consideraliiin  et  des  princi[)es  [)()ses  pins  liant,  il  est  aise  de  cuncini'e 
imnn''diateinenl  rex[)i'essi<)n  géiMTale  de  \',  ,  en  ne  faisant  (|ne  snhstitnei' 
dans  celle  de  oc'f-j',  à  la  place  de  cliaipie  piodnil  tel  cpie  y'' fi\  nne  l'om- 
lion  (pndcompn'  de  r  cl  de  s,  (pi'on  pdnria  desii^nei-  par  /  /■,  x  :  (ui  aura 
donc  ainsi 

y..,=  V/(o,<>)-f-  V'/(i,o)-t-  T'f{'jL,o)-^  V'"/! 3,0) -(-... -h  V("')/{x-H/,o) 

+  ,V/lo,  i)-H,V'/('>  0+  ,V"/{2-  0-t-  ,V"'/(3,  O-f-... -H, V('-'-'i/(x-^ '->.') 
-<-  ,V/(o,  2)  -t-  „V'/(i,  2)  -+-  „V"/(5-,  2)  -'-  ™V"'/(  3,  -2)  -(- . . .-  .,V!'"-")  /■(.,.•  -^  /  -  2,  2) 

-^  (,„)V/(o,/h)  -+-  (,„,V'/(|,W)  -H  („,,V"/(2,/«)  -t-.  .  .H-   ,„,,V'"-"'-')/(/i— /«— I,  «/) 

-^-  (mH)V/(o,'''^-  0-*-  (™+.)^'/^'''''"^  ''"^  (''■■H)V''/(*> '''+')-'••••+-  (,„+,)V'"'"-'l./'(«  —  /«  —  l.»/+l) 

-f-  („,^.,)V/(o,  /«  -t-  2)  -I-  (,„+j)V'/(i ,  m  -t-  2)  -t-  („,..j)V"/(2,  m-i-2)-t- ...-)-  („,+j)V("-"'- ')/'(«  -  ///  _  1 .  /«-1-2) 

-^    :,,,)V.A".  •'■'-')+    [.-.,)'V"/(  ",■'•--')-'      (..,;V"./V-'--''^-' )-'-•■■    -     ,,,.,, )V<"-"'-''/(«-W-l,X- -(-/). 

33.  Pour  déterminer  les  valeurs  de  la  fonction/,  on  supposera  suc- 
cessivement /  ^^o,  1 ,  2 fu       1 ,  et  ensuite  .î' ^- (),  1 ,  a,...,  //       //i       1, 

puis(pie  par  l'Iiypotlièse  les  valeurs  correspondantes  do  y,.,  sont  données. 

Or,  en  faisant  /  —  o,  la  (piantité  v'^fi'  devient  r'';  donc  dans  la  formule 
du  n"  .'51 ,  on  aura  pour  l(U's 

V'-''—  I,     ei  les  aulrcs  (oelliciciUs  nuls; 

en  faisant  /  -  ■  1,  on  a  a'^j'î;  doiu" 

,V<''  =  i,     el  les  autres  coelticieiils  nuls; 
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en  l'aisaiil  /  —  2,  on  a  «',5^;  donc 

,,V(-'):^  I,     et  les  auU'L'S  {•ocriicieiits  nuls; 
cl  ainsi  (le  suite  jus(|u';i 

l()rs(|U('  t  =^  m  —  i . 

De  même,  en  faisant  a-:=o,  oc^fi'  devient  ,';';  donc  on  aura,  dans  la 
niènie  l'urniule, 

(;V—  I,     cl  les  autres  coenicieiils  nuls; 

en  faisant  j:  =  i ,  on  aura  «p';  donc 

(i)V'— •  I,     et  les  autres  roeffkients  nuls; 
on  aura  |iareilleincnt,  loi'S([ue^=  2, 

(,)V"r_i,     et  les  autres  coerficients  nuls; 

cl  ainsi  de  suite  ius(|u';i 

(,)¥<" )=., 

lorsque  r  =/*  —  //;—  i .  ' 

Si  l'on  lail  donc  dans  l'expression  de  j'.,/ 'li'  numéro  pn'cedcnl  succes- 
sivenienl  t  =-  o,  \ ,  2,...,  m  ~  1 ,  on  ;iura 


n.o  =  /0,  o),     _7'v,,=/i.r,  I),    j^,,  =  /(x,  2),...,     j,.„,_,  =r/,.r, /n  — i), 

i|uel  (|ue  soi!  r.  El  si  l'on  l'ait  successivement  .r -- o.y  ,  2 ri  —  r/i  —  1, 

on  aura 

.rM  =  /(o,/',     .)•,,,--;/ i,/,     /,.,=-/?,,/,...,     j„_,„„,,,  =  /:n~m-i.  /  , 

(|uei  (|ue  suit  /.  (_)n  connaiira  donc  de  celte  manii're  les  \alcurs  des  fonc- 
tions (|ni  entrent  dans  l'expression  dont  il  s'agit,  et  substituant  ces  va- 
leurs, on  aura  la  formule  suivante,  qui  ne  contient  que  des  quantités 
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loiimu's, 

7,,,=  V_r,,.-+-  V'_r-,.,+  V"j2,.-(-  V"'r,,.-f- . . .  -t-  V('+''.)w,.. 

-+-  ,Vj,.,-)-  ,V'j,.,-i-  ,V".)-,,,  4-  ,¥'".)•,.,  +  ...+  ,V<-"^'~".v,.7  ,,, 
+  „Vj-..,+  „V'.r...-i-  ,y".y\^+  „v"'.r3.»-+----+  „V('«-') >•,+,-:.= 
+  ,,Vj,.3-+-  ,„V'r,.j-+-  ,.,v"n.,+  ,„v"'.r,,, -(-...  +  ,„v"*'-".v>«->.j 

+  (™)Vj.,„+  (™)V'j,.,„+  (™)V"j.,».-<--  ••+  (».)V("-""-"j„_,„_,.„ 

+  („+, )Vj •«.„+,  +  („+,)V'7,.„,+,-f-  („,+,)V"jj,„+, +  . .  .-t-  („+,)V<"-"'-')j»_„_,,,„+, 

+    (nM-j)Vj'o.»i+l  -I-    (m+l)V'j''i,m+j-l-    fm+!)\  ",K:,/7i-(-l  "t"  .  •  •  "+-   (/,.+l)N  '""'""' *,)Vi--/ii-i,»n.2 

34.  Quant  à  la  inanii-rc  de  (It'tcrmincr  les  cociric'u'iils  V,  V,  A", 

V,  ,V',  V",...,  on  poMira  cniploycr  des  nn-lliodcs  analogues  à  ccllfs  (|Uf 
nous  avons  proposées  plus  liaul  (28). 

Iji  rll'el,  si  l'on  clierclii'  la  valeur  de  /3  en  a  ou  de  «  en  (i  par  l'équa- 
lioii  1  ,  cl  ([u'on  la  sulistilue  dans  la  l'ornuile  du  n"  31,  on  aura,  par  la 
riHiiparaisou  des  Icruics  allrclcs  des  nirnics  |)nissaii(es  «le  v  on  de  f-j,  une 
Miilc  «ré(|ualioiis  par  les(|uelles  on  poui'ra  (h'Ieruiiner  les  coellicienls 
dont  il  s'agit.  Un  pourra  aussi  employer  le  Calcul  dillcrculicl  p(Mir  trou- 
ver la   loi  «le  ces  coellieients;  car  en  dillerenlianl   logaritlnui(pienirul 

rc(|uarKui 

x'^'  =  V  + . . . 

du  n"  31 ,  sulistiluani  ensuite  ii  la  place  de    ,'    sa  valeur  lircc  de  l'ciiua- 

'  Il  X 

lion  ^1  ,  et  faisant  dis|)ai"iilre.  au   moyen  Av  celle  même  e(|uaruiu.  lo 

leruies  oii  se  trouvera  c/."~"' [j'" ,  aiu>i  ([u'iui  l'a  cuseigue  dans  le  u"  2!),  (ui 

auiM  une  c(]uatiou  (l(Ull  (diacpu'  leliue  des  r;i  ensuite  elrc   suppose  égal   il 

/ern;  ce  (pii  liijnuera  une  suite  (rciiiialiiuis  (|ui  c(iulicudroiil  lu  relalimi 

(pii  doit  régner  enti'c  les  coellicienls  «loul  il  s'agil. 

Au  reste,  comme  tout  «ehi  u'esl  |)lus  (pTune  allaire  d'analyse,  nous  ne 

nous  en   ocru[icrons   j)as  da\antagc,   nous  couttntaut   pour    le  preseni 


•2(t(»  KlJllKliCIIKS 

d'axdir  rrduii  riiili'i^nilidii  i\f>^  i'(|ii;irniiis  rmcaiio  aux  (lillrifiHcs  tiiiics 
et  iiarlicllcs  a  une  tlicni-ic  cuiiiiiir.  (jiii  lie  (Iciiiaiidi'  d'aiUrfs  sccuiirs  (|ii(' 
(•(■ii\  (|iir  li's  iiirlliddcs  (l|■dilla'm•^  jiciuriil  l'iiurilir. 

REMVRQt  K    I. 

35.  .)(■  vais  Icrmiiicr  ccl  Ailiric  par  (|iicl(|iics  Hi'iMar(|iics  iinpniiaiilcs. 
La  pri'inii'ri'.  (|nc  \'in\  |MMiiia  ((Mijnurs  trouver  autant  de  dill'eieiites 
(•\|)i'essioiis  de  v  ,  (|ii'il  v  aura  de  leimes  dans  la  dernii'ic  ('(donne  de 
re(|nali()n  1  .  la(|U(dle  re|>(ind  ;i  la  deinii're  eoldiine,  on  an  |dns  liant 
iMiii;  de  re(|nation  dillerentiidle  proposée  du  n"  (i.  |-",n  eU'et,  ii  (  liaenn 
des  termes  dont  il  s"ai;it  t(d  (pie  yi'"" a"'"' ['y ,  le(pHd  vient  dn  terme 
N""'v.,  ,.„_,„,,.-,„  de  re(|nalion  dilierenti(dle,  repondra,  comme  on  l'a  vu, 
une  expression  de  v,  ,  dans  la(|uelle  les  termes  donnés  de  laTaliledu 
11"  6  seront  ceux  (pii  i'orinent  les  m  premiers  raiii^s  horizontaux,  et  les 
/(  m  premiers  raui;s  verticaux;  et  il  est  facile  de  se  convaincre,  avec  un 
peu  de  rel1(-xioii,  (pi'on  ne  saurait  trouver  une  t(dle  expression  que  par 
le  moven  d'un  semi)lal)le  terme;  en  sorte  ipie,  si  le  terme  de  cette  l'orme 
nnnupiait  dans  ré(piation  dillereuliidle .  il  serait  alors  im|»ossil)le  de 
pouvoir  exprimer,  en  i;énéral,  la  valeur  de  y,  ,  par  le  moyen  des  m  pre- 
miers rangs  lioiizontatix  et  des  n  ^  m  premiers  rangs  verticaux  de  la 
Talde  du  n"  (>.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  réijuation  dilleicnlielle  (F) 
dn  11"  7,  où  INni  n'a  (iii'un  seul  terme!  de  l'ordre  le  plus  élevé,  en  sorte 
(jue  n  étant  égal  ;i  ■>..  m  n'a  (pTune  seule  valenr  égale  à  i,  l'expression 
générale  de  y,  ,  demanile  nécessairement  (pi"(ni  connaisse  le  jiremier  rang 
horizontal  et  le  premiei'  rang  vertical  de  la  Table  citée,  et  c'est  aussi  ce 
(|ue  nous  avons  supposé  dans  la  solution  du  n"  13. 

lîi.M  \K(ji  i:  II. 


3().  La  seconde  I{emar(|ne  concerne  le  cas  oii  l'eipiatioil  I  a  des  lac- 
leurs  rationnels,  en  sorte  qu'elle  peut  se  décomposer  en  autant  d'éipia- 
lions  particulières.  Dans  ce  cas,  on  peut  simplifier  la  méthode  générale 
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CM  ((ilisi(lri;iiil  ;i  |i;ii  |  cliacii  ne  lie  ces  i'(|li;il  idllS  cl  chcicli;!  li(  l'ix  |)icssi(itl 
dej',  ,(|ili  icMilli'  (If  clliicillic  d'cllrs;  c-av  I;i  sorilliic  dr  ces  ilill'cicillcs 
t'xpi'cssidiis  <l»';v,,,,  sera  l'expression  ((Hiiidi'le  de  >',  ,  (|iii  loiiNienI  ;i  l'é- 
ijiKiliDii  dilléreiilielle  pi'oposée.  lui  ell'et,  sii|i|M)S(iiis  (|ue  rci|ii;itiiiii  Ij 
du  délire  //  |)ilisse  >.(•  di'(  nii)|(nsi'|-  en  deux  e(|ii;irhins  liilioniielles  des 
ilegrés  /^  el  cy,  m  si)lle  (|lle /> -f- y  ^= // ;  \\  est  l'iicile  de  (MiiiiNcr  (|lie.  SI 
l'un  l'ail 

ré(|iiati(iii  dillerenliidle  en  v,  ,  de  l'oidre //  |innr'i"i  anssi  se  déeoniposeï' 
(Ml  deux  e(|uarnins.  l'une  en  v,  ,  de  r(U(lre  />.  l'autre  eu  v,  ,  de  l'ordre  q; 
el  ces  deux  e(|uati(nis  seidiil  telles  (|ue,  si  l'iui  iiiel  dans  la  preiniiTe  y'  ['' 
à  la  place  de  \',,  et  dans  la  seconde  y' j'':;'  il  la  place  de  *',,,  il  en  résul- 
tera les  deux  l'ipialioiis  des  dej;i'es  f)  et  y  (pli  smit  les  l'acteurs  de  i"é(|Ua- 
timi  I  resnltalile  de  la  SU  listilll  tioil  de  y'  ^  il  la  place  de  v,  ,  dans  l'é- 
(piatldii  diirerenti(dle  pro|iosee.  I^t  celte  conclusion  aura  lieu  p(Uir  tous 
les  i'aek'urs  de  la  nieine  e(puiti()ii  (\j. 

A  l'éi^ard  des  l'oucti(Uis  ariiitraii'es,  il  est  clair  ipie  l'expression  de  v'  , 
en  coiiliendra  un  iioiuluc/*,  et  (pie  l'expression  de  l'i,,  en  conlieiidra  un 
iioinlire  c/;  de  SOI  le  ipic  l'expression  de  >,  ,  eu  conlieiidra  un  iioinbir  égal 
hp-^f/,  e'esl-a-dire  égal  ii  /i;  par  cunseiinent  celle  expression  sera  com- 
pliMe. 

l'(Mir  deteiniiner  luainteiianl  ces  l'oni  lions  d'apri's  les  valeurs  données 

de  V,  „,  i- V,,,,  )•,,,...  [S'ij,  ou  supposera  d'abord  ipie  les  cpianlites 

d(Uinees  soient 

Ko'  /,.,>■■■'  fin  r,',, ■''"■'i  '!'"■    .)■"...  K.,'---'  .K.,'  .>',"./'•■■: 


on  déleriniiiera ,  ii  l'aide  des  preiuii'ics,  les  Conelions  arbitraires  de 
l'expression  de  >'',,,  et,  ii  l'aide  des  secondes,  les  t'onetions  arbitraires  de 
re\pr'essi(Ui  de  v"  ,  par  la  inetliode  i;euerale  du  liuiiiero  cite;  ensuite  il 
n'y  aura  plus  (in'a  snlislituer  ii  la  place  de  ces  ipiaiilites  leurs  valeurs 

••n  v,r.o,  .y.,,..---.  yo.t,  y,., 

IV.  26 


•i02  KKCllKHCHI'S 

Poiii'  cela  un  rt'iiiar(|ii('i'<i  (|iii',  |)iiis(|ir<)ii  :i  tiiic  <-(|ii:irn)ii  «liDcrtiiiicllr 
en  y|  ,  cl  une  t'n  y',  ,.  cl  (juc  de  plus 

on  |ienl  louiouis,  par  l'cliininalion.  Ironvd'  la  valeur  de  y.  ,  ainsi  i|ue 
celle  <le  jj.,  en  y^-t  ol  ses  dinérences;  ainsi  l'on  connailra  par  là  les  va- 
leurs des  t|uantités  dont  il  s'agit  par  celles  de  yj.,..  Y.,,, 

Si  rc(|uatioii  II  avail  piiisieni's  [acteurs  ralinnnels,  ou  l'erail  l'clalive- 
nienl  à  tous  ces  l'acleuis  des  raisonneniculs  analoi^ucs  aux  prec(''denls.  cl 
l'on  en  tirerait  des  conclusions  senihlahles. 

Rf.viarqi  r.  III. 

37.  La  troisii'uic  Ucuiar(|ue  a  pour  olijct  le  cas  où  l'é(|uation  (I)  a  des 
l'acleurs  égaux;  en  ce  cas  on  sait  par  la  théorie  des  e(|uations  (juo  ces 
l'acteurs  seront  nécessairement  rationnels;  de  sorte  que.  suivant  la  ine- 
ihdde  du  numéro  précédent,  on  pourra  considérer  ces  facteurs  égaux  à 
pari  et  indépendanniient  des  autres;  ainsi  la  difficulté  se  réduit  au  cas 
où  l'équation  en  x  et  fi  sera  un(!  puissance  quelconque  d'une  autre  ccpia- 
lion.  Désignons  celte  deruière  é(|uali(Ui  par 

n  ^o, 

cl  sdil  rc(|ualioii  proposée  en  a  et  fi, 

je  dis  i|iic  si  l'ini  clicrclic  l'expi'ession  géni-ralc  de  >.,.,  d'après  l'etiualiou 
Il  =  (I  p;ir  lis  nielliodcs  e\|di(|uées  ci-dessus,  cl  (|u'(Ui  nomme  celle  va- 
leur;, ,,  (|n'ensuite  on  désigne  p;»'' j", , ,  y™, , . . .  d'autres  expressions 
semhlahles,  dans  lesquelles  les  fonctions  arbitraires  soient  dilïéreiites,  on 
aura  pour  l'expression  gc-nerale  de  y,.,  résullanle  de  rciiualion  II'"--  o, 

si  m  —  2; 


s(ii{  i.Ks  suiTiis  ki:(juuiu:nti:s. 


2o:< 


ou 

/■'■'  =  x',.1  -^  'x'i.,  •  -^-  ''^r'z^,.,-,  • 

un  l'nliii 

si  m  —  '■5;  et  ;iiiisi  de  siiilc;  ces  diircrciilcs  cxiii-cssioiis  di'  v,  ,  icvciianl 
Ifiiijoiirs  à  la  iiiciiic. 

Kti  cft'cl,  si  l'on  (■luTtlic  la  valeur  di'  c.',';'  d'apirs  rf(|ualiiiii    II  =  o, 
un  aura  poiif  r(''(|uatiiiii  fl-      o  la  uirinc  valeur  de  y'^'/  et  de  jiitis  (  (die-ei 

xa'~'^'c/a     ou      /  a' j3'    '  f/(3, 

//y  et  t/[li  ctaul  des  (|uaiitilés  iiHléleiininees;  el  pour  rei|(iati(Ui   II' =  o, 
ou  aura,  outre  la  valeur  de  c/' f'j'  (\u]  répond  ii   II        o,  ces  deux  aulres-ci 


ou  l)ieu  ces  deux-ei 


)U  liieu  enciU'e 


xx^   'p'dx,  xix  -    i  j  x'~-d x', 

X  çL'  "'  [â' dx,  X l  3£'   '  (3'"  '  dy.d'p, 

lx''^'-'d^,  t  xx'-"';i'~'dxdp, 

ly.'ij'    'dSj,  t\  I  -   \  :  y.' S,'-- d S,\ 


el  aiusi  de  >uite;  elaiil  iiidiliéreiil  de  l'aire  varier  y  ou  ;'5  ii  eliaque  riou- 
\elle  dilleictilialiiiu.  De  lii  el  de  ce  (|ui'  nous  avous  déjil  dit  dans  les 
II"'  16  el  36  il  esl  lai  ile  de  déduire  les  l'oiuiules  pifcedeutes  pour  l'ex- 
pression  générale  de  >,,,,,  el  de  les  conlirMier  plus  loin  pour  Ions  les 
exposants  m. 

Quant  il  la  deleruiiiialion  des  ruudidus  arhili'airo ,  lili'  n'a  aïo  iiiie 
dilliciillé;  cai'  il  ii'n  aura  iprii  deteriiiinei-  d'alioid  cidles  (jui  eiilreiil  dans 
les  expressions  de   V,, ,  de    .,,...   pal'  les  valeurs  de   y,„,    >'i,,....   Y..,, 
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_)',',....,  fl*\v"„, ,  y".,,...,  v„ , .  v", ,...;  ciisniliMiii  (lcicnniiiri:i  co  diTiiièi'es 
|);ir-  iiUcs  doj',  „,  Y,,,,,...,  ya.i<  Vi.?.---  il';i|>r('s  les  loiinnlcs 

flonné(>s  ci-dessus,  CDniMiK'cs  avec  l'(''ini;irHiii  dlIliTiMilirlIc  (|ui  i('|i(iiitl 
à  l'(''i|ii;il ion  II  -  11.  et  (jiii  ol  la  iiiciiic  |MMir  lotilcs  1rs  i|iiaiilit('s  y[  ,, 
y"^  ,,...,  |MHs(|ii'cllrs  ne  dillri riil  nilii'  rllo  (|iir  |t;ir  li's  t'iiiiclions  iirhi- 
liaii'cs. 

Ul:AIAHQt  F.     IV. 

3<S.  I.;i  (|Malrii'iii('  l{('inar(|iir  ntiilcia  sur  (|iH'l(|Ufs  Irausl'oi  lualioiis 
(|u'ou  |M'i:l  rui|)liivcr  |mmii-  l'ai  ililcr  riiili'i;rarKiu  des  ('■(juiiIkuis  aux  dif- 
rérciift's  iiiiics  cl  |iaiiicllcs.  Si  dans  rc(|narniu  en  y  et  '':;  résultante  de  la 
substilutinii  de  c/.' fi' [i  la  place  île  V,  ,  dans  re(|nali(iii  dillerentiellc  pid- 
posée,  on  tait 

a  =  «  £'"7"  -f-  a'  E'"'  y"'  +  a"  e"'"  y""  +  .  . . , 

^  —  1)  £/'  yl  -1-  //  si''  ■/•>'  -h  W'iP"  yl"  -h.  .  ., 

a,  a' ,  «",...,  h,  //,  //'....,  f/i,  in  .  iti' ,.. . ,  n ,  n' ,  n" ,. ..,  p,  y/,  //',. ...  y.  r/', 
^",...  étant  des  constantes  (|uelc()n(|nes  données,  cl  i,  y  deu\  ncuivcllcs 
indcterniiuéos,  on  aura  nue  Iranslocniée  en  a,  y  qui  pourra  dans  plu- 
.^icurs  cas  ctrc  plus  simple  cl  plus  Irailahlo  (jue  l'é(iualiou  prin)itivo 
en  c/.,  fi. 

i)v  je  disque  si  l'on  regarde  celte  (Mjualion  on  î,  ■/  comme  résullanto 
immédiateuuMil  d'une  é(|ualion  à  dill'érences  finies  et  parlicdlcs  entre  les 
trois  variahics  x,  l  et  s,  ,,  pai'  la  siilistilntioii  de  s'y'  à  la  place  de  r^,,, 
et  (|u'on  en  déduise  par  les  mélhodes  ci-dessus  l'expression  générale  do 
-j.,,  il  sera  t'acilo  d'en  conclure  l'expression  générale  de  >',  ,  de  la  ma- 
nière suivante.  Ou  sulistilnei'a  pour  cela  les  mêmes  valeurs  de  a  et  fi 
dans  la  (|uanlite  c/:' fi/ ,  et  développant  les  termes  (Ui  aura  niic  expression 
de  celle  loi  llic 


SUM    I,i:S  SIJITKS   ItLCl  UMLM  KS. 


205 


Or  £■'•/'  est  nue  v;ilciir  |i;irli(iiliiT('  de  ;,  ,,  ilc  iiiriiii'  (|iir  y' [j'  fsl  imc 
v;il('iir  |);irti(iilière  de  y_i,;  ainsi  passant  di-s  v;ilciits  |i;ii  riciilii'rTs  iiiix 
r\|iicssi(ins  ^l'iK'ralcs,  on  anni  siii'-l('-cliain|i 

On  |)(mrr;iit  transloriiiiT  de  iHMivcaii  rc(|iiati(iii  m  :  cl  y,  ri  l'un  Iroii- 
vcrail  (le  la  im'iiic  iiiaiiii'i'c  la  vali'iir  (•(in('S|)(inilanlf  de  ;,  ,. 
Sii|)[)()S(ins,  par  l'xcnipli', 

(III  aura 

a'(3'=  A  +  Be  +  C/  4-  De'-i-  Eey  +  Fy^-i-. . . 


en  faisant 


A  -  :  a'I,', 

B  —  xa'-'p  X  h',  C  --  th'-^q  x  a', 

ir(x  —  il 


D  = 


a'--p''xb',     E  r=_r«^  'p  >^  l  !>'' 'g, .  . ., 


et  dt!  là 


j^,,  =  A  iîo.o -4-  Bz,,,,  +  Cs.,, -+-  Ds,,„  + Es, .,+.., 


Si  l'on  voulait   faire  succcssivcnicnt  les  deux  siihstiliilions,  on   anrail 
d'alM.rd 

,  ,  XI  X  —  Il 

Xx.i  =  «'.>;,  ■+-  xa'-'pr^  ^  H : a'-^p'y^^^  -t- . . . , 


cl  t'iisnilc 


/,             .1,  ,                f{t~i    ,,  ,,   , 
.'x,»-     o'Zt,o  -f-  to'^'qzr,,  -+-  ■ «    'y'Sr.j  +.  .  .  . 


R(''»ipro(picnii  lit  mi  |)ourra  dctciinincr  les  valeurs  de  -,  ,  p:ir  l■tdle^  de 
Yjj  en  siilisliliiaiit  dans  £'■/  l<'S  valeurs  de  i  el  y  en  c/.  et  [-j,  el  ehaii^eaiil 
ensuite  (  liaipie  prniluit  de  y.  et  ,'s  tel  (|ue  y.'' fi'  on  jv.i- 
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Remauqie  V. 

39.  I,;i  iiii(|UH'nic  U('iii;ii(iiii'  csl  (iii'il  pciil  aiiivcr  diiiis  l;i  soliitidii 
•les  Proltl^iut's  cnie  les  Icrmes  donnés  dans  lit  Table  du  n°  6  ne  soient  pas 
ceiix  (|ui  tonnent  les  premiers  rangs  horizontaux  ou  verlieaux  de  cette 
Tal)lf.  ;iinsi  (|iic  nous  l'avons  toujours  supposé  jusqu'ici,  mais  d'autres 
(luelconcjiies.  Alors  parmi  les  dilIerentf'S  formes  qu'on  peut  donner  à 
l'expression  i;eiHTalc  de  i ,  ,  il  tandia  choisir  celle  (pii  l'cndra  la  déter- 
mniaïKin  des  l'onclions  arbitraires  par  les  lernn's  donnés,  la  plus  facile: 
mais  on  ne  saurait  donner  des  règles  générales  pour  cela,  et  il  faut  aban- 
donner cette  recherche  à  la  sagacité  de  l'Analyste. 

lui  général,  il  faudra  loujours  qu'il  y  ail  autant  de  lignes  indetinies 
(h;  ternies  donnes  dans  la  Table  du  n"  6,  (|u'il  y  a  d'unités  dans  l'expo- 
sant de  l'ordre  de  ré(|uation  ditlerentielle;  mais  il  n'est  |)as  nécessaire 
(|iie  ces  lignes  soieiil  hoi'izontales  ou  verticales;  tdles  peuvent  egalenieiil 
être  inclinées  d'une  manière  quelconque,  et  même  elles  peuvent  être 
courbes  ou  plutôt  composées  d'un  assemblage  de  lignes  droites  dillérem- 
menl  inclinées.  .Nous  en  vendus  des  Exemples  dans  l'Arlicle  V. 

Remvrqi  E  VI. 


40.  .Ma  dernière  Remarque  conceine  le  cas  où  l'on  a  à  intégrer  plu- 
sieurs é(|uations  linéaires  qui  renferment  autant  de  diUérentes  inconnues 
(elles  (pie  v.,,,.  r,,,,  /<,,,...;  il  est  facile  de  se  convaincre  ([u'on  peiil 
((uijours  |)ar  l'élimination  parvenir  ii  une  seule  e(|uation  finale  (pii  ne 
renlérme  (|u'nne  seule  inconnue  y,  ,:  mais  il  sera  souvent  fort  pénible 
de  s'v  prendre  ainsi,  et  l'on  ai'iivera  an  bul  d'une  nianii'ic  beamiin|) 
plus  simple  en  apprupianl  immédiatemeni  nos  méthodes  aux  c(pialions 
p,-o|)osées.  Pour  cela  on  Icra  d'abord 

ri.i  =:  u a'^',     Zi,i=:  ba'p',      u^,,—  cy^'^',..., 

(•>■  (jui  domiera.  après  avoir  divi.sé  cha(|ue  ecpiation   par  a',i'.  aulanl 
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irr(|ii;iliiiiis  fil  '/,  ''j  cl  l'ii  a.  h,  r,.. .,  <|ii'il  v  :i  (le  rcs  (Icrnii'n'N  i|ii;iiililrs. 
l'I  iiii  ces  (|ii;ititilcs  seront  loiilrs  rnicaircs;  de  soric  (|iii'  si  Inii  i  liiiiiiir 

les  (Hi;illlit('S    -)    -!••■.    1111   li;ir\irliili;i    ;i    une    (■(llliirnui    filiale   l'ii    c/   e|    h 
'an'  '  ' 

(|iii  roiilieii(lr;i  hi  relaliuii  (ju'il  ildil  \  avinr  eiilie  i  es  deux   iii(leteiiiii- 

iiei's,  et  (|iii  s(M';i  la  inèiiie  i|iriiii  eût  Irouvee  par  la  Milistitul  nui  de  w/'  W 

\\  la  [ilaee  lie  V,  ,  dans  re(|iiati(iii  en  V,.,  résnilaiite  de  reliiniiialinn  do 

autres  ineoiimies  r,  , ,  u,  , On   |)(»urra  donc  tronvei    d'apri's  celte 

é(|iiation  cl  par  le  moyen  des  nietliodes  exposées  iiis(|ii'ici.  l'expressMui 

i;'éneralc  de  >',  ,;  nous  dénoterons  cette  expression  par  v'     .   Maiiitciiaiit 

coiniiie  les  e(|iiarioiis  en  a,  h,  c,...  sont  piireiiii'iit   liiieaire--.  dii  pourra 

trouver  les  valeurs  de  -■,    -,■■■    nar  des  l'oiiction>  ralioiiiiclles  de  ^  et  ';: 
(/     (/  '  ' 

soient  donc 

6        B       c       C 

-  =  -.,     ___--,..., 

fl       A       «       A 

A,  15,  (;,...  étant  des  t'onclions  ralionindlo  entières  de  y  et  ^'j ;  coninie  (/ 

esl  une  constaiile  (|ni  deiiicnre  aijiilrairc,  on  pourra  nicltie  partout  ^/  A 

à  la  |)lace  de  «;  par  ce  moyen  les  (|nantiles  av'  ^i,',  //c/'  f^,  ca'jS',....  (|ui 

sont  les  valeurs  particulières  de  v,  ,.  r,  ,,  //,,,...,  deviendront  a\cf:'[''. 

a\\r/'^'j',  aCoi^ ["i' , .  . .  .  Or  les  (inanlites  A,  B,  C, .  .  .  sont  iiecessaireiiieiit 

de  cette  l'orme 

A  =::  "P  a"'  (3"  -t  -  P'a'"'  (3"'  -(-...  , 


!',  (J,  H.  P' ///,  /',  m  ,  .  .  .  étant  des  constantes  données; 

leurs  particnlii'res  dont  il  s'ai;it  deviendront  de  la  roriiic 

P  a  a"  "■  ^'->  'M-  P'  a  a'+"''  ;3'+"'  -)..., 
Rrt  a'*^  (3'-"'  +  IVasc'^''  |3'+''  -+-..., 


les 
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mais,  par  riiy|ii)|li(sc,  acc^fi'  est  la  valeur  parlieiilière  île  j-^  ,;  <loiic  pas- 
sant des  valriir>  pailiculières  aux  expressions  générales,  on  aura  aussi, 
en  général, 

r-.'  =  P .)  x+„.,+„  -^-  P'  jUn.'.  ,+n'  -^-  •  •  • . 

z,.,  --=  0.)-;^^,,+,  -+-  Q' r;^,.,,^,  + . . . , 
«x'.r  =  R  y\^r. ,+.  +  R'.r:H-r'.,+.'  +  •  •  ■  . 


el  il  ii'v  aiiia  |)Iiis  (|irà  suhslituer  à  la  place  de  v',  ,  son  e\|)ression  gé- 
n(''i'ai('  tniuvci'  i)i'(''c(''dciiiiiicnl. 


Aiinci.K  l\  .  —  Des  suites  n'ciii rentes  triples,  un  de  riiitév;ra- 
tioii  des  équations  linéaires  aux  différences  finies  et  partielles 
entre  (piatre  variuJ>les. 

41 .  Si  l'on  iiiiagiiie  une  suilc  dont  les  tci'mes  varient  de  trois  manières 
dilTérentes,  et  (|u'on  suppose  cju'il  y  ait  toujours  entre  un  certain  nondire 
de  ternu's  successifs  de  cette  suite  une  même  éijualion  linéaire,  dont  les 
coeHicienls  soient  constants,  ce  sera  là  une  suite  récurrente  triple:  el 
re(|ualiou  dont  il  s'agit  sera  une  ('(piation  linéaire  aux  dillereiices  tinies 
et  |tartielles  entre  (piatre  variahles,  doul  l'intégration  fera  l'ohiel  de  cet 
Article. 

A  l'iniilatiou  de  ce  (|ue  nous  avons  pratlipH'  ii  l'égard  des  suites  récur- 
rentes doubles,  nous  désignerons  un  ternie  (jutdcon(|ue  d'une  suite  ré- 
currente triple  par  j',  f„,  en  sorte  qu'en  faisant  successivement 

a'  =1  o,  I ,  ?,  3, . .  . ,     /  ;-  o,  I ,  ?.,  3, . . . ,     u  ^  o,  I ,  ■?.,  3, . .  . , 

on  aura  tous  les  termes  (pii  pourront  enlrei' dans  celle  suite;  d'où  l'on 
voit  (]ue  ces  termes  pouri'oiil  formel'  une  falde  ;i  triple  entrée  en  forme 
de  paralléléjtipi'de.  de  même  (pie  les  termes  _)'.,.,  des  suites  récurrentes 
doubles  forment  une  TaMe  à  double  entrée  en  forme  de  rectangle  (6), 


SUR  LES  SUITES  RÉCUKUENTES. 

42.   (x'Ia  pusr,  soil  l'équalion  du  Iroisièiiie  ordre 


•200 


la(|ii('ll('  est,  l'oiniiic  l'on  voit,  d'iinf  l'orme  sfiiiidithlc  ii  cflir  de  rt''(|ua- 
tion  'V )  du  n"  7. 

l'oiir  iiiU'iii'cr  celte  é(|ualioii  je  suppose 

a,  y,  j3,  Y  étant  des  constantes;  subsliluanl  cette  videur  el  dlvis:iiil  en- 
suite tiuile  re(|uation  jtai'  ayr^^j''/',  j'ai  celle-ci 

d'où  je  lire  la  valeur  de  ■/  en  a  et  [i,  savoir 


B"  +  C'a-(-C"(3-t-D«p' 


y  = 


ou  liieu,  en  divisant  le  haut  el  le  has  de  oelle  fraclion  par  ck^j, 
^       B'         B        A 


7  = 


D 


«        |3       «(3 
C"       £    ,    B"" 


J'éli've  Miainteiiaul  celle  (piaulilé  ii  la  puissance  u,  el  di'vejoppanl  les 

lernies  sui\;uil  les  diUcreutes  puissances  de  -  el  de  y>  j'aurai 

1  z  p    ■' 

y"  =  \  -^  V  -  -t-  V"  -^  4-  V"  -■+... 


'^3-'^"ap-'^"^ 


+.V-;, ...... 


IV. 
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itii  les  foclliciculs  V,  \  ,. . . ,  ,V,  ,V  ,. . .  scroiil  des  loiictioiis  coiiiuifs  de  ii 

et  (les  coiistaiilcs  A,  B,  IV, 

\lul(i|iliaiil  (li)iic  cette  expression  de  y"  en  série  par  avf^^j',  on  aura 
une  valeur  parlieulière  de  r,  ,„;  et  à  cause  que  a,  v.  et  j*?  sont  indétermi- 
nées cl  (|uc  rc(|ualinu  esl  liueaiif,  (lu  pourra  picudre  aussi  pour  v,  ,„  la 
soninu'  d'autant  de  pareilles  expressions  qu'on  voudra  en  elianiicant  ii 
volonté  les  valeurs  de  a,  a  et  ^j.  De  là  il  est  aisé  de  conclure,  par  un  rai- 
sonurnicut  aualoi^ue  ii  celui  du  n"  7.  (pi'iui  aura  l'ex|)i'ession  générale 
de  j.j_,,„  en  mettant  dans  celle  de  x'^j'-f  ii  la  place  de  chaque  produit 
de  «  et  ,3  tel  que  t.'' ^/  une  fonction  (pielcon(|ue  de  r  et  s,  qu'on  pourra 
désii^ner  pary'(r,  s).  Ainsi  doue,  on  aura  sur-le-(liaui|) 

;•„,.„  =  \f\x,  t  i  +  V'/  .r  —  I,  «n-  V"/(x  —  i,t)-\-  \"'fix  —  3,  0  -H  • .  • 
-+-  ,V/i  .r,  /  -  I  )  +  ,\'f{x  -  I ,  /  —  I  )  +  ,\"f{x  —  2,  /  -  I  !  -I-  .  .  . 

-1-  „V/'  X,t  -~2)+  ,y'fix  —  1,1—7.)  -\-... 

-+-,yfix,  t  —  3)-^... 


\3.  Pour  déterminer  maintenant  les  valeurs  de  la  fonction  fix,  t),  je 
suppose  (|u'on  connaisse  toutes  les  valeurs  dey.u,,,  lorsque  n  =  o;  or  fai- 
sant Il  —  (),  il  esl  clair  cpi'on  a  7"  =  i;  donc  V  =  i,  et  tous  les  autres  coeffi- 
cients soûl  nuls;  (liinc  la  formule  précédente  donnei'a,  loi'scpie  m  =  o, 

r.,.o=f(x,l. 

Donc,  si  Vou  t'ait  celle  sulislilulion,  on  ani'a 

Xx.i,u=  v>x,,.o  -+-  V'.n_,.,.„  -1-  \"xt-,.i.o  -I-  v"yi_,,,.o  -i- . . . 
+  ,¥/.,,_,..  -1-  ,v' jx-,.,-,,.  -f-  ,v"rx-,,,-,,o  -1- . . . 

-+-  „Vjx.,_2.o  +  „V'jx-i./-;,o  -*-... 
H-,,,VjV,-3,. -1-... 


Cette  solution  est,  comme  l'on  voit,  tout  à  fait  analogue  ii  celle  ilu 
n"  8;  aussi  est-elle  sujette  au  même  inconvénient,  cjui  est  de  (huiuer 
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|i(iiir  V,  ,„  une  cxiircssinii  ciiiniKisci'  d'iiii  imhiiIiic  iiitiiii  ilc  Icriiics,  ii 
inuiiis  (|iic  Ini'is  des  (|ii;ilii'  (|ii:iiililcs  1}",  C,  C",  D  lie  s'i'vandiiissnil  ii  l;i 
t'dis,  iiiKiiicl  (IIS  la  valriir  (le  y"  scia  liiiic,  // ('laiit  li\  |)olli('sc  un  ikuiiIiic 
«'iilicr  posilil'. 

Opriidaiil  la  ■Miliiliiui  |iir(i'(li'iilc  pinill'ii  rire  Utile  dans  tous  les  cas 
où  les  tenues  ihuiiies  _}'.,,,,„  sont  nuls  pour  toutes  les  valeurs  négatives 
(le  or  el  de  /;  car  alors  il  est  visilde  (|ue  l'expression  ci-dessus  de  j.,,,.„ 
sera  toujour's  tci'UiiiU'e;  el  c'est  ce  (|ui  peut  avoir  lieu  dans  un  i;iaud 
nouilire  de  ipiolions. 

'('(.  Maison  peut,  pai' nu  luoven  senihlalde  à  celui  du  11"  12,  obtenir 
une  e\pressi(Ui  liuie  de  >•,,,,.„  dans  tous  les  cas.  Kn  ell'el,  si  dans  la  valeur 
de  ■/  du  II"  'l2  ou  l'ail 

B"  +  C'a  -+-  C"  [3  -+-  Da(3  =  w, 

ce  <pii  donne 

&)  —  B"  —  C'a 

el  (|u'eiisuite  ou  lasse  dans  cette  valeur  de  j3 

L-i-Da=;rî,     dou     x=^  — =- —  > 

on  aura,  en  sulislituaut  successivement  ces  valeurs, 

/,  -  C 

,       C'C"— DB"— C'yU-Dûi 

I»   H(,        nV^Bv}    -t-    C'C'-DB'-C/înC'C'  -  PB  -  C'/j -h  Dai) 
'^  ~'  -  ^^^^         -  , 

expressions  (pii  ont  l'aNaiilai^c  d'i'lre  sous  une  lorine  liuie  el  de  iir  puinl 
etuilenir  de  l'raelioii  coiiiplexe;  de  sorte  ([ue  si  l'on  multiplie  enseuilde 
ces  ([uanlilés  élevées  respecLivemenl  aux  puissances  j;-,  t,  u,  el  (|n't)u 

27. 
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(li'V(liip|ic  K's  lermcs  siiivaiil  les  puissancos  c{  les  proiliiils  de  r,  ri  de  o), 
on  aiu'u  pour  x''[j'y"  iiiic  cxiiicssidii  linic,  laiit  (|iii'  .r,  /,  ii  sciiml  ciiticis 
positifs. 

Supposons  donc 

(■n-C"Y      (C'C"-DB"-Cn-hBù,\' 
[     D     )  ^  [  î)  j 

/BC-DA-Bn       (C'C"— PB'— Cy))iC'C"— DB"-C'yi  +  D6))\" 
^  \,  D  "^  D'  ) 

=  Z  -4-  Z'y;  -t-  Z"-n' -+-  Z"-/î^  -f-  .  .  .  -f-  Z"-^'+'"J r,'*'-*-'" 
+  ,Zc)  -+-  ,Z'y;  w  -I-  ,Z''y)-6)  +  .  .  . 
-l-„Zf.)'-l-„Z'yiO)'-t-..  . 

-l-,„Z(,)'-4-... 


+  (,+„)Z«'+"  -t- .  .  .  +  i,_H„)Z('+"'7;^+''w'+", 

OÙ  les  coefficients  Z,  Z',...,  Z,...  sont  des  fonctions  connues  de  x,  t,  u 
et  des  constantes  A,  B,  B',...;  il  n'\  aura  plus  qu'à  multiplier  cette  série 
par  ■/)"'"""«""  pour  avoir  la  valeur  de  v:' [j'-f  en  r,  et  oj;  cl  ('(unnic  r,  et  w 
sont  indéterminées,  on  en  pourra  tirer  immédiatement  la  valeur  com- 
plète de  Va,,,,,  eu  ne  faisant  que  changer  chaciue  produit  tel  que  rr'' 'Ji  ' 
en  /(r,  s);  de  cette  manière,  on  aura  donc 

y\,,_u  =  Zf\l-i-  i(,u  -~Z'f\t  +  u  —  \,u  +Z'y  /-)-  u  —  i,n\-r-Z"'f  t-i-  u  —  3,  «H-... 

-t-  ,Zf{t  +  «,«—!)+   ,Z'/\'  +  «—!,«—  I  )  +   ,Z"/l  /  -t-  «  —  2,  M  —  1     H~  .  .  . 

-4-  „Z/U  +  «,  M  —  21  -(-  „Z'f{t  -h  u  —  i,  u—  y.i-i-  .  .  . 
-h  ,„Zf[i  H-  t/,  M  —  3  -f- . . . 


M),  i^our  dctcrmini'i-  maintenant  les  Nalcurs  de  la  toncliou  /'(r,  *), 
on  fera  comme  plu>  haut  ;/  =  ().  et  l'on  sup|i()sera  ensuite  successive- 
ment X  :=  o,  1 ,  2,  1.....  /  =  (),  1 ,  2,  3,...  ;  ou  aura,  par  ce  moyen,  une 
suite  d'équations,  d'où  l'on  tirera  les  dilférentes  valeurs  de  la  fonction 
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iliMil  il  s'ai^il  CM  V , ,  y,  v„  ,  „....;  iiiiiis  il  sci;i  di  11  ici  le  de  |i;ir\ciiir 

|i;ir  ce   rihiNcll   ;i  des   Inl'lllll  li'>   iissc/   sini|ilfs,  trllcs  (juc   celles  (|lle   nous 
MViMIs  lldllNCes  [KUir  le  eus  de  lidis  \aii;ihles  seilleiliellt  '13^. 

i(».  On  |ienl  anssi  a|»|d'M|uei-  an\  e(|iialiiins  (|nl  loni  r(dijel  de  cet  Ar- 
ticle lit  inotliodc  i;énerale  de  i'Ailiele  |)li'eedeill.  el  en  liier  des  e(in(  lll- 
sions  s(Mnl)lal>l('s. 

IJi  ellel,  il  esl  d'almid  évident  (jne  si  7.' ['/"  ■/'  csl  Mil  (les  lelllles  de  la 
plus  iiaiile  (rniiciisioii  de  ré(|iialioii  en  </.,  ^'j,  y  résnilaiile  de  la  sulislilii- 
tion  (le  «'j'j'y"  ii  la  [ilace  dcT,  ,„  dans  l'éinialidii  diirérenrndle  |iin|insee, 
il  esl  ('■videiil,  dis-je,  (|n'eii  siilisliinani  snreessiveiiieiil,  aiilani  (|u'il  e-^l 
possihle,  la  valeur  de  ce  lerme  dans  la  (|iiaiitilé  c/j';'-/",  lui  [Hmira  la 
réduire  à  une  suile  tiiiie  de  |)uissauees  de  a,  j'i,  y,  parmi  les(|U(dles  il  ne 
se  trouvera  jainais  le  produit  y'^'j'"'/".  lùisiiite  on  |i(inria  prouver  par  les 
priiici[)es  du  ii"  32  ipi'il  n'y  aura  (lu'à  iiiellre  dans  celle  expression  de 
c.'i'B'y"  à  la  |)laee  (l'un  produit  (pudcoiuiue  tel  (|ue  a''j'5'y''  une  rouctioii 
(|U(dcon(|ue  (les  trois  nombres  /■,  s,  q  (|u'oii  |iourra  (lesii;iier  par  /  /•,  .v,  q], 
p(Uirav(/ir sui-le-<  liaiiip  l'expression  générale  et  eoiiiplète  (le  y,  ,„.  lùifiii 
on  (ItMiioiitrera  eoiiiuie  dans  le  n"  33,  que  ces  l'oiidions  seront  respe(  li- 
vemeut  ("'gales  aux  pi'cmiers  leriiies  de  la  suile  récurrente  pro|t(>sce,  en 
sorte  (|u'(Ui  aura,  en  i;(''ii(''ra!, 

il  faudra  donc  su|)|)oser  donnes  l(uis  les  termes  de  la  forme  _>',.j.'/  •l:l^^^ 
los(iuels  (Ml  n'aura  pas  ii  la  l'ois 

r=  ou  >/,     .5  —  ou  >•  w,     ç  n=  ou  >h; 

el  alors  on  aura,  par  le  iiioven  de  ces  termes,   l'expression  ij;(''iiérale  de 

M .  V.w  exem|)le  dans  le  cas  du  il"  42,  r(''(|u;itioii  en  «.  (3,  y,  c(»nte- 
nanl  dans  le  rang  do  la  plu«  haute  dimension  le  terme  Dapy,  on  pourra 
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riMliiiio  l;i  (|u;iiilitt'  c^'j'i'y"  à  une  suite  tinic  de  l;i  tonne 

P^Qa   -f^Ila^      ---Sx'        +ïa' 
-i-Q'P-r-K'a(3   -^S'«=p    +T'a^;3    ... 
-:- Q"y-t- R"ay   -t-S"«'y    +  T'a^y    ... 

4-R'"P'   -f-S^ali»   

H-H-Py  +  S-ay' 

+  R'7=    -f-S'^lâ'      

+  S-^-/ 

+  S-?f 

H- S'"  "y' 

dans  laquelle  se  trouvent  toutes  les  puissances  de  a,  fj,  y,  soit  seules, 
soit  combinées  entre  elles  deux  à  deux,  mais  jamais  les  trois  quantités 
V.,  j'î.  Y  ensemble.  Et  comme  le  terme  Da,'5y  est  le  seul  de  la  plus  haute 
dimension  dans  l'équation  dont  il  s'agit,  il  s'ensuit  qu'on  ne  pourra 
trouver  que  cette  .seule  expression  finie  de  a'^^'Y'-  Par  conséquent  on  ne 
pourra  avoir  qu'une  seule  expression  compli'te  de  y,,„,  la(|uelle  résul- 
tera de  la  substitution  i\e/[r,s,  fj,  ou  bien  de  v,  , ,/  à  la  |)lace  de  y!''^J-(' 
dans  la  formule  précédente. 

Dans  ce  cas  doue  il  l'aiidi'a  supposer  connus  tous  les  termes  tels  (|ue 
Vr..c,,.  l'un  des  trois  nombres  r,  s,  q  étant  nul  ;  c"est-;i-dire  tous  les  terun's 
Vr.j.n,  ."Kr.n.-y  .Vo.s,,/.  les(|uels  forment  les  trois  faces  du  |)arallélépipède  de 
la  Table  a  triple  entrée  dont  on  a  parlé  dans  le  ii"  \\ . 

A  l'égard  des  coellicients  P,  Q,  Q',  Q",  R,...  on  pourra  euq)loyçr  des 
méthodes  analogues  à  celles  (|u'on  a  proposées  dans  l'Article  111;  mais 
(  ouime  dans  le  cas  de  ré<jualion  (Mj  on  peut  rc|(réscnler  les  trois  quan- 
lili's  y,  ^3,  7  |>ar  des  fonctions  finies  et  rationnelles  de  deux  autres  indé- 
terminées, ainsi  (|u'on  l'a  trouvé  dans  le  n"  'i  i  ,  il  sera  j)lus  sinqde  de 
substituer  ces  valeurs  de  a.  ,^>,  y  en  r,  cl  o)  dans  l'expression  y:' ';•>'■  j",  et 
ensuite  dans  la  série 

P-f-Qa-(-Q' fi -+-..., 
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cl  lie  (IrIrriiiiiiiT  ciisnilr  |i;ir  lu  ((iniiiiiriiisoii  des  Iriincs  liuniiiloHjucs  les 
Videurs  (les  coellK  icnis  P,  (),  (Y 

'|8.  Je  Ile  |KPiisser;ii  |i:is  [liiis  loin  ces  Heelieiciies  sur  riiili'giiitiuii  des 
e(|ii;iti(iiis  liiieiui'es  ;iii\  dill'ereiH'es  [);irlielles  el  finies  dont  les  eiieili- 
(■ienl>  Miiil  eiinsliinls;  il  est  ;iisé  de  voir  |i;ir  (|n(ds  ni(i\ens  (in  ikhhtm  :(|i- 
|dii|iier  ;(ii\  e(|iiarKin>  de  hiiis  les  ordres  les  nielliodes  (|iie  nlln^  nciioiis 
d'exposer;  je  \;(is  inonlrer  maiiiteiKiiit  l'usage  de  ces  iiiélliodes  daii^  un 
petit  noininc  de  l'r(d)lèiiies  choisis  coneerii:ml  la  llu'oi'ie  des  pi'ojpaliili- 
l(''s,  ce  (|ni  servira  iion-seiileinenl  ii  jeter  un  |dii>  ;;iaiid  jour  sur  ces  iih'- 
lllodes,  mais  encore  ;i  donner  ;(  rAnal\sc  des  hasards  un  nouveau  dciice 
de  perlée tion. 

VuTici.K    \.    —    ^Implication   des   iiiélinxics    pircédciitc.s    à    la 
soliilidii  (le  (lijlcrviil s  Prohli-Dics  de  I  -liKilysv.  des  li(is(ir<ls. 

I'horii'cmi:   1. 

4!).  I  II  joueur  pane  (ramener  un  eve/ienwn/  (/on/ie.  h  pus  nu  moins, 
en  un  nombre  a  de  eoiips,  lu  prolxilnliti'  de  I  (irncncr  à  ehiupic  loup 
cliinl  p  :  on  demande  le  suri  de  ce  /ouei/r. 

Désigiioiis  |)ar  Vjf  son  sort  loiscpi'il  n'a  |)kis  ([iie  .i-  coups  à  jouer,  et 
(|ii'il  a  encore  à  amener  l'(''V(''iiement  en  (piestion  /  fois;  il  est  clair  (pie  le 
sort  (dier(di(''  sera  y„  j,.  Or  en  si  ip  posa  ni  (pi'on  jonc  nn  conp,  il  c>-l  l'aciie 
de  l'oriner  par  les  principes  connus  de  l'Analyse  des  hasards  re(pialion 
suivante 

ipii  est,  eoinme  l'on  voit,  linéaire  du  second  ordre  an\  dilÏÏ'reiices  liiiies 
et  parli(dles  entre  trois  variahles. 

|)e  pins,  on  \iiil  pal'  les  c(Uidiliiin>  du  l'ndilcmc  (pie  le  joueur  gagne 
lors(pie  t=^o,x  étant  (pielconcpie;  et  (|u'il  |)erd  lors(|ue  j:  étant  égal  à 
zéro,  l  est  plus  grand  que  zéro;  ainsi  l'on  aura  Y.'.o'~  •>  .hélant  (|uel- 


•iifi  iii:(.iii:i{(.iii:s 

(■i>ii(|iic  et  T„,=:o,  /  i't;iiit  V o;  tlf  sorti'  (iiic,  (hiiis  ce  cas,  U'S  termes 
(loiines  (le  l;i  'l'iililc  du  il"  (i  seront  ceux  ([iii  l'oniieiit  le  |ii'einiei'  raiii,' 
horizontal  et  le  [ireinier  vertical. 

Telles  sont  donc  les  conditions  du  l'idldèiiie;  |iour  le  rcsiuidir,  il  ne 
s'agit  pins  (|ne  d'intégrer  eonvenalilciiicnl  rc(|iiation  dillcicniicllc  Iron- 
vée  d'après  les  méthodes  exposées  dans  l'Ai'ticle  II. 

Pour  cela,  je  mets  celle  é(|iiation  sous  la  forme  suivante,  en  augmen- 
tant d'une  uuitr  les  nonihics  .f  et  /. 

pr^.i-^i'—p)r-.>+>— }''+'■'+<'=  °> 

et  je  ieiiKir(|ue  (|u'elle  est   coiii|)rise   dans  la   iormule     F     du  n"  7  en 

faisant 

k^p,     B  =  o,     B'=i — p,     C'=  — I. 

Kinplovant  donc  la  s(dution  du  même  numéro,  on  aura 


(3= ^~ =  ^X 

I  — p  —  (X  (X 


donc 

!^'  =  p'\  or'  +  t{i  —  p\  otr'-'  A — '-  (i  —  p  ^  «-'-'  -f- . . .  h 

d'où  l'on  tire  ;8    l'expression  générale 

y\.,  =  p- 1  j-,-,.o  +t  i-p  ;.)-.-,_,.o  +  —^ — ■  A-p  :\r,  -,-,.>  -+-...  J  • 

dette  expression  va  à  l'intini;  mais  comme  il  faut,  par  les  conditions  du 
Prohièiiic ,  ijuc  l'on  ait  v„ ,  =  o  lorsque/  est  >  <>,  il  est  visihie  qu'il 
faudra  cpie  l'on  ait  sépaieiiienl 

_^-_,,<,  —  o,    j-,_,,«  =  o,    .r-'-î.o  =  o, . . . , 

quid  (|iie  soit  /,  pourvu  qu'il  soit  >o;  d'où  il  s'ensuit  cpie  les  (pian- 
tites  v^o  devront  être  toujoui's  milles  lors(|ue  s  sera  un  nomhre  négatif. 
ce  qui  est  le  cas  du  n"  1),  où  l'on  a  vu  (jue  la  série  devient  tinie.  lùisuite 
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Ifs  (((iKlirmiis  (lu  l'riililriiir  iluiiiiriil  iiiissi  y,.,,  :^  i ,  (lucl  (|iii'  soil  .i  :  iloiic, 
siilisliliiaiil  (■(•>  vulfiirs  (l;iiis  rcxiiics^imi  iirrccdctilc.  un  ;iiir;i 

,r  '('-*-'),  I 

r'.i  =  p'\  1  +  M— y^  H ^-  -  (i—pY-h...  U 

"il   il   lie   t'aiulni    |)irii(lrr   (ju'aiilaiil    de    Iciincs  (|iril    \    a    d'imilcs  (laii> 
noue  ciitiii,  cliaiiijîfaiit  .r  en  a  et  /  en  />,  on  aura  pour  le  soi'l  cIii'I'cIh'' 

O  i'rolili'iuc  est  rcsiilu  dans  la  Science  des  liasanls  de  Moivrc  '  p:ig('  i  '5, 
l'dirKui  de  ij')*)  ,  |)ai-  inchKlinn.  cl   uns  snlulious  s'acccudi'Ul   iiarl'ailc- 

UH'Ill. 

(loilOLLAIKE. 

50.  si  la  (|iU'sti(Ui  clail  {Winicner  ièycnemenl  donné  h  fois  /li /dus  ni 
moins,  en  a  coups,  eonscrvaul  les  nièuics  (léuomiualious  (|uc  ci-dcssiis, 
ou  Irouverait  d'al)ord  la  même  é(|uatiou  diU'ércutiidle,  cl  par  cousc(|uciil 
la  UH'uic  cxpi'<'ssiou  i^i'iu'ralc  di'  v,,,;  cusnilc  ou  pinuNcrail  aussi  (|uc  r„ , 
doit  ('trczéro  laut  que  />■();  ce  (|ui  rciidia  nulles  I  ou  les  les(|uanlilcsj',„, 
où  ^  sera  néi^atif;  mais,  à  l'cijai'd  dr  r,  „.  il  l'auili'a  cousidéicr  ipu' celte 
(juanlitc  c\|iriuic  le  snil  du  jouciii'  liu'S(|u'il  doit  encore  jouer  ./■  coups, 
el  (|u"il  ne  doit  plus  anieiu-r  rcvcucinenl  donne:  or.  connue  la  pi'(d)al»i- 
litc  (le  ne  pas  amener  col  évém-menl  :i  clia(|ne  coup  csi  i  p,  celle  de  ne 
pas  ranicncr  dans  .!■  coups  siu'cessil's  sera  (\ — />/' ;  ainsi  l'iui  aiu'a 

y,.o=\i-pY, 
cl.  en  i-éneral. 

.)■-..=  ("-/')', 

s  étant    un    niuulire  positif  iph'lciui(|iic  ou  zéro,    l'ar  ce^  sulislituti(Uis. 
rc\|ucssiiui  de  y,,  de\icudra 

,    ,  I  ,  I    t  ->     \  Il  -•r  l  ,.  .  .    X  —  l)   \ 

•  '  '  2  l.-i....(x—  t)       J 
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tf  i|iii  pi'iil  se  ir<liiiic  ;i  crllc  loiiiii'  |ilii>  miii|iIi' 

{t-ht)(t  -h  i.)...x 

\  .1.  . .  X  —  i\      "^  '^ 

Donc.  clKuiifeiiiil  ./•  en  a,  l  en  h,  on  :\ur;i  pour  le  suri  iherclir 

6  +  i)(6  -4-  a).  .  .« 
•'  i.-?.. .  .\a—  0)      '  ' 

On  ;iiir:iil  pu.  ;ui  rc^lf.  (IimIumc  'ninni'ili;ilcnifnl  l;i  sointion  de  et-  der- 
nii'i'  Prol)l(Miic  de  cillr  du  numéro  prc<'('di'nl  ;  car  il  est  facile  de  eoni- 
prendre  (|ue.  >i  de  l;i  proJKiiiiiilé  d'amener  un  événement  donné  h  fois 
au  moins  eu  a  coups  (ju  oie  c(dlc  de  rmueuer  b  -+-  i  fois  au  moins  en  un 
pareil  luniibre  de  coups,  il  doil  nsler  la  |)roi)al)ililé  d'amener  le  même 
événement  h  fois  seulenu'nl  en  a  coups;  d'où  il  s'ensuit  (jue,  si  l'on  dé- 
signe par  Y„,j  la  valeur  <\i'  v.ij,  du  n"  il),  on  aura  jioui'  le  cas  du  (Viiollaire 
présent 

(Vest  de  celle  mauii're  (|ue  le  Piidili'me  doni  il  s"ai;il  (sl  i-ésoln  dans 
l'Ouvrage  cité  île  .Moivre,  page  i  5;  mais  celle  que  mjns  venons  d'en  don- 
ner est  nou-senlemeni  plus  simple,  mais  elle  a  de  plus  l'avantage  d'èlre 
déduile  de  pi'incipes  direcis. 

Pr,«)Bi,t:Mi;  II. 

.")! .  On  suppose  (JU.  à  c/uu/uc  coii/>  i/ puisse  airieer  deu.v  èecueinenls  iloiil 
les  prdliahilués  respectives  soieiil  p  et  (j  :  cl  l'on  ileitmnde  le  sort  d  an  joueur 
qui  parierait  d  amener  le  premier  de  ces  événements  h  fois  au  moins  et  le 
second  c  fois  au  moins,  en  un  nombre  a  de  coups. 

Soil,  en  général,  >',,„  le  sori  <lu  joiieui'  lors(|u'il  a  encore  r  ctuips  à 
j(Uier,  el  (|u'll  doil  eui'ore  amener  les  deux  éveuemenis.  l'un  /  l'ois  el 
l'antre  //  luis:  il  esl  clair  (|ne  le  sorI  cherché  sera  v„/,,. 

.Maiulenanl  si  l'on  suppo.se  que  l'on  joiu'  un  coup,  <'l  ([u'oii  considère 
les  dillérenls  cas  (|ui  peuvent  arriver,  on  formera  aisément,  d'apii's  les 
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|)i'iii('i|)rs  coiiiiu.s  (li>  l:i  iIk'-oi'k'  des  hasards,  rr(|iiatioii 

r,,i.u~-'- p,f,  .,/-.,..-'  7,i', -,,(.«-. -^- 'i      I'      (j  y,   >.im\ 

la(|iicllt'  csl,  foiiimc  Tim  voil,  aii\  tlillciciu  rs  liiiics  cl  |iaitii'lli'.s  iiilic 
(|iialir  \aiiaiilcs. 

()i-  il  (Si  \isil»lc  :  i"  (|iir  le  joiU'iir  poi'd  l()rs(|uc  r  claiil  nul.  l  l't  ii  imt 
ciicdic  une  valeur  |insilivc  (|ucli(iii(|U{';  d'oii  il  s'ensuit  (|in  l'on  iluil 
avnii-,  i-n  ^(''nci'al,  v„  f,„  =  <>  l<>is(|uc  /  ou  ti  >  o;  2"  (|iu'  si  liin  t'ail  //  =  o, 
lui  a  le  cas  du  I*i(iI)I(muc  |ii('C('dcnl,  de  sorte  (juc  la  valciii  de  v,,,„  doit 
cire  la  lUiMue  (|iie  celle  de  )',.,  du  n"  49  ci-dessus;  3*'(|uesi  l'un  l'ail /  =  o, 
ou  aina  aussi  le  cas  du  inènu'  l'roMeuic  en  cliaugeanl  seuli'incul  /,>  eu  y 
el  /  en  II:  par  consé<|ueiil,  la  valeur  tic  v  ,,„,„  sera  aussi  la  menic  <|ue  celle 
de  y,  ,  du  n"  49.  mais  en  y  changeaiil  /  en  u,p  eu  </. 

(iela  pose,  je  uu'ts  {'(Mpialion  dilleiculielle  sons  la  l'oruie  sui\aule 

l>}\.,.u-^i  -*-  qy..i-i..u^-   I  -    p    -  g )Xx.i-, <,«+>—  Xt+'.i+ko-i-i  —  ». 

et  la  comparant  ;i  la  l'orirnile  f,  1  du  u"  42,  j'aurai,  eu  ('aisaul.  poui'  altré- 
gei;  At  =  I      />      y. 


y  =  ^x 


a? 


V"| 


m(« -(- I)  (  «  +  2    /    j       Zn'p        inp'       />  ' 


el  de  la  j'aurai  siir-le-cliauip,  pal  la  l'oiinule  du  u"  43,  cette  expression 
Ucueralc 


yz.i.u  -(J"\  .IV  u.,..-r   un). 
Il  <  H  -i-  1 


.'   py. ,_,.) 

«'rv-u-î.f.c-^- art/' )•,,-«  î(  i..-Hp'rx-i.-î,»-2.o 

MiM-t-I    («  +  2i 


2.3 


~iH\}-:r-u-i.i,t->^'inpr,   „   3,,    ,,„-+- 3  n  p' y,   „      ,.«-r  /<')•,   ,._.j,,_ 


28. 
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Cello  furimilc  va  ;i  riiiliiii;  innis  (■iiininc  il  t'aul  (|iil'  1ois(jul' j' =  o  on 
ait  Vo.f,"  —  "•  M""''^  M'"'  ^"i*'i"  '  •''  "•  |>"iirvii  (|ii'ils  ir'  soient  pas  nuls  à  la 
fois,  il  est  facile  de  voir  que  tous  les  termes  de  la  forme  r^ 5,0,  dans  les- 
(|iiels /•  sera  négatif,  devront  néeessaireinent  être  nuls;  de  sorte  (jue  la 
foniuilf  deviendra  finie,  cl  (|ii'elle  ne  devra  être  poussée  (lue  ius(|u'aux 
termes,  inclusivenieiil.  (jui  scnuit  atlcclés  ilu  coeilicient 

U\U  -\-l)\U-\-1i).  .  .[X  —  l) 
l  .l.'i  .  .  .'  X  ^  u) 

Ainsi  donc  on  n'aura  plus  (pic  des  Icrnies  de  la  lornie  y,  t,„>  "ii  rsera  tou- 

joui's  positif,  mais  où  s  poun  a  devenir  iiei;atil'.  INuir  connaitrc  les  \aleurs 

de  v,„(.„  lorsque  s  est  négatif,  je  fais  dans  la  formule  générale  ei-dessus 

(  --=0,  auquel  cas  la  valeur  <le  y,.,,,,,,  doit  être  égale  à  celle  de  y,,,  du  n"i9 

en  cliangeant  /  en  11  et  p  en  </;  et  comme  cette  égalité  dnil  avoii'  lieu  cpitds 

que  soient  x  et  11,  j'en  déduis  aisément,  par  la  comparaison  des  ter'un's 

,,.      .     1          .                Il  ■•                Il   II  -^  i  ,      ,.   . 

atiecles  (les  mêmes  coellicieiits  11, ,■•■■>  ces  ey-aiites 


.)'r-n.(i,o—  1, 
71- |'i_„_2,o,o+  2W/;_)\_u_,,  ^,.„+  p\}-x-u  -i,-;,o=  (1   —  </  )S 

et  ainsi  ce  suite;  d'où  l'on  tire  successivement,  ii  cause  de  n  =  i  — p  —  (/^ 

de  sorte  cpi'on  aura,  en  gênerai, 

lors(pn'  s  sera  zéro  ou  négatif,  /étant  positif  ou  zi'ro. 

On  peut  d'ailleurs  se  convaincre  à  priori  tpu'  )',_,„  doit  élie  égal  ii  1 
lors(|uc  .V  est  négatif;  cai'.  en  supposant  s  positif,  cette  (piantile  e\|)rime 
le  soi'l  du  joueur.  lors(pi"il  lui  reste  encor'e  /■  coups  ;i  jouer,  et  i|M"il  doit 
encore  amener  l'un  des  événements  s  fois;  or,  si  ^devient  négatif,  il  est 
visible  que  l'on  aura  le  sort  du  jotuMir  lors(|u'il  a  déjà  amené  l'événement 
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(1(1  m  il  s';i;;il  .v  lois  de  |iliis  (jn'il  ii';>vait  IK-Sdiii;  ;iii(|iii'l  eus.  \t.ii  le--  idiidi- 
liiiii>  ilii  jm,  il  csl  f('ns(''  avoir  (l(''j;i  ^aj^iu';  par  coiisciiiii'iit  son  -mi  dnii 
alors  ctri'  loiijoiirs  ('gai  à  !'iinit(''. 

Dont',  en  gf'MiiTai,  [tour  avoir  la  valciii-  de  Ions  les  Icriiics  i,  ,  „  (|iii  |ii'ii- 
vciil  t'iilrcr  dans  l'cxiircssion  ci-dcssiis  de  v,  ,  „,  on  r('iiiar(Hi('ia  :  i"(|uc 
t'i'S  U'rnu'S  sonl  tons  inils  ponr  t(nilcs  les  valeurs  m'i^alivcs  de  r\  :>."  (|in' 
ces  termes  sont  Ions  ('gaiix  ii  l'iinih'  ponr  tontes  les  valeurs  n(''i;atives  on 
nulles  de  .V,  /■  ('lanl  /erii  on  iMisilil';  ')"  (|ne  /■  el  \  ('laiil  [losiliis  on  /.('ro,  on 
aura  par  le  l'r(dd('nie  piceedenl 

y-r.,  =  p'\  1  +  41  —  0  H :  I  —  »)'  +  ...  -I ^ — — -'  1  —  0  '-'   • 

•^  "^  \  ^        /-  2  '^  1.2. .  .{r—s)  '         \ 

Ainsi  le  l*r(dd('nie  est  n'soin. 

On  voit  |)ar  là  eoniineiil  il  l'ainirail  s'\  prendre  si  le  n(nidire  des  événe- 
ments ('lait  (Hie!((m(|in-.  il  n'\  aura  de  dillicnlh'  (pn'  dans  la  loii-nenr  du 
ealcnl. 

Piu)HI.i;mi;  III. 

52.  Lex  mânes  choses  étant  supposées  </ue  dans  le  Vrohlème  IL  on  de- 
mande le  sort  d'an  joueur  qui  purierait  d'amener,  dans  un  nombre  de 
eoups  indéterminé,  le  second  des  deu.r  éxénenu-nls  h  fols  a\tinl  (pic  le  pre- 
mier fût  arrivé  a  fois. 

Je  désigne  par  j^,  le  sort  du  joueur  l()rs(|u'il  doit  encore  amener  le 
second  ('vcMiement  /  fois  avant  (pie  le  premier  arrive  x  Ibis;  il  est  clair 
(|Uey„,iSera  le  sort  elierclie. 

Imaginons  maintenant  (pi'on  joue  un  coup,  et  comme  la  proI)aI)iIit('' 
du  |)rcmier  ('vénement  est  p  el  celle  du  second  est  q  ;i  cha(|ne  coup  par 
riiypolhi'se.  on  l'orniera  aiseineiil  re(|iialinn 

.>x,/  =  /'.)'x -,,/-+-  (JVx.l-,, 

el  l'on  icinar(|ncia  i|Uc  le  joucni'  gagne  lors(pie  /  — ;  o  et  .r  positif  (jnel- 
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(•i)ii(|U(\  et  (lu'il  [ifid   loisque  a- —  o.  el  /  pusilil' qucIcuiKuic;  de  soili 
(|iii'  l'im  aura  y^,,  =  i,  x  étant  >  o,  et /„.,  =  o,  t  étant  >  o. 
(j'ia  |)osé,  si  l'on  mot  réqualion  dillércnlicllc  sons  la  forme 

et  qu'on  la  compari'  à  la  formule    F)  Hu  n"  7,  on  aura 


P- 


p-ce 


(loue 


[^  et.  1  se  2.3  «'  J 

el  par  conséquent  f8j, 

r  /(/-4-I)  ,  I    '    ■ 

Vx.t  =  q       .)r.,.  -+-  tprr-,.„  H -^ P  .Tzz.'  -^ .  . . 

Or  puisque  jo.f  =  ">  ''  faudra  que  l'on  ait 

>■„,„  =  o,        |-„._,  =:  o,         )■„,_, -"O,.  .  ., 

de  sorte  qu'on  aura  le  cas  du  n"  9.  où  la  série  devieul  tiiiic  et  couinic 
d'ailleurs  on  doit  aussi  avoir  j-j,,  =  i,  il  en  résultera  celte  expression 


y,,,    -  tj'\  1 1  tp  -¥- 


t[t-i-l)     ,        /(<-r-l);<-l-2}     ,  l{l-hl)...(t-rX—2) 


2.3  ''  l  .■>,..  .{X- 

>ii  il  u'v  aura  ()lus  ((u'à  chaniîer  x  en  a  et  /  en  h. 


Al  TKli    son  TION     ni      PliOBI.È.MK    III. 

5:i.  On  peut  aussi  Irouver-  une  aulre  sidulion  du  Prcdili'ine  precedeul 
i)ar  le  unixeii  des  formules  du  u"  13.  lesquelles  doniieul  dans  Imis  les 
cas  une  expression  tinie  de  y,  ,. 

Kn  appliquant  ces  foruiules  au  <as  présent,  ou  aura 

m  ^=  I ,     n  ~  p; 


SIK    l,i:S  SIMTKS   KKCl  KKKNTKS. 
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lie  .sollc  (lllc  les  (lUailtilés  Y.  V,  Y",...  StTOIll  Vil  ,1  I   -  Vi  o  .  '  ,  V ,  *'l 

1  1  ^  •  ■•     if^  ',"     pij  -■' 

il  ciiusc  que  les  condilions  du  l'rohièmc  diMiiaiicIrrit  (|U(' 


y\_a  zrz  o,       f,,i|  =;  I ,      yi,a  ■ 


(•(■Ile  série  devieiidi-;i 


/'      /' 


«l'on,  en  prenniit  les  difi'érenees  snceessives,  on  ;uii;i 


Y  =^^  o.     AY  =  -.      A=Y=^  1-2,     :i3Y,     L       i    .   ^, 
P  r      P  P'      P"      l> 


f  O)        o,      /(l|  =  I,      f'?.)zzl^-}.p,      fS-iip'i/,'. 

/l4)-i-  {/>   '   (i/>-       î/^\..., 
il'iiii  il  esl  l'iiciie  (le  roiicliire  (iii'oii  :nir;i,  en  i^éni'i'nl, 

fix)  =  {i-pr-(-pY, 

l;\\]\  <|iie  .j   esl  o  on  >•<). 

i'insiiile,  ciiiimie  les  eunditions  du  Pridili'ine  exii;»'n(  ;inssi  ([ne 

r«.«  ■     o.     ^■•.>  —  o,     _>■„,.  :^  o, .  . . , 

il  s'ensiiil  (|iu'  les  (|n:inlilés  Y.  'Y,    Y,...  sercinl  lunles  nulles;  par  ((iii- 
se(|nent  leiiis  dillefenees  o'Y,  o'Y ser(»iil  nulles,  ce  i|ni  dimneu 

f  o)  —o,      f   —  l\         o,      y'i  —  2lr-0,  ...       et      f   -    x=^a. 

l'iiifiii,  ciiMMiie  A  —  o,  el  (|ue  ce  (|iie  nous  avons  miinnie  /;  dans  l'en- 

...  B 

(Iniil  cite  esl   :     —  -,  =  y,  on  aura 

\  -  (J',     \'  z-  Ix  -i- 1)  q'p,     V  "  =  ^ ~ '-  (j'p\ 


±2'i  KKCIII.KCIIKS 

Dune  Mil).slitii;uil  ii'^  v;ili'Ui>  dans  la  roriiiiilc 

Jx.(  =  V/Cx)  -I-  V'/i,  X—  i)-h  V"/(  j;  —  2  !  -H-  ... , 


.)x.,=g'|  :i-p;'  —  {-p)'-h(x-i-i}[(i-p'  ' p"']p 

On  peu l  ciicoïc  siiiiplilicr  celle  e.\jireï;si(iii  en  reniai(|iiaiil  (iiie 

\t—p)'  —  {  —  p)':=  ,_/,'-—   1  —  pY'-p  +  [i  —  pY  'p'  —  ...±p'-', 

l  ï  — /T"'  —  '  —  p"'-'='^  '  —p'--  —  il— py-'j)  -+- . .  -^p'^', 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  (|M'en  sulistilinuil  ees  valeurs  el  orddnuaiil 
|iai'  ra|>j)oii  aux  puissances  de  i  — />.  (Ui  aura 


) V  ,  =  ^'    \i  ^ p  '~'  -+-  X  -h  t  —  i)[i  —  p  :'^' p 

[X  +  Dix  -i-  t  —  I  )  X  -\-  t 


—  I     I  — 


p  '-'p' 


,■■]. 


1111  bien  en  réduisant 


,r       , ,   ,     .  .  -,     [x-^t—i)'x^i—i) 

[x+t—i){x+t—i)...(t+ii     n 

I  .  2  ...   X  ^  I  '^         J 

Celte  expression  de  y,,,,  (]Uoi(|ue  sons  une  l'oiine  dillerente  de  c(dle 
i|iie  imus  avons  trouv(''e  dans  le  numi-ro  pi'écedeut,  revient  cependant 
dans  le  lond  ii  celle-l;i,  coniine  on  peut  s'en  ((Uivaincre  aisernent  en  dé- 
veloppant les  puissances  de  i  -  />,  el  iird(inuanl  ensuite  les  teiines  siii- 
vanl  celles  de  p\  ce  qui  peut  servir  de  coniirnialion  de  rexactiliidc  de 
nos  méthodes. 

An  reste.  (U)  \(>il  (|Ue  dans  le  l'i-nlileuic  dunt  il  s'agit  la  Uietliode  de  la 
pi-euiie|-e  soluliiin  est  iireferaMe  ;i  celle  donl  ikius  veiiims  de  l'aire  usai,'e, 
niiu-seuleuient  parce  (|Ue  le  |Hoc(''ile  en  est  plus  aise,  mais  surtimt  parce 
(pie  le  résultat  en  est  lieaucmip  plus  simple. 
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54.  On  suppose  <pi'(t  cliiuptc  couji  il  puisse  armer  trots  eienemenfs  dif- 
fère fils,  cpie  je  (lésigncrai  pour  plus  de  clarté  par  V,  O,  \\,  et  <pie  les  proba- 
bilités de  ces  événements  soient  respectivement  égales  à  p.  q,  r;  on  demande 
le.  sort  d'un  joueur  cpii  parierait  d'amener  l'événement  R  c  fois  avant  que 
l'événement  Q  arrive  b  fois,  et  que  l'événement  1'  arrive  a  /ois. 

Soil  V,.,,„  II'  sdil  (lu  jiinriir  l(irs(|iril  ;i  ciiiorr  ii  ainciiiT  l'iAciii'iiii'iiI  R 
u  fois  avant  (|ii('  rcvciicmciil  Q  arrive  /  lois  cl  (|ii('  rcvciiciiicnt  I*  arrive 
■r  l'ois:  on  aura  v„y,.,  |Htiii'  le  sort  clicrclié.  Oi',  en  sn|)|tosaiit  ([u'ori  joue 
nn  enii|i,  on  |)ar\ien(lra  :i  ri'(|iialion 

jx,,...  —  PX'-'.'."  -+■  <Jr'.'-',"  -^  rx,,,.u-,  ; 

el  euniine  le  joueur  est  censé  avoir  i;aj;ne  lors(|ue  //  i>  cl  ./ ,  /  plus 
i^rands  (|uc  zéro;  (|n'au  coniraiic  il  est  censé  avoir'  perdu  husipie  /  u, 
et  a-.  Il  plus  grands  (|iie  /ero,  et  lorscpie  .r  o  et  /,  //  plus  i;iaudN  (|IU' 
zéro,  il  s'ensuit  (ju'iui  aiir-a 

Xs,i,o  =^  I ,     y'i.o.u  =  o,     y'i,,!,,,  =  o, 

r,  /,  u  étant  des  nonil)res  (]ucleonqut's  entiers  positifs. 

L'é(|uation  diilérontielle  ci-dossus  étant  mise  sous  la  l'orme 

/>r,.,  ...   .   ■  <l.r ,.,- 'T-+.. '+..«- J---.. '+.... M  ^  ", 

se  trouve;  comprise  dans  la  t'ormule  (L)  du  n"  42,  et  l'on  aura 
/g  [5 r__ 

d'où 

y  -'  I  '-^«i^-  3,)^     2     U'     «P     pv 

2.3  W        a'P  «p-   "^P'/  '•]• 

IV.  29 
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E\  (le  là  un  (xmrra  tirer  iminéilialcmcnt  \:\  valeur  de  >',,,.„  en  cliangeanl 

dans  l'expression  de  •/'  elKKjue  prudiiil  Ici  (|ne  — j^  en  >'.,._j,,,_,,„ .  ainsi 

qu'on  le  voit  par  la  comparaison  des  l'ornuiles  tiénérales  des  n'"  V2  d  'i-3. 
Ainsi  l'on  aura 


rx./.u— '•"      rx,,..-T-  M(/^Jx-i.M+  ^Jx,r-,.o) 


M(  M  H-  I)   , 


Ï73"~       (/''rx_j.,.o+  3/;V/jV:,,^,.o-t-  3/>0'-  ■.'-^.»+  0>.'-3.») 


Or  par  les  conditions  du  Problème  il  t'aul  (jue  >.,,,/,  devienne  éical  à 
zéro  lorsque  ^  =  o,  ou  ^  =  o  quel  que  soit  //;  el  il  est  visible,  par  l'ex- 
pression précédente,  que  cette  condition  emporte  celle  <iue  eliaque  (|uan- 
tité  telle  que  y^,,,a  soit  nulle  lorsque  x  =  o  ou  négatif,  ou  lors(]ue  /=o 
ou  négatif.  De  plus,  il  faut  aussi  par  les  conditions  du  Problf-me  (|Ue 
Ju-.r.o  soit  =  I  lorsque  a;  et  /  sont  plus  grands  que  zéro.  D'où  il  s'ensuit 
que  l'expression  générale  de  j^.,,,  deviendra  finie,  et  sera  représentée  de 
la  manière  suivante 


ra(M  H-  i)  ,    , 
t  -^  ni  p  -h  q)  -i Ip-^  2  pq  -f  q-  ) 


m{«  -t-  |)(M  -+  2) 


{p'  +  'ip-q  -i   ^pq'  -+-  q'  ':  ~i-  ■  ■  ■  h 


en  ne  continuant  celte  série  que  tant  que  les  puissances  de  p  seront 
moindres  que  x,  et  celles  de  q  moindres  que  /. 

De  sorte  que  si  l'on  désigne,  |){iur  plus  de  simplicité,  les  cocllicienls  w, 

M    M  -t-  I  !       M  (  M  -I-  1  I  I  M  -t-  2  )  ,,  ,„  ,  ,     , , 

>  ;; ï-  ■  ■  par  //  ,  M  ,  H  ,...,  on  |)ourra  don  lier  a  I  ex- 

2  2.3  '  ' 


>l  H    l.i:S  SUITES   KKCUKHENTES. 

picssiuii  (luiii  il  s'aj^il  cclU'  fbrim- 
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,>.r.f.u  =^  »•"  I       -r        U'p         t  U"p'         4-  ...  -f-  «('"''/)'"' 

■+-  ti'q  —  ■?.ti"pq  -\-  iul'p'q  -(-...-;-  xu^'''p'~'q 
■+-  u"q' -t-  3u"'p<i'-  -i-6it'^ pùj-  ■■',  . 


-h  ii('   <)q'-'-'-  tu"  p,j<   '  :    -^ i«('+')p'g'-'-4  ...-f-M(^*'-»)y9'-^'(/'   '    > 

•  il  II'  coclliiiciil  (lu  (Icniici-  ti-i'inc  1/  '"*''~'-'p-'  'q'   '  sera  ('i;al('iiiciil 


X{X  -h  1){X  -i-  (î).  .  .{X  -i-  t  —  2)  t{t  -{-  l){l  +  2).  .  .(t  ->r  X  —  2) 

2  .'3.  .  .(<  —  I)  2 .  3  .  .  .  (  X  —  I  ) 


ces  deux  (|uaiilil('.s  claiil   cigales  riitrc  elles,  coimiie  (Ui    |)eiil   .s'en  tC)\\- 
vaiiicreeii  tiiiiliipliaiil  rime  par  le  (leiioiniiialeiii' (le  l'aiilre,  r[  ricc  rersâ. 

COUDLLAIRE    I. 


55.  Si  l'on  supposait  (lu'à  (iKKiiie  coup  il  |)ùt  arrivc^r  qualre  événe- 
ments dillérents  P,  Q,  R,  S  dont  les  piohahilités  respectives  fussent />,  q, 
i\  s,  et  (ju'on  cliercliàt  le  sort  d'un  joueur  (|ui  parierait  d'aniener  l'evé- 
neuienl  S  ;•  t'ois  avant  cpu'  les  évéueinents  R,  Q,  P  |)uss('nt  arriver  les- 
pectivenient  u,  I,  x  (ois,  le  Prol)lème  serait  toujours  resoluMe  par  la 
iiK'iue  méthode,  et  l'on  trouverait,  poiii'  le  soi-t  cheiclie,  l'expressiiui 


I,  -  q 


p  +  q  +  r  i'  -i- 


!(Z-H)(3-t-2) 
2.3 


p  +  q  +  r 


:-J 


dans  la(|Uidle,  après  avoir  développe  les  |)uissances  Av  p-\-  (j  -^  r,  il  m' 
faudra  retenir*  (|ue  les  termes  où  p  sera  eleve  ii  une  puissance  uioindi'e 
(|Ue  .r,  q  à  une  puissance  moindre  (|uc  /,  et  /■  à  une  puissance  moindie 

29. 
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(|iic  // :  (If  sdili'  (|U('  Ions  les  Ici'iiirs  (|ui  dnivciil  riilirr  ilans  l'cxpi'osioii 
(Idiil  il  s';ii;il  luniii'i'diit  lin  |iar;illi'lc|ii|ii'ilc  irctaiii^lc,  diiiil  les  trois  côtf's 
qui  partcnl  du  inciiic  aiii^lc  oii  il  v  :i  Ir  Icriiir  v  srronl  i'oriiirs  [»ar  ces 
trois  séries 


\' 


z(z  -I-  i)    , 
s-\  i  -\-  zp-i p' 


z(z  +  i). .  .(z-4-.r— 2) 

1.2.  .  .(JT  —  l) 


,-\. 


Z(Z-hl}     , 


',(Z  +1).  .  .(  Z  +  t—  2)      , 


r  z[z-+-\\  z[z  -\-i).  ..(z-\-u  —  i)         T 

^       I  +  3/    H /-  +  ...+       ^ j :-  r"-'       , 

L  ?  1.2.  ..(m  —  l!  J 

'1  le  nombre  de  t(tns  les  termes  sera  égal  à  fa:  —  i  }{t  --  \){u  —  i] 


(ioKOr.LAIRi:    II. 

5().    Kn  i;eiieral,  si  les  evenenienls  (|ni  [leiivent  arriver-  ii  clKuiue  coni) 

sont  A.  H,  C.  D,...,  et   leurs  prohaltililés  respectives  a,  h,  c,  d el 

(|u'on  demande  le  sort  d'un  joueur  cpii  parierait  d'amener  l'événement  A 
«  t'ois  avant  que  H  arrive  jS  fois,  (1  7  fois,  D  0  fois,...,  on  trouvera  cette 
expression 


-I-  s:  1/'  -r-  c  -*-  f/  -r-  . 


a;  I  a  +  I  )  (  a  +  2  ) 


2.3 


-  '6-l-C-4-rf  +  .  ..'-(- 


dans  la(|uelle,  apri's  avoir  <levelo|ipc  les  puissances  de  />  -f-  c  +  r/  -f-  . . .  , 
il  ne  faudra  retenir  <|ue  les  termes  où  les  puissances  de  h  seront  moindres 
que  j3,  celles  de  c  moindres  (jue  7,  celles  de  d  moindres  (|ue  rî,  etc.;  de 
sorte  (jue  le  noiiihre  de  Ions  les  termes  (|ni  lievionl  entrn  dans  celle  ex- 
pression sera 

(3-0(y-i    o-ii...; 


et  il  est  facile  de  proiivir  pai'  le  Tiieorème  c(»nnii  sur  la  lorme  des  (dcili- 
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ciciils  (les  |)uiss;aii(.'S  (k-s  luulliiioiiics,  ijuc  (liaiiiii  dr  n-^  Icriiics  sera  de 
la  forme  suivante 

a(«-(-i)...fa-4-/-i-/n-)-/n-...— i)        (/+i)  (/-i-2)...(/-f-/n-!- «-+-...)    ,.,,„. 
1.3.  .  .7-+  m-i-w-t- .  .  .T  1.9.3. .  ./nxi. 2.3. .  .nxi.. . 

en  (lonnanl  sucees.sivenienl  à  /.  m,  «,...  toutes  1rs  vmIcmis  cntii'ii's  de- 
puis zéro  jusqu'à  ("S  —  I ,  y  —  I ,  'î       I,...  res|)e(li\('niriii. 


Rim  MiQI  K. 

57.  Li'  l'nildi'inc  dont  iimis  vcikuis  de  dniincr  une  sultilinii  li'ès-^éné- 
rale  et  liès-himple  renl'ernie  d'une  luanii-re  i^cneiale  trliii  (|ii'(iri  riDinnii' 
eonimuuéuu'ut  dans  l'Analyse  des  hasards  le  Prohlcmc  des  parties,  cl  (|ui 
n'a  encore  été  résolu  (•(puiplctcniciit  (|mc  pour  le  c;is  {\v  deux  joueurs. 
[Voyez  V Analyse  de  MouuiorI,  /'n>/)osilio/is  .VA  et  \LI.  seconde  cdilion: 
Lm  Science  des  hasards  de  Moivre.  Problème  VI.  seconde  édition;  le  Mé- 
moire de  M.  de  La|)lacc  ini()riiiné  |)arnii  les  Mémoires  pi'ésenlés  ;i  l'.Aciidc- 
niie  des  Scieiu-es  en  i  77  '>,  /'ro/dèmes  \IV  et  AI. 

Si  deux  joueurs  A  el  15  jonani  eii>enilile  :i  pliiMeiirs  p;ii'ties  oui  les 
prohahililes  l'espectives  p  el  y  de  i;aj;uer  cliaipu-  par  lie  en  |);irlieiirier,  et 
(ju'il  mau(]ue  au  jouein-  A  .r  pai'ties  on  poinls.  el  ;hi  joueur  h  /  parlies 
ou  [loinls  pour  gai^ner,  on  aura  evideuiiuent  K' cas  du  Problème  111  52  , 
et  jj.,,  sera  le  siul  mi  res|>ei;uHe  du  joueur  h;  et  iu)s  deux  solnliiuis 
s'aeeordent  avec  celles  cju'on  trouve  dans  l'Ouvrage  cité  de  .MonuH)r[. 
n""  19t.  1!)2. 

S'il  y  a  trois  joueurs  .\,  H,  C  dont  les  prohiihililés  respectives  pour 
gagner  chaque  partie  soient />,  y,  r.  et  (pi'il  uiauipu'  ;i  A  r  parties,  à  B 
/  parties,  à  V.  u  parties,  on  aura  le  r:\<.  du  l'rulilènie  IV  5is  cl  v,,,.„ 
.sera  le  sort  ou  l'espérance  du  joueur  (1,  cl  ;iiusi  de  suite. 

lui  général,  s'il  y  a  autant  de  j(tueurs  cpu'  l'on  veut.  A.  15.  (..  1) 

(htut  les  proliahilites  respectives  de  gai;uer  cl)ii(|ue  |)arlie  soient  a.  />,  c, 

d cl  (pi'il  leur  maïuiue  respeeliveiucul  a,  ■';,  y,  0,...  |)arlies,  on  aura 

par  le  Corollaire  II  ei-dessus  l'expression  générale  du  sort  du  joueur  .A. 
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et  p;ii'  coiisctiufiit  aussi  cflli'  du  soit  de  cliaiUM  des  aulics  juiicuis  en 
cliangeanl  ciilrc  elles  les  ((uaiilites  ii,  />,  c et  a,  ,3,  y,.... 


Problème  V. 

58.  Iai  pruliubilité  d  atnvncr  un  nénement  donné  à  chaque  coup 
étant  !>.  un  joueur  parie  qu'en  a  coups  au  moins  il  amènera  cet  événement 
un  nombre  de  fois  qui  surpassera  de  h  le  nombre  des  fois  oit  il  iw  l'amè- 
nera pas. 

Soit  V, ,  le  sort  du  joueui  lorsqu'il  u'a  [)lus  (|ue  x  coups  ii  jouer,  et 
(|u'il  doit  encore  aineuer  l'evéïieuieut  donné  un  nouihre  de  t'ois  (|ui  sur- 
|)asse  de  /  le  nombre  des  l'ois  oii  il  n'amènera  pas  cet  événement;  il  est 
clair  que  le  sort  cherché  sera  y„f,. 

Si  l'on  imagine  mainlenani  (|u'on  joue  un  coup,  il  est  facile  de  former 
ré(|uation  suivante  , 

fx.,  =  /»,n  -,.,-,  -<-  (  I  —  /»  ) j-x-,,,-^,  ; 

et  ccMume  le  joueni-  tiagne  lorsque  /  ^  o  et  .r  qutdconque.  i|u'au  con- 
traire il  perd  lorsque,  .r  étant  nul,  t  est  encore  positif,  il  s'ensnii  (lu'ou 
aura  j^.,,  =^  i,  x  étant  quelcon{|ue,  et  jo.t  =  o,  /  étant  >  o. 

Je  fais  pour  j)lus  de  simplicité  \~  p-—q,  et  je  mets  re(|ualion  ci- 
dessns  sons  la  l'orme  suivante 

py'<  -*-  ^.rx,<+-i  —  r^+i./*.  =  o, 

qui  est,  comme  l'on  voit,  couqjrise  dans  la  formule  générale  (G)  du 
n"  15;  et  il  eu  viendra,  d'après  la  formule  (H),  cette  équation  en  «  et  ,'3 

d'où  il  faudra  tirer  la  valeur  de  [j  et  ensuite  celle  de  j'i'  en  a.  par  une  série 
descendante.  Pour  cela  il  faut  employer  la  méthode  que  j'ai  donnée  dans 
mon  Mémoire  sur  lu  résolution  des  equatio/is  littérales,  iuiptime  dans  le 
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viiluMic  lie  ci'lti'  AciiilciDic  |i(iiir-  raiiiii'c   i"()iS    ',.  Dmiin  If  m"  2(1  «le  ce 

Mciiioii'e  on  trouve  dciiN  roiiiiiilcs  iiui  (loiiiiriil  les  deux  \;ilciiis  ilc  x'" 

dans  l'*'(|n:ition 

a  —  Ux  -t-  c'x"  =;  o, 

cl  (|iii  |icii\ci)t  s'ii|)|di(|iici-  an  cas  |ircscnl  en  taisant 

X  —  (3,     m  ---  l.     Il  =r  p,     />  :=  3!,     c      g  : 

on  ani'a  ainsi 

P-   «' "•"     a'+'     "*■■  a  3£'+'     "'  2.3  «'+« 


•^        g'  g'-'  2  g'-'  2.3  q'"' 

(les  deux  vah'Uis  de  ,'5'  étani  coniiiai-ccs  aux  cx|»rossions  générales  de  f-j 
du  n"  15,  on  aura  : 

IU  —     —   I  ,        u'  =  2,        O."  ^  4>  •  ■  •  > 
T  =z  /;',     T'  =  tp'^'q,     T"  =  ^i^^'  p'+'q', . . . 
IV  X-  I ,      v'  =  2,      y"  =  4>  •  •  •  ' 
g'  7'-'  2         «7'-» 

Donc  on  ania    numéro  cité) 

n.,  =  />'  I /(x  -  /)  +  //Vf//  .r  _  /  _  2)  +  --i-    p'q'f\^  -t-i. 

+  ^ ^3       '     P'tJ'^-'-^^        \ 

I  r         ,  <i /  —  3i 

(*)  OEiwira  ,!,■  Liif;rwii;c ,  I.  [Il,  p.  (>. 
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les  caractérisliiiins /'il  -,  dmohnil  deux  fonctions  arbitraires,  qu'on  d»'- 

lerniinera  de  la  iiiaiiii'ri'  siiivanlc  d'apirs  les  conditions  données  du  Pro- 

llli'IIK". 

La  première  eondititjn  dciiiandc  (|iic  !urs([uc  .r  -  o,  on  ait  jo,,  =  o, 
/•'■tant  un  nombre  entier  posilil' (|iielcun(|ii(';  il  est  l'acile  de  se  convaincre 
(|ii'(pn  Ml'  peut  satisfaire  à  cette  condition  (|u"rii  sii[)posant  que  la  fom  - 
tion  désignée  |)ai'  la  caractéristique  o  soit  toujours  zéro,  et  que  celle  dé- 
signee  par  la  caracléi'islique / devienne  aussi  nulle  lorsque  le  n(»uil)re 
ddiil  elle  est  lonction  devienl  négatif.  De  cette  manière  l'expression 
de  >',,  deviendra  liiiic  ri  sera  de  la  forme 


ï'I/i^ 


+    r4 P'if    X-/-b      -r-.. 


eu  prenant  seuleiiicnl  aulaiit  de  termes  (|u'il  y  a  d'unités  dans h  i 


,           X  —  /  —  I 
on  dans  


L'aulre  cdiidilion  du  l'ridilème  demande  eiisuile  ipie  loi'scjue  /  =  o 
el  .r  (|uelconque,  on  ail  j^o  =  ';  mais  dans  ce  cas  on  aura,  par  la  for- 
mule précédente,  y,  „  =/"fa?);  donc^  fi^)  <'f''t  toujours  être  égal  à  i, 
tant  (pie  x  n'est  pas  négatif.  Donc  les  valeurs  ài'fix  —  t),f(x  —  t~2),... 
dans  l'expression  ci-dessus  seront  toutes  égales  à  i.  Ainsi  l'on  aura 

y..,  =  />'  I  I  -  ipq  +  - — p'q-  +  ^^3 p'q'  -  ■ 

en  ne  preiiaiil  qu'aulaul  de  lerines  (|u"il  y  aura  d'unités  dans  +  i 


.Si  l'on  voulait  cpie  /  fût  négatif,  alors  en  changeant  /  en  —  /,  dans 
l'expression  générale  de  v,_, ,  on  ne  ferait  qu'y  clianger/?  en  q  et  /"en  o 
el  vice  versa,  et,  faisant  le  même  raisonnement  cpi'auparavant,  on  trou- 
verai I 


SLIi    Li:S  SLllTi:S   lUiCyUKKNTES.  -233 

(i'csl  Cl'  (jiii  tsi  (r;iill('iiis  cvidcnl  de  soi-iiK'int' ;  ciii'  le  r;is  de  /  iicpiilil' 
csl  le  iiit'iiic  (|tii'  si  /  icsiaiil  |M>silil',  (iii  cclKilit;!';!'!!  ciilic  eux  les  cvt'iif- 
iiiciils  I'  cl  O,  ce  ([iii  ne  |iiii(hiil  d'aillit'  diUciciici'  d;ins  l:i  S(diiliuii  <jU(' 
de  siilpsliliicr  fy  il  i:i  \i\.iii'  i\t-  //  i-i  rice  versa. 

(>  Pndtlf'iiic  i{|i(md  un  l'nihli'inc  I.XV  de  Moivic.  ri  \;>  soliilion  prr- 
cédcnlf  s'jiccnrdi'  ii\ci-  hi  seconde  solution  de  cet  Anicnr  ' \y.\tî.K-  aïo, 
li'oisitMnc  cdiliiin ,. 

Al  TUK    SOI.I    ri()\     01      PliOBI.KMK    V. 

5!).  Dans  hi  sidntion  |iic<-e(lcntf  nous  avons  dn  résoudre  une  i(|n:ilioii 
du  second  dej;ic  |ioni  avoir  la  \alcnr  de  fi  en  y.  par  ré(|uation 

mais  si  au  lieu  de  déterminer  fi  en  y  mi  \onhiil  au  contraire  détermi- 
ner a  en  fi,  on  n'aurait  alors  (in'nnr  c(|nalion  linéaire  à  résoudre,  et  celte 
valcni-  de  a  en  fi  anrail  l'avantaiic  d'élrc  linic  cl  Ac  donnci'  direcicnicnl 
une  expression  de  v,  ,  en  icrnies  finis. 
En  ellét,  on  aura 

j'eli've  ce  liinono'  a  la  puissance  .r.  cl  je  rcnnis,  punr  pins  de  siniplicilé. 
les  tel  mes  cxlrcines  cl    if{i\  (|ni   ^oul  ei;aleinciil  eloii^nés  des  extrêmes: 
'  j'aurai  ainsi 

X  Ix —  I 


p'qUp'-'^'-'^q'~'^'-')+..., 

lorninlc  (jii'il   ne   faudra   punsscr  (pic  jtisipraux   Icrincs  (pii  anioiil  poni 
cocllicicnl 

x{x  —  i){x— ■?.:...  I -J 

I .2.3. .. 
IV.  3o 
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si  .»•  esl  iiii|);iir,  on  l)i('ii 

XIX       ,      '         ....  (f +  >) 

1.2.3... 

si  ,r  esl  piiir,  en  avant  soin,  dans  ce  dernier'  eas,  de  ne  prendre  (|ne  la 
nioilié  (le  ce  eoelHcienl. 

Mnilipliaiil  cette  valeur  (le  5<''  par  [j' j'aurai  cette  expression  de  a'p'  : 

ix'^'=  ip'^'^'  -\-  q'^'-^')  -h  xpij  i>'  ■'^'-^'  '+  g'-2(3'-'+^) 

x  (x  —  il 


■  p-q'  [p'-'p-'-'~'-hq'~''^'-'+')  -h.  .., 


d'on.  par  les  priin'ipes  etahlis  dans  l'Article  11  ci-dessns,  on  tirera  irrr- 
niedialenient  cette  expr'essiou  générale  de  y,,,,  savoir 

}'.' -  [P'A  1  —  ^)  +  q'f  t  +  x)] 

-+-  xpq  [p'"-f'  l  -h  ï  —  x)  -i-  q'   '/"i  /  —  ?.-+-  X)] 

-t-  "^  '  '\'~  '   p'q-  [p'  'fit  ■+-  4  -  -i)  +  r"'/'  I-  ^  +  ^■'  ] 


la  caractcM'istique /"d(''signanl  une  fonction  arhitraii'e.  (]ni  doit  ('tre  rh'- 
terniinee  parles  conditions  du  Pr-olillMrre. 

Porri-  cet  elf'et.  il  l'aiil  se  rapp(der  (jrie  l()rs(|ue  x  o  on  doit  avoir- 
j'g  i^^o,  t  étant  ^  o,  et  (|rie  lor'S(|ne  /  —  o  on  doit  avoir' y,  „  =  i .  .<  étant 
=  ou  >o;  donc  :  r"  on  aura  /  /:  =  ().  /  etarri  nn  nombre  (|iielcon(|iie 
posilil  :  2"  on  anr'a 

I  =  [p'f  -  X  >  +  q\f{x  ]  -+-  xpq  [p'   \1\  •...  -  X    +  q'   ^f  x  -  2  ,] 

+      T  '  /''?"'  [P'  \f'  4  -  •'■  -^  </''./■(  .'■  -  4  '  ]  -I-  •  •  •  . 


•  r  ftani  irri  rroiiilirc  (|rrcliorr(|rre  positif  orr  /ero.  Si  l'on   l'ait  srrccessive- 
rneirl  .f  =  0,  r ,  2,  \ orr  |)oiiria  tirci'  de  celte  ('(pialiorr  les  valcirrs  de 

/i  o  ),     pj\  --  1    -t   qp  1  ,     p\f{  -  ?.  I  -+-  q\f\  7.1,..., 
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l'I  l'ipii  li'iPiivcTii,  en  jiciicral.  \t;ti  les  toriimlcs  (Icjii  coiiiiucs, 

rii  ne  |ii'('iKiiil  (hiiis  l'cllc  série  (|ir;iiiliiiil  de  lermes  (|ii'il  y  :i  d'iiMiles  (l;iii.s 

s  -t-  I  ,  i 

OU  dans  -  -i-  i. 

F)i)iic,  |)iiis(|ii'im  doit  avoir,  en  général,  /(s)  ^-  o  latil  (|iie  v    ~  o,  mi 
aura  pour  le  Problème  dont  il  s'agit 

IX,  —  ;>'   /(  /  —  ar   -I-  ;r  i/  (  /  -t-  2  —  a?)  H ^ ^..f\t-^  ^—x)  +  ...    , 

1                              .1              1.1           X  —  t  -\- 1 
en  ne  prenant  (|U  aiilanl  de  lermes  (|m  il  \    a  d  nniles  dans  — ou 

^-  J ^ 

dans  — ^ h  r  ;  et  il  n'y  aiiia  |)liis  (|ii';i  suhstiluer  dans  celle  torinnle,  à 

la  |)lace  de  elia(|iie  lom  111111  lelle  ([ne  /         .v , ,  la  (|uaiilile 
^,  _      j_         sq         s(s  —  3  )    q^  _ 


,ç  -^  I  s 


OÙ  le  iKuidire  des  termes  doit  être  '^     on  — t-  i 


Troisikmi:  soi.i  tm)n    ni     I'i'.oiui-mi-,   V. 


()().  (!omiiie  ri(|iiali(iii  (|iii  deleiinine  [■^  en  a  l'st  du  secinid  dci^re,  el 
([ne  les  lermes  donnes  de  la  Tahle  du  n"  (5  sont  ceux  (|ni  t'ornienl  le  pre- 
mier raii^  liorizoïital  el  le  premier  raiii,'^  vertical,  (tu  aura  la  Sdliiliiui 
liinl  il  la  lois  la  plus  sim|)le  el  la  |iliis  direi  le  par  la  melJKMle  di  i'Ai 
licle  III  (31  .  en  convertissaiil  la  (piaiilili'  '■y:' fi'  en  une  série  tinie  de  la 
l'orme  su  i  va  nie 

3-/^'-  V  +  Va  -4--  \"a'  -h  V"'a'  -f-.  .  . 

3o. 
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car  alors  on  auia  siii-lc-cliamp  (33j 

y,.,  =  Vjo.o  -t-  V'ji.o  +  V"_>-,,„  -4-  V"'/5,o  -t- . . . 
-+-  (Vjo.i  -I-  „V_^-o,,  -+-  ,„V>v,3  -t-  •  •  . . 

Kl  coinnic  les  coiidilioiis  <lu  Prohièmc  (leiiiaïKlciil  (iiicy,,,^  i,  a- étant 
—  o,  1 ,  2, . . . ,  et  que  jo ,  =  o,  /  étant  i ,  2,  >, . . . .  on  aura  dans  le  cas 
(lu  Prohiènie  proposé 

,)>.,- V-+-V'+  V"^-  V""-«-...  . 

Ainsi  la  (iillicullé  se  iiMliiil  à  trouver  la  somme  des  coetlicienls  V,  V. 
V^",.. .  de  la  |iremi(M('  pallie  de  l'expression  de  a*|5'. 

Pour  cela  je  siihsiilue  à  la  place  de  ce  sa  valeur  en  f-i  dans  la  (pian- 
lilu  a'  j3';  j'ai,  comme  dans  le  n"  59. 

aV3'=  p'S,'"-^-  q'^'+'!  -^-xpq  p'-'^'-''  ' -h  q'" ^'^'+' ) 
-+-  ^^^~^p'q'p'''^'+'-'-hq''^'-'+',  -h    ... 

Lors(Hie  .»•< /,  celle  formule  ne  contiendra  (|iie  des  puissanc(!S  |tositives 
de  /,  et  formera  |)ar  conséquent  la  seconde  partie  de  l'expression  cher- 
chée de  «'jj',  la  première  devenant  aloi's  toute  nulle;  ce  (|ui  donnera  ])ar 
conse(|nent  y,.,  =  o,  comme  cela  doit  élre  lorsfpie  le  nomhre  des  coups 
lestants  est  moindre  que  le  nomhre  /.  Mais,  dans  le  cas  oii  a- >  t,  la  for- 
mule précedenle  renferme  nécessairement  des  puissances  négatives  de  |î, 
<|u'il  faudra  éliminer  de  la  manii're  suivaiile. 

Si  l'on  (dève  successivement  au  carre,  au  cuin',  etc..  re(|nalioii 

on  en  pourra  tirer  les  valeurs  de 
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t'ii  a,  ft  l'on  aiiiii,  en  griiciiil,  ()ar  les  formules  déjà  connues. 


237 


^-hq'^'=(x'-spq 


s  s  — 'i)    ,  ,      .      s{s  —  i)(s  —  5)    , 


2.3 


en  ne  idiitiiuiaiil  celle  série  (|iic  liiiil  (|iic  les  puissjiiices  (le  (/.  seront  po- 
silives. 

Desi[;nons,  pniir  plus  de  siiii|dicite,  celle  série  en  v  par  A'  ;  on  aura 
donc 

^ -^fl'|3'=Ai";     donc     ^-'=:-—^    ('')'?>•■ 

Donc,  si  par  le  inuyen  de  celle  t'nrimiie  on  l'ail  évanouir  dans  l'expression 
ci-dessus  de  a'  fi'  loules  les  puissances  néi^alives  de  fi,  elle  se  réduira  à 
deux  suites,  l'une  composée  de  puissances  positives  de  Cf..  cl  l'autre  com- 
posée de  puissances  positives  de  fi;  ainsi  elle  aura  la  tonne  demandée. 
(fournie  [)our  notre  olijet  il  sutlit  de  connaître  la  premii're  snile.  on 
considéreia  uni(|ueineut  les  puissances  négatives  de  fi  (pii  enlreul  dans 
re\()ression  de  Cf:'' fi',  et  l'aisanl,  pour  pins  de  simplicité. 


t  =z  X  —  M, 


m  aura  cette  l'orunile 


P'P-"  -4-  xpq  X  p'  =?'-"  -+-  f-(^^  pUf-  X  p'  '?'-"  +  .  .  . , 


en  ne  prenani  ipi'aiilanl  île  lernies  (|n'il  v  a  d'uniles  dans  on  dans 

II 

lùisnile  on  melira  ;i  la  place  de  cha(|ne  |»uissance  néi;ative  jS~'  sa  va- 
leur' en  a,         ■  en  ueulincanl  les  iMiissances  oositives  de  ,'5:  par  ce  rnoveii 
p'  '^    '  '  '  '      ' 

on  ania.   potu'  la   premii-i'c  pallie  de  l'expression  dematidée  de  y:'  f,' .   la 
formule 

p'\  A"')-4-;e;>gA<"-'>-t-  "^ -~-^ />'</' A("  "-(-.. .  1, 
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ihiiis  l;i(|iicllc  il   ii'n    .iiii;i   \>\u^  (|ir;i  mi(i|hi>ci    y        i   |.(Mii  :i\(iir  l;i  Milciir 
cliorclict'  (le  j'.,._,. 

Oi'.  puisquo  dans  iii)lrt'-(iis  ^      i      />    5S  ,  il  csl  clair  (|ut' ,3      Minime 
«  ^^  I  dans  rc(|iiarKiii 

doiM'  aussi  dans  rcijnaUon  (|ui  en  est  (Icrivcc 

en  l'aisanl  fi  -  -  i  -  la  (|uanlil('  c  contriini'  dans  A''   devicndi'a        i  :  dune 
un  ani'a.  lorscjnc  c/       i , 

A(')  =  /)'-+-  q'; 

di)Mc.  faisani  celte  sul)stiliilion  et   lenn-tlanl  .*       /  à  la  |)lace  de  u,  on 


x\x  —  \) 


en  ne  conlinnanl  cette  série  que  tant  que  l'expusanl  des  quantités 

\>'-'-    -^- q'  '- 

sera  positif  ou  zéro,  et  en  ayant  soin,  dans  ce  dérider  cas.  de  prendre  i 
a  la  place  de/;"  ^  q'\  |iarce  (|iie  A  '        i  . 

dette  solutiiin  est  la  inéine  (|ue  la  preniii're  s(dution  de  Alnivre 
(paiic  2()()j. 

Problème   VI. 

61.  Supposant,  comme  datis  te  Vrohlème  précèdent .  tpie  lu  piobalnUtè 
d'amener  un  événement  donné  à  cheupie  coup  soit  p:  un  joueur  paru- 
(pi  en  <i  coups  ou  moins  d  amènera  cet  événement  un  nombre  de  fois  tel.  <pie 
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If  noirihiT  sera  on  plus  >iraii(l  <li'  h  (fiic  le  iioinhrc  des  fois  où  il  ii  urm  ncni 
juis  le  même  ixèrtcmciil .  on  bien  moindre  de  <•  t/iir  ce  dernier  nondire. 

Sdil  v,  ,  le  sort  du  joiUHir  lorsqu'il  n'a  plus  qiu'  x  cduiis  à  j(»uiT,  cl  (|iic 
la  (iinV'rcucc  ciiti'c  le  umnhi'c  des  lois  où  rcvriicuicnt  donne  est  drjà  ai'- 
rivi'  et  If  nombre  des  l'ois  où  eel  everieineni  n'est  pas  arrivé  est  exprimée 
par  l  —  c;  il  esl  elair  (|u'au  commencement  (jù  x  ~  a  on  aura  ;—  c  —  o, 
par  conséquent  /  —  c;  de  sorte  que  le  soil  cherelié  sera  v„,<. 

Si  l'on  sii|)pose  m;iinleii;nil  (|iie  l'on  joue  un  coup,  on  tron\era  l'e- 
ipialion 

(pii  est,  comme  l'on  \oil,  m  iiddahle  ii  (elle  du  l'r(d)li'me  précèdent,  avec 
<'»Mte  seule  dilleience  qin'  f)  est  ici  \\  la  place  de  i  f);  ce  (pii  vient  de  ce 
(ju'ici  le  ncuulir'c  /  n'cxpiime  pas  la  même  (  liose  (pie  dans  le  {'roldi-me 
pr-ecedenl. 

Or,  d'apri's  les  coiidilions  du  Pidlili'ine,  il  est  aisi'  de  voii'  ipie  le  joiieni 
doit  gagner  lors(pn'  l  ~  c    ^h  et  lorscpw  /  —  c  c,  (|md  (|ue  soit  ».  ce 

(|ui  d(Mine  t -11  h -\- c  ou  -o.  et  par  c(insé(pH'nt  v,,„—  i.  y,  i^,  —  i, 
X  étant  positif  ou  zéro. 

l'jisnite  on  voit  *\\\v  le  jonenr  perdra  lors(pu'  r  étant  nul,  /  —  r  ser-i 
compi'is  entre  les  limites  h  et  r.  c'esl-ii-dire  (jiie  /  sera  entre  les  li- 
mites 0  et  b  f-  6-;  donc  on  aura  j„ ,  =  o,  /  étant  i ,  2,  i, .  . . ,  A  -(-  r  -  i 

Ainsi  les  ternies  donnés  de  la  Table  i\y\  u''  (i  sont,  dans  ce  cas.  cciin  (pii 
t'ornienl  le  premier  laui;  Inni/ontal,  ensuite  ceux  (|ni  l'ormenl  le  premier 
ranj;  vertical  jus(|u'au  [b-hc  -+-  i /''""' ternre  seulement,  et  eirtin  cerrx  (pri 
roranenl,  le  <b^c  f  i/'""i"ini;  horizontal;  de  sort<'(pre  la  pr-emii're  lii;rie 
des  ter'mes  donnes  est  dr'oite  et  lioriz(mtale,  et  (|rre  la  secorrde  est  com- 
po.sée  de  deux  droites,  l'une  \eilicale  et  linie,  l'autre  liorizt)ntale  et  iir- 
détinie;  ct-ipii  peut  servir  d'exerrrple  de  ce  (pi'oir  a  oitservé  dans  le  n"  .'ii(. 

Puis  donc  (pre  re(pialion  dilleicnlielle  est  de  la  iirerrre  l'oiarre  (pu'  celle 
du  Prohiéme  précédent,  oir  porrira  employei'  les  mêmes  moyens  pour'  l'iir- 
lei;r'er';  mais  je  i'emar(|ue  d'alauil  (|ue  la  pi'emii'rc  soirrtion  condirisant  a 
irrre  ex|)re.-sion  tjt'neralc  de  v,  ,  C(pmpiist''e  d'rrrr  ininilnc  iiiliiii  de  leirires, 
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ne  saimtil  s'appluiufi'  coiiiinodcmciil  an  cas  présent.  On  prendra  Honr 
il'aljonl  la  seconde  si)liiliiin,  cl  l'dM  aura  en  eliangeant  seulenienl  p  en  y 
cl  (f  en  f)  '  59; 

X'.'  —  l9'/'  l-x]+  p'f^  t  -+-  X)] 

-+-  xpq  [q'~'f'  <  -»-  2  —  a:  I  -t-  p'-^f  t  —  1  -^  x] 

H P'i]'[<l'~'f'  l  +  4  -  ^   -^  P''f^f  —  4  -t-^)]  -     ■ .. 

cctic  fornuile  ne  devant  être  conlinnée  <|ne  jus(|iranx  termes  qui  anionl 
\)nuv  ciielliciciil 


n') 


X{X  —  Ij.  .  .  \  _ )  x:x  —  1) 

OU 


Pi  avanl  soin  (\t-  uc  prendre  (|nc  la  nioilie  de  ce  coellicieni  dans  le  cas  de 
.t   pan'. 

Il  ne  s'ai^ira  donc  plus  cjue  de  déterminer  convcnaldcnicnt.  d'apri-s  les 
conditions  du  Piohli'nie,  les  fondions  niarcpu'es  par  la  eai'aeterisli(juey. 
Pour  cel  eli'el,  je  ferai  d'abord  ^  =  o.  ee  qui  donnera  ,yo,t=/(tj;  donc, 
puisqu'on  doit  avoir  Vo,,  =  o  tant  que  ^  =  i .  a, . . . .  />/  -t-  c  —  i ,  il  s'ensuit 
qu'on  aura,  eu  f;eneral,  /(s    -~-  o,  s  étant  ~    i ,  2,  !i, . . . ,  A  +  c       i . 

Knsnite  nous  ferons  /  =  o,  auquel  cas  on  doit  avoir,  comme  dans  le 
Problème  Y.  y,  „  ■---  \  ,  (jnel  que  soit  x\  faisant  donc  sincessivemeni 
r-=(),  I.  2,.  ..j'aurai,  en  i;énéral.  comme  dans  la  solution  du  n"  5!l,  en 
cban^eanl  scub-meut/^  en  q  et  vici'  rcrsâ. 

,  r.                  ,  j.                              Si  s  —  'S                S  S  —  i I  '.s  —  5) 
Ç./1  —s,-hp'f.s.^  i  —  spq-{ --^^pup ^ p'q'-h..., 

eu  ne  prenant  dans  celle  si'iie  (|ue ou  — ^  1  termes. 

hjitin  je  térai  l~-h^c=n,  et  connue  on  doii  avdir  ai(U's  aussi 
y.r.n^  '.  qu'd  «jiK'  soil  .T,  j'cu  tirerai  de  la  même  manière  la  lorunile  ijé- 
nérale 

,  ,.                     j.           ,                        55 — 3               s\s  —  4)1*  —  5, 
q\f  n  —  s-^ p'f  n  -^s)r=zi  —  spq  H ^—  p'q' ^^-'-^ p'q^ -k  .  .  . , 


lu.' 


«1  i<  i.i:s  siiTKs  iu:(:iM{in:NTKS. 


q'f[  II-  s+  p'fy  n  +  s   —  q'f(       .ï  ;  -i  p'f[  s  ). 
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Piir  le  moyen  de  ces  (oiiiiiiles,  en  r;ns;inl  successivement  .v  o,  i ,  2,..., 
on  |)onir;i  trouver  toutes  les  v;ilenrs  de  la  l'onction  inconrnie  (|ui  entre 
(huis  re\|wession  i;cnér'iile  ci-dessus  de  Vj-,,. 

.Mais  ou  peut  siu)|ilitier  heaucoup  cette  solution  par  la  substitution  de 
I  —  s,._,  il  la  place  de  >■,  ,.  (^ar  ou  auia  d'ahui'd  re(|uation  dillérentielle 

(|ui  esl  de  la  uièiiii'  t'oiiue  (|ue  re(|natiiui  en  >,  ,:  par  i'orise(|  lient  on  aura 
aussi,  en  général,  en  eiii|d(i\aiil  la  caiaclerisliiiiie  v,  pour  desi|;iM'i  uni' 
t'onclion  arliilraire, 

z,,,=  [q'(f{t  —  xi-{-p'(^[l  +  x]]-+-  xpq[q''-'(»(l  -f-  2  —x)+p'-'<fi[l  —  2-hx)] 
-+■  —^~^p^q-[q'-''^{t  +  4  —  ■=p)  -f-/j'-'9(/  —  4  -f-x-)]-t- 

Mainli'iianl,  1  inniiir  en  taisant  r  -  n  on  doit  a\(iir  >-„ ,  --  o,  tant  (|U<'  / 
est  entre  les  limites  o  et  h  •  c.  on  aura  ilnnc  z„,  -  1.  /  étant  =  \ .  a, 
'i, . . . ,  />  ---  c  —  1  ;  et  coinnu'  en  taisant  /  o  cl  /  //  '  f.  on  doit  avoii' 
>'^i,=  [  et  v.,,4+c=  1  ' '^ '■'''"'  l^osilit'iMi  zéro,  il  s'ensuit  (pi'on  aura  ;,„  —  <> 
et  3.,-,i+t  =  o,  X  étant  o,  1 .  7. 

Donc  :    1"  ou   aura,  en    l'aisaul  .^-—o,    'f  /    '     1:    donc,   en   i;éneial. 

rfis)  ^  I   polir  loiites  ces  valeurs  de  s.  savoir   v        1,2,'^ h  ~r  c  -    1  : 

:j"  en  l'aisaul  / -o,  et  .r  successivenieiil  <>,  1,  >, on  lionvera,  en  gè- 
ne rai, 

q'tf  I  —  *i  -H/J'cp  {s)  r=  o, 

.9  étant  o.  1 ,  2,  !i,.. .  ;   V'  en  faisant  /  ~  A   h  c,  et  .x-  ;     o,  1,2 on  Imii- 

\eia   iiarcilleineiil 

^'  o  6  -4-  f  —  s  ,  -t-  y?'  a.  t  /'  -f-  c  +  s  )  =  o, 


.V  étant  aussi  =0,  1 ,  y.,   i, 
IV. 


3i 


iV2  iii:(;iii.iu:iii:s 

Ddlic  ('lllill.  si  |)iiiii'  |)llls  (le  miiiiiIk  ili'  mi   met    rr\|ii  i'ss'khi  dr   r,  ^sdlls 
l;i  roillic 

(lUiMisiiilc  on  \  fasse  x  ^a,  t  ---c,  et  (Hi'oii  icini'llc  i  />  ii  la  place  df  r/. 
un  lioiivera,  (xjiir  la  valeur  cherchée  de  Va.^.  =  i  -  r„,t.  c'esl-à-diie  |iniii 
le  soil  (lu  joueur,  la  l'orniule  suivante 

aa  —  i)        ,  >,  '      , 

i  —  p° ({>[a-\- c)  —  ap°~' (  1  —  p) (f>(a -^  V  —  i) p°-'i  —  pj^(f>  a-h<:~     |  —  .... 

el  l'on  déterminera  les  valeiii's  de  la  i'nnetion  arliiliaiie  par  ces  eimdiliuns 
©i  i)  :=  I,     s  elaiil  I ,   >,  i,  ...,/*  -t  (■  —  I , 


p' (fis) -i-  il- py<a(-- s)  ~o,  \      _  .,..,, 

[  s  étant  <>.  i,  ?.  3, .  .  .  a  1  infi 

p'  ai  h  -\-  c  -h  s)  -\-  il  ~  pY  (f){h  -\-  c  —  s)  -    o,  ) 


Soit  |)ar  exemple 


(in  aura  la  lormule 


a  -^  '],     6  z=  2,     c  r-  3, 


—  35;>'(i  — />)'cpi:  2)—  2i^'(i  — />)*(p(o)  —  7/;(i  — />)'a)i  —  2   —[i  —  pyo',  —  ^); 


(ir  la  ci)ndili(jn 
donne  (l'aliord 
ensuite  la  eondilinn 

donnera 


tois)  =:  I 


12)= '>    ?(4)='; 


/;' cp  :  i  )  -(-  (  I  — />)' (p(  —  i  )  =  o 


,;o,,^_0.      ,(_2)  =  -^^,       <p,_4)  =  _^-^^ 


SIJH    LES  SLITKS  HÉCUUREN TES. 


llill  hi   riitlillIloM 


p'<p{5  -i-  SI  -h  [1  —  p)'(fi{5  —  S)  rmo 


(loniii'r:) 


9.6)r=- 


9'?)---—^,''"'     9;io)-o. 


Dorif  siili'JliliiMiil  CCS  v;ilciiis  (tri  ;iiir;i  apri-s  les  l'cdiiclioiis 
pour-  le  sui't  cliciclic. 


■2V.\ 


Al  ri(K   soi.i  ri()\    1)1     Pnom, i:\ii;    \l. 

(>2.  Je  sais  iiiaiiilciKiiil  rcsoiiili'c  le  iiiciiic  l'ruiili'iiic  par  la  iiicIIkiiIc 
lie  l'Arliclc  111;  mais  au  lieu  de  s'v  preiidic  i(Uiiiiie  (Ui  a  t'ait  dans  la  liiii- 
sic'iiie  sululioii  du  Problème  précédeiil  (iOj.  où  l'on  a  regarde  {omme 
donnes  les  termes  du  premier  raiii;  liori/oulal  et  ceux  du  premier  raiii,' 
vertical  de  la  Talile  du  il"  (),  il  sera  plus  commode  ici  de  supposer  ddii- 
nés  les  ternies  des  deux  [ireiiiiers  rangs  horizontaux;  ce  (pu  ne  demande 
(|ue  de  réduire  la  valeur  de  |S'  à  une  expression  de  la  t'oriiie  suivante  ;25j 

j3'  =     ï  -h  T'a  -(-  T'a'  +  T"a-  +  .  .  .  4-  TC'a' 
-+-  [,T  -t-,T'«  -4- J'V-4  .  .  .  -t-,T<'-"a'-](3; 

car  ainrs  un  aura  siir-le-cliamp    '27 j 

>V.,  =  Tt-x,.  -t-  T' j.^,..  +  T"j,^,..  i-  T"'.,v^3,.  +  .  . .  -f  T<"j, ,,  „ 
+  Ji-..,  +  ,T'.rx.-..,  -.-  ,T".>x^..,  +...-*-  ,T<'-  "jx.-,-.,.,. 

Or  comme  la  (juanliti'  ^i  doit  être  déterminée  '58.  (il,  par  l'éipiation 

<J~    «lî   '  P?'       "• 
ilniil  les  deux  racines  sont 

3i. 
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SI  l'on  dcsi'TiM'  ces  deux  riiciiics  par  ,'5' cl  fj  ,  cl  (luDii  lassi'.  |i(Hii-  alii('i;cr. 

A  =.•  T  -I-  T'a  -^  T"a'  -f-  Va?  -(-...  -f-  T("  a', 
,A  —  ,T  H-  ,T'a  -f-  ,T"a»  +  .  .  .  +  ,T('-"  a'-', 

on  aura  (28 ) 

(3"=A-r-,A(3',        p"':=:A+,A|3", 

d'où  l'on  lire 

_  (â'|3"((3"--i3'"-)  _  fi"-r'. 

(3"_[3'  '     'A-  (3'_(3"' 

savoir 

A:-  («H-  y/V—  47gJ'~'  —  («  -  V!,^'— J/g^'~', 

,\  --  («-^v/«'-4m)'-  («-  v^«'-4/>g)' 

[■}.p)'\J ot''-'  ^pq 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  développer  ces  puissances  /'"""  et  /  —  i  j""'""  et 
ordonner  ensuite  les  ternies  par  rapport  à  «,  on  aura  les  valeurs  des  coet- 

licienls  T,  T',  T",...,  ainsi  que  ceux  de   ï,  ,T',  ,T" en  p,  q  et  /;  mais 

on  n'aura  (las  nièine  liesoin  de  connaître  ces  valeurs,  comme  on  va  \v 
voir. 

Kii  elle!,  comme  les  conditions  du  Proi)ii'me  dcmaiidriil  (|ue  v,  „  i , 
,r  étant  positif  (|utdconque  ou  zéro  01  ,  si  l'on  l'ait  >•.,  ,  -  i  ii.,,  il  est 
clair  que  l'expression  de  y^^  deviendra 

.)"i,/--  A  -h, A  — ,Tmi  —  ,T'«<r4.,  — ,T"MiH.j  — . . .  —  ,ï''~''«i+,_, , 
en  supposant  que  dans  les  quantités  A  et  ,A  on  ait  fait  v  =  \\  or 

î'^A-r-,A;3, 

et.  à  cause  de  ^      i       p,  si  l'on  fait  |5  =  i,  on  a  «  ^  i  d'après  ré(|iialioii 
q-  xfi---  p^'  =  o; 

ilouc 

i  =  A-4-,A 


SIM    LES  SUITES   KKCl  HUKNTKS. 


■lïti 


lol'SIIIII 


l'jisiiilc  il  r:iiit  Miissi,  |i;ii- li'v  (■(iiidilioiis  ilii  l'inlili'iiic,  (|iit'  >•.,,/,.,  ~    i. 

X  claiit  positif  (lut'lconque  ou  zt'io;  doiic  si  l'on  dciiolc  |»;ir  H,  B  ,  H' 

les  valeurs  ilc  _T,  T'.  T",...  lors(|ii('  t^^  b  -\    c,  ou  aura  poui'  la  dclfi-nii- 
ii:itiiiri  (les  (|iiaiililcs  ii_^  rc(|ualiiin 

B(/^    r    B'm,  ,  ,  -!    B"«m  +  .  .  .  H    B''    '   U^+t+c-<—  o, 

(l'oi'i  l'iiu  voit  <|U('  cfs  i|uaulil('s  l'oruicnl  une  suite  recMiiciilr  MMi|ilr  de 
l'ordre  h -*- c —^  i;  eu  s(Ul(' (|ue  si  l'iui  l'ail  ré(|iialiou 


[a) 


B       Bai    B  a= -^  B"a^-t^...H    B'^     •  a*^'   '  =  o, 


et  (ju'oii  dénote  para',  a",  a",...  les  dillereiiles  iMciiie- de  <  elle  i'(|u;ilioii. 
on  aura,  en  général    Article  I  , 

«x  -  M  a''  -^  N  a"-"  -(-?«"-  +  ..., 

iM,  N,  P,...  étant  des  conslaules  indéterminées. 

On  i'era  donc  eette  sulislitution  dans  l'expression  ci-dessus  de  j'.j,,  et 
(■(uunie  l'ini  a,  en  genei'al, 

,A  --  ,T  -f  ,T'a  -t  ,T"a=  +  .  .  . 

M  Tiiu  dénote  par    \',    A",  ,A", ...    les  valeurs  de    .\  (|iii    repoudeiil   ;i 
«  ^=  u  ,  a",  «" ou  aura 


b) 


j,.,  -  I  -  M  ,A'a"  -  N , A"a"'  -  P,  A"'a"'-  -  .  . . , 


el  il  ne  restera  plus  (|u'ii  deleiiuiuer  les  h  -    c  -     i  constaule^  ;iu  rnoven 

de  la  dernière  condition  du  l'rcddeine  (|ui  est  V,,,,  ^  o,  /  etiinl  i  .    >..    > 

Il       c       I  ;  de  sorte  (ju'il  i'audra  (|iii'  ces  constantes  soiciil  telles.  i|uc  l'on 
ait    .V  étant  —  o| 


ic) 


M, A' H   N,A"-r-  P, A" --(-...  ^    I, 
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en  sii|>|)()s;uit  siii  ((•>M\cmrnt   /        i  .   '^.    » ,  h    •   <■  i   ilaiis  Irs  (|ii;iii- 

lilrs    A  .    A  .  ,A   

Or  il   csl   visible  i|Uf   rr(|iiali(in   {a,   ci-dessus  ii'esl  aiitie  cliuse   ijiie 

ct'lle-ci  _A  ^-^  o  en  \  laisaiit  l-—b->-c\  di' plus,  si  l'on  l'ail 

a=:  2  ^ pq  cosô, 
il  esl  clan  i|iie  re\|ii-cssi()i)  de  _A  tniuvee  |iliis  liaiil  de\ieii(lra 


V  /'  /    ^pq  siii  ( 


<Imiic,  l'aisaiil  t^^h^c,  l'eqnatidii  doiil  il  s'ai^it  (levieiidi; 

sin(6-i-  c)B 

d'oii  l'oii  tire 


sin6 


6  = 


::  elaiil  l'aiiiile  de  i  Ho  degrés  et  X  un  iiouihre  (|UC'lconque  de  la  suite  i. 
2,    "'),....  A  (  '        I.  On  coniKiiti'a  par  là  les  b+c  -  \  racines  a,  a  , 

a'",...,  ainsi  (|iic  li's  (|iiaiilités  correspondantes   A  .  ,A",  ,A'. ...;  et  l'on 
aura,  en  général, 

„S-i^..  .*"-(v'))'-'-^r-' 


(X)  , 


Substituant  donc  ces  valeurs  dans  la  loininleA    et  taisant  |MMir  pins 
de  sini|di(ile 

b  -h  c  =  n 


M        ^^        N_    ^^^^ 

\/M  sin  ;)  \i~pq  siii  ^ 


SLR    LES  SUITKS    KÉr.l  KHIvN'l  KS. 


r^..'     '•••v/"/)'(\/;^)' 

■^      iMfds'l   sin     -   +  c)(cos— ■)    siii       '' 
I       ^        ri  I  II  \         n  j  II 

„   /       37r\'    .    S/tt  ,/       {n  —  i  -\'    .     «  — i   /-  1 

-i-i3i    cos —     sin h.  ..-t-irt— 1)    cos 1    sin ; 

^  Il  I  n  \  «       /  "1 

cl  l'ciniatioii    f    [Kir  l;i(|iicllc  il  r;iii(li;i  di'lrrimiirr  les  coiistîmk'S  (ij,  (2], 
f3), . . . ,  fn  —  i)  sera 


sin h  (a) sin h. .  .-H  («—  i)sin 


^^^^  =  (\/f)' 


litqiiellc  clt'vni  avoir  lieu  en  t'aisani  siiccossivoment  /  =  r .  ?.,  'i //      1. 

Poui"  tirer  de  l;i  la  valeur  de  cliaciiiie  de  ces  eoiislaiiles,  il  ii'v  aiita 
(|ii';i  iiiMlli|)liei'  loiile  ri'(|iiarKili  |)ai'  le  siiiils  (|ui  a  |i(iiii'  ((lellicieiil  la  (  .>ii- 
slaiite  (|ii'(in  veni  deleriiiiiier,  et  ajoiitei'  ensuite  eiiseinlde  les  //       1  e(|iia- 

tioiis  particnlii'i'es  (pii  i'é|)()iid('iit  Ix  /  =  i .  ■?.,  i //       1:  pai' ce  iiioveii 

luiili's  les  aiilies  eonslanles  dis|)aiaili(inl ,    el   la  rdiislanle  (liertiiee  se 

tiiMiNcra    imilti|)liee   paf      ;   e'esl  de  i|iiiii  un   [leiil  s'assnier  par  les  Ini- 

ninles  ennmies  [iDur  la  soiiiiiialion  des  suites  Iminees  de  sinns  du  de  co- 

siiHis. 

Ainsi  pour  avoir,  en  i^cner'al,  la  valeur  de    y.    i>\\  iiinilipliera  re(|ua- 

u.  It:  ■  I     I       I  ■         ■  1      ■        1 

tion  par  sin  ■         1  et.  oncranl  ((luiiue  ou  \ieul  de  le  dire,  il  \iendia 
'  Il  ' 

Il       ,  I p    .     u.-         p    .    1U.T.  i       /p\'   '    .     (« — lu- 

7.    ■  '       V   (/  /(         </  Il  \\   <]  J  « 

Or  le  sec(Uid  iiiiMiilne  de  relie  e(|ualion  se  rédiiil  par  les  roruiiiies 
connues  à 


\  —  iK       "  OOS  ^—   -i     — 

V    7  "  7 
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le  sigiic  stipéririir  clMiit  pour  le  cas  de  u.  im(iiiii'.  cl  ritilViiciir  pour  celui 
«le  y.  paii . 

On  auiii  lioiic.  cil  liciici'al. 


»  /p      f^'^ 

I  —  a  \  /  -i-  cos  - — 
y    n  II 


p 


q  n  q 

(I  oii,  cil  laisaiil  successiveiiicnl  a=  i.  ■>.,  i //  —  i ,  on  lircia  les  va- 
leurs (les  conslanles  (i),  (2),  (3),...,  qu'on  sulisliluera  liaiis  rcxpicsMon 
ci-(l(!ssus  de  v^,,;  ensuite  il  n'y  aura  |)lus  (ju'a  laire  x  =  «  et  /  —  r  pour 
avoir  la  valeur  du  sort  demandé. 

Rkmahquk. 

63.  Le  Prol)li!iiie  [n'écédent  rcvienl  à  celui  (|ui  concerne  la  durée  des 
parties  (|ue  l'on  joue  en  rabattant,  et  dont  MM.  de  .Moninort.  Hcrnoiilli 
cl  Moivrc  s(>  sont  occupés,  {l'oyaz  l'Ouvrage  de  Moniiiorl.  page  -^(JH . 
deuxième  édition;  cidui  de  Moivrc,  page  i()r,  troisième  édition.; 

On  propose  ordinairement  ce  Problème  ainsi  :  Deux  Joueurs  ayaru 
chacun  un  certain  nombre  de  jetons  jouenl  ensemble  à  celte  condition  (jue 
celui  qui  perdra  une  partie  donnera  un  jeton  à.  l  autre;  on  demande  com- 
bien il  y  a  à  parier  que  le  jeu.  qui  peut  durer  à  l'infini,  sera  fini  en  un  cer- 
tain nombre  de  parties  au  plus .  en  sorte  (pie  l  un  des  deu.r  joueurs  aura 
gagné  tous  les  jetons  de  l'autre.  Il  est  facile  de  comprendre  (jne  si  l'on 
dénote  par  b  et  c  les  nombres  des  jetons  des  deux  joueurs,  par  p  et  1  —  p 
ou  q  les  pr(d)abiiiles  respectives  que  ces  joueurs  oui  pour  gagner  clia(|uc 
pallie,  et  par  a  le  nombre  des  parties  dans  le(|uel  on  parie  ipie  le  jeu 
tiiiira,  il  est  facile,  dis-je,  de  comprendre  (|nc  l'on  aura  exactement  le 
cas  de  notre  Probli'ine  VI.  Aussi  des  deux  sidiilioiis  ipic  nous  venons 
de  donner  de  ce  Problème,  la  première  re|toiid  à  la  metliodc  du  Pio- 
bli'ine  LXIII,  et  la  seconde  répond  à  celle  du  Problème  L\\  III  de  l'Ou- 
vrage cité  de  Moivrc;  mais  nos  s(dnti(nis  ont  l'avantage  d'èlrc  |)liis  di- 
rectes, plus  générales  cl  [dus  aiialvli(]iies  que  celles  de  ccl  Auteur. 


SI  H  i.KS  si:ni:s  iu:(  i  hulniks.  2V!i 

[,f  Pinhli'iiir  V  (i-dfssiis  |t('iit  ;iussi  se  i;i|)|)(>rlt'r  ii  la  (liircc  tics  paitirs; 
mais  il  taiil  sii|i|)(isn- (|ii(' riiii  des  jont'iirs  avant  d'alxiid  A  jetons,  raiilif 
n'en  ail  ancnn,  cl  (juc  le  |rii  ne  linisM'  ijiie  l(irs(|iie  <  elni-ei  aura  naiiiié 
les  I)  jetons  (le  son  adversaire. 


PlioHl.iMi;    \ll. 

(i'i.  Soit  lin  iiitnilirc  a  d  unies  nuii^ircs  de  suili-,  <■!  ihiiil  iluirutic  ritn- 
licntic  n  hillils  m  [xirlic  h/iincs  cl  en  purlic  noirs  il  rohirilc :  (fue  l'on  lire 
il  /a  fois  (le  c/uicune  de  ces  urnes  un  billet  au  hasard  et  que  l'on  mette  en- 
suite le  billet  tiré  de  chaque  urne  dans  l'urne  suivante,  en  observant  de 
mettre  dans  la  première  urne  li-  billet  tire  de  la  dernière;  on  demande  quel 
sera  piobablement  le  nombre  des  billets  noirs  dans  chaque  urne  après  un 
nombre  b  de  pareils  t!raL;es 

Soit  v_^  ,  le  noinlii'e  des  i)illels  nons  (ju'il  \  aura  |)rolialdeNienl  dans 
l'iiiiie  .r"'""'  api't's  /  lir"ii>es;  il  est  facile  de  voir  {|u"a|iri's  un  iion\ean  liraijc 

ee  nondiie  sera  nrolialdeniehl  ani;nienle  de    -       '-  el  diminue  de  -— -',  de 
'  '  Il  II 

sorte  i|ne  l'on  ani'a  re(|nalion 

I  I 

■  n  •  «  ■ 

ipii  se  rednil  a  celle  l'oranc 

ji./-î-  («  —  i).r^-,.r  — «.n^i,/*,  =  o. 

ici  |e>  i|uanlites  données  son!  les  valeurs  de  v,  ,  lors(|Ue  /        <>  el  (lue 

■  i        I,   :>,    ^) // ,  les(|U(dles  indi{|uent  les  iioniltres  des  billets  noii's 

(|u*il  y  a  dans  t  lia(|m'  urne  avant  le  premier  tiraj;e:  de  sorte  (luune  des 
roudili(Ui>  du  l*r(dil('me  esl  (|ue  les  termes  v^  „  soient  Ions  dormes  depuis 
.r --  o  jus(|n'ii  x  =  n  iircdusivemeiit  ;  l'autr'e  eondilion  à  la(|nelle  il  lairl 
satisfaii'c  est  que  les  liillets  tirrs  de  la  dernièi'c  urne  rcnlrcnl  toujours 
dans  la  pr'eirrii'r'e:  el  il  e>l  clair'  (|ne  |iour-  cela  il  n'v  a  (|ir'a  su|>|ioser  i|nc 
la  a"'""'  rnrie  |ii-ccc(le  la  prcinieri'.  c'csi-a-dirc  (|iie  celle  rrrrre  soit  arrssi 
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l;i  ()"■""■;  en  sorte  (|iie  l;i  valeur  ili'  y_^-,r  <|iii  ré|niiiil  ;i    >       n  sùil  Idiiimirs 
i(leiili()ue  avec  eelle  (iiii  ré|)(m(lrii  à  t  ^    o:  ir  (|iii  ildiiiiri.i  (.lie  milic 

(■(illllitioil    Vu,!  =,V„,, ,  (|U('I  (|lle  Sdil   /. 

.Maiiileiianl  si  l'on  rapporle  re(|ii;iliiiii  ilillV  leiiticlle  trouvée  ci-dessus 
à  la  formule  (F)  du  n"  7.  ou  a 

A  =  I ,     B  =  «  -  I ,     W=<),     (7-    ~  n: 

ce  (jui  iculre  daus  le  seeond  cas  du  ii"  1  1  ;  en  siiile  (|ue,  à  cause  de 


B 


^=-R    = 


B  H—   I 


ou  aura  sur-le-c]iam|> 


X'-' 


J' 


le  iioiuhre  des  leruies  étant  ;  -^  F . 

Or  eoujuie  on  doit  avoir  y„,  =.!'«,,,  quel  que  soit  /,  il  est  visible  (|i 
|)our  satisfaire  ii  eelte  condition,  il  faudra  (juc  l'on  ait 


,)•#...=  j«,o,    ,r-,,o  =  .r»-,.«,    }■-:,.«  =Xc 


cl,  eu  |;éueral. 


j-,,.  =,r«-,.,., 


.vêlant  un  ni)nd)i'e  positif  i|uelc(Mi(|ue  ou  zéro.  Ainsi,  coinuie  les  valein> 
de  \-,  „  sont  supposées  connues  depuis  x -~-  i  jusqu'à  :t  ^  a  inclusive- 
ment, ou  coiniaitra  toutes  les  valeurs  de  y.,.,,  qui  peuvent  entier  dans 
re\pres>iou  précédente  de  y,.,. 


(ÀlItOI.L  VIRK. 


65.  Si  l'on  ne  voulait  |)as  (|ue  les  billets  lires  de  la  dernière  unie  ren- 
trassent dans  la  première,  mais  (|u'(Ui  mil  hnijours  dan>  celle-ci  un  liillel 
blanc  après  eliaipie  extracticju,  il  n")  aurait  alors  (|u';i  Mipposer  (pic 
l'urne  (v"'""' (pii  est  censée  pr(''ceder  la  preiuii'rc  in'iie,  ne  conliril  <)uc  des 


SIJU    l.i:S  SIIITKS    ItKCUKHHNTKS. 


251 


hillcls  liliiiics,  ce  (|iii  (loiiriciilil  >„  ,       o,  /  ('•liiiil  (|IIcI((iii(|im' ;  ri  l'on  vci'- 
liiil  iiiscuu'iil  (jnr  (loiu' ^Mlislairc  à  (-(îtlc  coiiditiuii ,  il  r;iii(li;nl  supposer 


ri,  eu  l;ciici;iI. 


y,_,  =:  O,      J''_i,,  -"=  o,     J^'-j.o  =  o, . 


j_.,,  =  o. 


.V  étant  un  iioniln'c  (|iifl(iini|ni'  iiiisiliCnii  zcid.  Ainsi  il  ne  i';iii(Ii;iil,  (I;in> 
ce  cas,  prendre  (|iie  r  leriiies  de  l'expr'ession  générale  de  »,  ,,  en  iiegli- 
j^canl  tons  les  suivants. 

Kn  liciieial,  si  l'on  suppose  (|ue  elnupie  hiiiet  tiré  de  la  première  urne 
soil  remplacé  par  un  liillel  tiré  au  hasard  suivant  une  loi  ipielcompu'  ipii 
\aiie,  si  l'on  vcnl.  ;>  clia(|ue  liiai;e.  de  uianii're  (pie  la  prolialiilile  ipu'  ce 
l>illel  soit  noir  soil  une  loin  lion  cpudcorupie  donnée  de  /  (|ue  nous  dési- 
gnerons par  '/  ,  on  considéi'era  (pu-,  comme  la  prohabilile  ^\[lv  le  hillel 
(pii  erih'e  dans   l'iniie  .j"""'  ;in  /"""'  tirage   soil    noir  esl   represenlee  pal' 

^— '■'  dans  la  ^nliilinn  piccedeule,  la  prolialiilile     /     (pii  repond  :i  la  |)re- 

mii'i'e  urne  pour  laipudle  .t- —  i  sera  —';  de  sorle  (pi'(Ui  aura  >'„,;=  rt(f); 

par  conséipu'Ul  on  eonnaili'a  le  premier  rang  xcilical  de  la  Talde  du  ri"  (5: 
cl  de  là  on  pourra,  par  les  l'ormules  du  n"  1 1 ,  déduire  les  valeurs  de  )_^,u. 


32. 


SLll  LALTÉRATKO 


)i(ni:\s  MmvKJiKM's  iii'S  i'laM'Iks, 
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(Noiivraiir  .VJf/iioiifx  t/f  V  li iiilviiiif  nniilr  t/r\  .S(ir/i(f\  il  lifllf-lj'llte 
tir  fii-rlin  ,  MWW   177O.1 


L'iic  (les  (li'lt'riiiiti;iH(iiis  les  (lhl^  iiii|Mjii;iiilrs  cl  m  iiit-nic  temps  les 
plus  (litliiilcs  (le  |;i  llK'orii'  «les  pliiiièlcs  csl  ccllf  de  leurs  luoyeiis  iikmi- 
veuieuls  (mi  de  l:i  durée  de  leui's  revolulidus.  Les  Astronoiues.  en  cuui- 
|»ar;uit  les  (d>seiv;ili(His  iiiodeines  ;ivee  les  plus  ;ineu'nues  doiil  l;i  uieumire 
n(jus  ail  été  conservée,  oui  cru  reiniii't|uei' (|Ui'  les  UKuiveuienls  uiovens 
de  Saturne,  de  .lu|dlei' et  de  la  Lune  n'étaient  pas  uuit'oiuies,  (|ue  celui 
de  Saturne  paraissait  se  ralentir  de  sie(de  en  siècle,  el  (|ue  cen\  de  Jupi- 
ter cl  de  la  Lune  paraissaient  au  contraire  snp'ts  à  des  acctderations  con- 
limudies;  ils  ont  en  eonsé(|ueuee  introduit  dans  les  Tahles  de  ces  plani-tes 
des  eipialions  séculaires  (pii  diiiveiil  s'applicpier  ;i  leurs  uioxens  uioum- 
uieiils  supposes  unitornies. 

L'ecpiation  séculairi'  de  Saliirne  esl.  d'après  les  l'aides  de  llalle\,  de 
r  2/1'  pour  le  premier  sie(  le.  el  au^uieule  eusuile  iiinnue  les  eari'es  des 
temps:  celle   de  jnpilei'  es|   sell  leiiieli  I   de    'i(  >'    pour  le   pii'Uiier  sii'cle,  el 

■     l.ii  If  l'i  oclubic  1776. 
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aiiiiiiii'iilf  (le  iin'iiif  cnimiir  lc>  ciiitcs  des  ll'lll|)^:  tiilin  riM|ii;ili()ii  sccu- 
litin-  (le  la  Lurif  est,  >inv;iiil  les  dcr'iiièn's  Talilc--  ilr  Mavcr.  de  r)"  |)(>iir  le 
|nrinicr  siècle,  cl  crdil  aussi  ((nmne  les  caries  des  teiiips. 

Qiiel(|iies  Astronomes  avaient  cru  apercevoir  aussi  une  accélération 
continui'lle  dans  le  niiiuvemeiit  moyen  de  la  Terre;  mais  soit  (lu'o!!  n'ait 
pas  l'ciiaide  cette  alleralidii  (  nuinic  siillisammeiil  ((iiislali'e,  nu  (|uc  la 
(piantite  en  soit  assez  petite  pour  |)onvi»ii' ètic  nei;lii;ee,  il  parait  (|u'nn 
n'a  pas  encore  pensé  à  y  avoir  eii'ai'd  dans  les  Tables  du  Soleil. 

A  l'égard  des  ln^u\enH■lll^  iiuiyciis  des  autres  plani'les,  un  n'\  a  |ii>- 
qn'ii  |)réseill  deciuivert  aucune  alleratinu  sensilile;  du  nuiins  il  n'en  a 
jamais  été  (juestion,  que  je  sache,  dans  lesTaldes  de  Mais,  de  \eiius  et 
(le  Mercure. 

(iomme  le  systënio  de  la  i>i'avitatiou  universcdie  siillil  piuii- e\pli(|uer 
les  inégalités  périodi(jues  des  planètes,  il  es!  naturel  de  re^ardei  aussi 

celte  même  gravitation  c iv  la  cause  de  leurs  inégalités  séculaires; 

mais  il  est  inliniment  plus  ditlicile  i\'r\\  déduire  ces  deriiièr-es  inégalités 
ifue  les  premières,  tant  a  cause  de  leur  petitesse.  (|rrc  |Kiice  (pre  le  calcul 
le  plirs  e|tiuenx  et  le  plus  délicat  est  nécessaire  pour  assigner  et  distiir- 
guer'  darrs  les  e(piatiori>  diUercutielles  t(urs  les  difléi'ents  termes  ipri  perr- 
veril  les  produire.  .\us>i  V(iyoris-n(Uis  (|ire  les  (leomt'lrcs  (|ui  se  siuil 
occupés  iirs(|u'a  pre.sent  de  cet  (d)jet  sont  parveirrrs  ii  des  i-esrrllats  dif- 
férents. 

>!.  lùilei .  dans  sa  |>r-eirrier'e  Pièce  sur  les  irr-egrriariles  de  .Irrpiler-  et  de 
Saturne,  ir'a  trouve  aucune  eipratiou  secrriair'c;  mais,  dans  sa  seconde 
Pit'ce  srrr-  le  meure  snp't.  il  Iroirve  rrrre  eijuatioir  sécrrlaire  égale  pour- 
l'une  et  l'airlrc  plarit'te  et  de  2' 24"  porrr-  le  premii'r  sii'(de ,  a  corrrpter 
de  1-00:  ce  (|ui  rie  ^'accoiile  grri'rc  avec  les  (d)sei'vatiorr>. 

Dans  l'Kssai  ipre  j'ai  donne  sur'  ci'tle  rrratii'r'e  dans  le  lorrre  III  des  M<- 
moires  de  Turin,  je  srris  ara'ive  ii  des  résultats  plir.>  c(urlorrrres  arrx  obser- 
vations, et  j'ai  trouve  poirr'  Saliiirie  une  e(|iiati(Ui  seculair-e  S(ursti'activc 
du  rrroven  rrrorrveirieiil,  dont  la  (|rraiilile  <'st  r  '1  ,22r  an  bout  de  la  pre- 
Uiièr-e  r'évoliiliiui  coiiiptee  de  r"  u).  et  pour'  .liipiler'  rrrie  e(iuation  secii- 
laii'e  additivc  à  s iioverr  monve ut  cl  (Uii  riionte  ;i  2  ,7'to  peirdant  la 
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piemière  révoluti<»n  complôo  depuis  la  même  «'poiiiK*  f).  Mais  M.  de  L;i- 
|)lat'e  ayant  poussé  raiiproNiiiialioii  plus  loin  (pic  je  n'avais  fait,  i-l  avant 
calculé  plus  exactement  les  didcrcnts  l(rnii>  iinl  ponvaii  nt  pnnlnur  des 
illégalités  ci'oissanlcs  coniinc  les  cai'iu's  des  h-iaps  dans  les  ninuMnirtiK 
dp  Jupiter  il  (le  Sahiiiic,  a  rrcdunii  le  prcniici-  ipir  ces  Iriinr^  >!■  I  mii- 
piMiscnt  et  se  détruisent  ou  cnliciciniiil  on  pi'cs(iue  cntii'ienn  ni .  il  ne 
laissent  par  conséipn'iil  ipi'iin  résnllal  nnl  on  liop  petit  pninijn'on  doive 
y  avoir  égard.  ['A  eoninie  celte  compensiiliun  ol  inilipendiintc  des  va- 
leurs parliculii'ics  des  éléments  des  ori)ites  de  Jiipitei'  et  de  Saturne,  on 
en  peut  conclure,  en  général,  ipu'  l'attraction  réciproipie  des  planistes 
ne  saurait  ;dtéi'er  sensiblement  leurs  moyens  mouvcnH'iits,  dn  moins  lanl 
»jue  leurs  orbites  sont  su|)posées  à  très-peu  près  circulaires,  et  leurs 
masses  très-petites  vis-à-vis  de  celle  du  Soleil,  ce  (pii  est  le  cas  de  tontes 
les  planètes  de  notre  système. 

Quant  à  la  Lune  en  paiticiilier,  les  Géomi'Ires  (|iii  ont  travaillé  sur  la 
théorie  de  celte  plani'l<'  n'ont  jamais  rencontré  dans  l'éiniation  dilléreii- 
lielle  de  son  inhile  des  termes  ipii  puissent  donner  niie  ('(piation  sécu- 
laire dans  son  mouvement  moyen,  (jucUpu'  loin  (pi'ils  aient  d'ailleurs 
porté  la  précision  dans  leurs  calculs;  il  restait  seulement  à  examiner  si 
la  ligure  non  spheriipie  de  la  Teri'e  et  de  la  l.une  pouri'ait  avoir  qnel()ne 
intluence  dans  le  mouvement  moyen  de  la  Lune;  c'est  ce  (|ue  j'ai  lait 
dans  ma  PiJ'ce  sur  cette  (|ueslion,  et  j'ai  trouvé  (pie  les  termes  (jui  ponr- 
ran'Ut  proilnire  une  accélération  dans  le  mouvement  moyen  de  la  Lune 
se  détruisent  aussi  à  Iri's-peu  près  les  uns  l(>s  autres;  résultat  analogue 
à  celui  de  .M.  de  Laplace  pour  .lupiter  et  Saturne.  D'où  l'on  peut  aussi 
coindure,  en  général,  (pie  la  non-sphericilé  des  corps  (idesles  ne  peni 
pas  non  plus  produire  une  altération  siuisihle  dans  leurs  moyens  minivi- 
ments.  Il  est  vrai  que  comme  on  n'est  parvenu  à  ces  résultats  ipu'  pai 
des  méthodes  d'ap|)ioximatiou,  on  ne  doit  pas  les  regarder  comme  tout 
à  fait  rigoureux;  ce|)en(lanl,  de  ce  (pu- les  termes  (|ui  donneraieni  une 
équation  séculaire  se  détruisent  d'eux-méines  dans  la  premii're  approxi- 

(*)  ULiii'ii'\  -(k-  Lrif(r(i/i!ff',  I.  I    p.  Goc). 
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inalion,  on  est  porli'  à  pciisci' iiu'il  l'ii  .sera  de  nicme  des  termes  prove- 
nant des  approximalions  suivantes;  mais  le  caleul  nécessaire  pour  s'en 
assurer  sérail  si  |ii'nilili'  [lar  sa  loniiiieiir,  (|iii'  pcrsoiuie  ne  sera  jamais 
tenté  de  reiilnprciKlic;  (Tail  leurs  on  ne  puni  rail  jamais  parvenir,  par  ce 
moyen,  (pi'a  des  (dnilusions  a|ipro(liecs,  et  il  resterait  toujours  douteux 
si  la  |)rop(tsilion  esl  vraie  en  lunle  riiiueur.  Heureusement  j'ai  Irouvé 
moyen  de  la  démontrer  à  priori,  et  sans  supposer  que  les  orbites  des  pla- 
nètes soient  à  très-peu  près  circulaires;  c'est  ce  tjue  je  vais  développer 
dans  ce  Mcniniri'  avec  tout  le  détail  du  ;i  l'importance  et  ii  la  dillicnllé  de 
la  matière. 

I .  On  sait  (|ne  si  un  corps  se  meut  autour  d'un  centre  tixe  ou  regardé 
comme  lixe,  en  vertu  d'une  impulsion  primitive  (|uelconque  et  d'une 
force  tendante  conlinuellemeiit  vers  ce  centre,  et  toujours  réciproque- 
ment proportionnelle  au  carré  de  sa  distance  au  centre,  on  sait,  dis-je, 
(|ue  ce  corps  doit  décrire  une  ellipse  ayant  le  centre  dont  il  s'agit  dans 
un  de  ses  foyers,  île  manière  (|ue  les  aires  parcourues  autour  de  ce  foyer 
soient  proportionnelles  au  temps,  et  que  la  durée  de  chacune  de  ses  ré- 
volutions sera  proportionnelle  ii  la  racine  carrée  du  cube  de  la  distance 
moyenne  ou  du  demi-grand  ave  de  l'tdlipse  divisé  par  la  force  centrale 
absolue.  C'est  ce  (|ue  Newton  a  démontré  le  |)remier,  et  une  foule  d'Au- 
leurs  a|)rès  lui. 

.Mais,  si  à  cette  l'oi'ce  se  joignent  d'antres  forces  [tarliculières  (|ui  en 
altèrent  la  direction  et  la  (juantité,  alors  l'orbite  du  corps  sera  d'autant 
l)lus  dillérenle  de  l'ellipse  (|u"il  aurait  décrite  sans  ces  nouvelles  forces, 
que  ces  forces  mêmes  seront  considérables  vis-à-vis  de  la  force  tendante 
au  centre  et  agissante  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  ('epen- 
dant  lors(pie  les  forces  perturbatrices  sont  fort  petites  par  rapport  à  la 
foi'ce  piincipale,  et  (pie  par  consé(|uent  l'orbite  du  corps  ne  doit  s'éloi- 
gner (|ue  très-peu  de  la  ligure  tdli|)ti(iiii',  on  |)eul  sup|toser  (pie  cette  or- 
l)ite  est  nue  véritable  ellipse,  mais  dont  les  dimensions  et  la  position  va- 
rienl  (l'un  instant  ;i  l'autre. 

De  cette  inanii're  les  d(  rangements  produits  par  les  forces  perturba- 
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Irices  l'cvicniifiit  à  la  viiri:ili<iii  di's  six  (■•Icmciils  de  l'oiljitc  clliitliiiiir , 
It'squfls  sont  le  j^raiid  axe  de  rcllipsc,  rcxcciitricitc',  la  position  dn  -land 
axe  on  de  la  li^nc  des  ajisidcs,  l'indinaiMin  du  |ilaii  de  rrHi|isr  ;i  ini  ;inlic 
|)lan  donné,  la  position  de  la  li^nc  d'inlciscclioa  des  deux  pians  ou  i\r 
la  ligne  des  nœuds,  et  r('|)o(|U('  du  moyen  nionvcincnl ,  c'cst-ii-diic  la 
valcnr  de  la  longitude  iuoncuim'  pour  un  Icuips  douuc;  cl  la  (jucslnin  se 
réduit  à  trouver  la  lui  di'  ei's  variations,  e'est-à-dire  les  valeurs  dilleien- 
tielles  des  éléments  dont  il  s'agit  regardés  eoiiune  variables.  Mais  nous 
n'aurons  |»as  iiiéuie  hesoin  |ioiir  nuire  nlijel  de  connailie  les  varialious 
de  tous  ees  éléments;  car  eounne  dans  les  orbites  invaiiahles  la  durée 
des  révolutions  ne  dépend  (pu-  de  la  granihuir  du  grand  axe  de  l'ellipse, 
il  est  natur'cl  d'en  conelnre  (pie  dans  les  orbites  variablo  il  n'v  a  aussi 
((uc  les  variations  du  grand  axe  (jni  puissent  influer  sur  la  dune  du  leiii|)s 
périodique;  en  elTet,  (|uaiid  les  variatiojis  des  éléments  sont  lres-|)eliles, 
on  |)eut  sans  erreur  sensible  imaginer  (pie  ees  éléiiieiits  demeurent  les 
mêmes  dînant  cluupie  révolulion,  cl  (pi'ils  ne  eliangent  (pie  d'une  révo- 
lution il  l'autre;  et  dans  celle  bypolbi'sc  il  est  visible  (pie  les  variations 
du  temps  p(''riodi(pie  ne  peiiveiil  venir  ipie  de  celles  (In  grand  axe. 

2.  Tout  se  réduit  donc  à  delciiniiicr  les  variations  (pie  doit  subir  le 
grand  axe  de  l'orbite  eHipli(pie  d'un  ( orps  uni  aiiloiir  d'un  ccnirc  lixc 
en  vertu  d'une  force  réciprociuemeul  pidp(utioiiii(lle  an  (  arré  de  la  dis- 
tance, et  dérangé  en  même  temps  par  des  forces  perliirbalrices  doiiiiees 
et  très-petites  vis-à-vis  de  la  force  pri  icipale. 

Pour  traiter  cette  question  d'une  uianii're  directe  et  générale,  je  rap- 
porte à  cliaciue  instant  la  [xisition  du  corps  à  trois  coordonnées  rectan- 
gles J",  V,  :;,  dont  je  su|)pose  (pie  l'origine  soit  dans  le  ceiiire  de  la  force 
principale;  nommant  F  la  valeur  de  (die  l'orce  ii  la  dislaiice  i.  cl  /■  la 
dislance  du  cdips  an  ceiitre,  c'esl-ii-dirc  le  ravon  veclenr  de  Idrbilc.  ci\ 
sorte  (pie 

j'aurai    -^    pour  rex|)ressiuii  générale  de   cette   l'orce.  bupiellc  elanl  de- 

33. 
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(•oiii|)oséo  suivant  les  tiois  cuiirddiiiK'es  x,  y,  z.  iloniii'ia  ers  liois-ci 

F  X       V  y       F  s 

/■'  /■'  ;■' 

.If  >ii|i|)nsi'  (le  [iliis  (|ii('  loulcs  les  l'iiico  |)cil iiilialiiccs  soiciil  ii-duilcs  à 
linis  dirii^rcs  suivant  les  nuMiics  coordiiiiiircs.  et  je  iKinmic  X,  Y,  Z  ces 
tidis  forces  résiillaiitcs.  On  aura  donc  |)ai'  les  |)icniicrs  principes  de  la 
Dyi)anii(|uo,  en  prenant  l'élément  du  temps  dl  poui'  constant,  ces  trois 
éipialions 


d'x 

dr~ 

+ 

Vx 

-r-X=. 

:  O, 

dy 
do 

-+- 

f.3 

H-Y  = 

O, 

d'-z 

♦ 

Fz 

-h  Z 

O, 

lesquelles  sei'viront  ii  determinei'  le  mouxemi'iil  du  coi-|is  f\\  vertu  des 

F 
lorces  -,•  X,  \  ,  Z. 


•i.    Supposons  d'altord    (jue   les  forces  pertiirliatrices  X,  V,  Z  soient 
nulles,  on  aura  le  cas  du  mouveuieiil  d'un  coips  attire  vers  un  centre  fixe 

par  une  lorce  ~\  et  l'on  poui'ra,  par  les  formules  c(uniues,  irouvei'  les 

valeurs  des  trois  cooi'données  a',  y,  r-  eu  /;  mais  mois  u'aui'ous  pas  noMue 
l)esoiu  de  coiiuailre  ces  valeurs;  il  nous  sullit  de  remar(|uer  : 

i"  Que  ces  valeurs  doivent  être  les  iutci^tales  complètes  et  finies  des 
trois  é(|uations  diU'érentio-dilîéreutielles 


)l''x        Vx  d-y       V  y  d'z        V  z 

-dF^ -?-'"•     'dp-'^l-^^"'     dp 


"T-   =  O, 


et  qu'elles  doivent  par  eonsé{|ueut  renl'eruu'r  six  cnuslanles  arliitraires; 

■?:'  Que  ces  constantes  seront  précisément  les  six  éléments  de  l'orhite 
eHipti(jue  diuit  nous  avons  parlé  |)lus  haut; 

3"  Que.  si  r(Ui  dillV'reiilie  les  tiois  intéi;-rales  d(Uit  il  s'ai^it.  nu  aura 
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■n;i 


s[\  ('(iiiatinii-^  il  t'aulc  (IcsciUflk'.s  ou  poiina  iliMci'iiiiiiiT  les  six  ciPiiNlanlfs 

■    ,  (tx    dy    (Iz       , 

aihiliaircs  eu  x,  y,  z,  t,  -=->  -f-i  -5-;  <li'  sdilc  iiii  nu  aura  ainsi  six  cuiia- 
(II     (Il     ilt  '  ' 

liims  (lillciciiticllfs  <lii   |iiciiii(r  (uilic,   <liiiil   cliacimi'  iriilri  niera   une 

conslanlc  ailiitraiic,  rt  scd'a  |)ar  i'uiist'c|uenl  une  inlc^ralc  |)ii'iiii(Mi'  dts 

li'ois  ('(iiia lions  (rilI'cri'nlin-diUV'rcnlicllfs  proposées. 


i.     Suit   (IdlK 


\  =  /. 


uni'  (le  CCS  c(|iiarMnis  du  picmicr  urdrc,  \  claiil  une  ronclion  donnée  de 

dx    d)-     <lz  ,  I  ■       ■  1      1-  ,■ 

X,  y,  :;,  t,  -j-i  -;-■.  -7-1  cl  k  une  conslaiile  ailnlraiic;  on  anta  par  la  dil- 
•^  dt     (Il     (il  ' 

fcreiiliation 

^/V  =  o, 

iMinalion  diilcrciiliellc  du  second  (ndre  i|iii  wv  coiilcnaiil  pins  de  con- 
stanlcs  arliilraircs  devra  elle  idcnrK|nc  avec  les  ('ipialions  dillercnlio- 
dill'ciciirKdlcs  proposées;  d'oii  il  s'ensuit  que  si  dans  l'expression  de  dS' 
ou  sul)slilue  à  la  place  des  (lillerenlielles  secondes 

,  dx        ,  dy        ,  dz 

d  -1—  1      il  -h  t      ''  -7-  5 

dl  dt  dt 


leliis  \alciii^  lirees  des  ei|naliinis  doiil  il  s'agit,  cl  ipii  mhiI 


ii£  dt,      -  '-^  dt, 


.//, 


celle  expression  desi'a  devenir  idenlnpieiiieiil  nulle,  en  soile  (|ii'il  l'aiulra 

ipu-  Ions  SCS  Icrincs  se  di'lrni-.ciil  eiilrc  eux,  cl  iinlepeiidainnieiil  de  huile 

,     .  ,  dx    dr    dz 

re  la  lion  cnlie  les  (|  lia  ni  lies  a',  y,  z,  (,   -j-  ■>    ;  1    .    ipii  coni|)oseroiil  (  elle 

i'X|)re>sion  de  '/\  .  |-'.l    la  nii'ine  chose  aura    lien  l'j^aleuieiK  ;i   l'c-i^ard  de 
i  luicunc  des  six  i'(|uatioiis  du  premier  ordre  (|u'ou  aura  Iroiivécs. 

5.   (lela  pose,  si  l'on  \cni  inainleuaiil  avoir  égard  aux  Ibrees  perturha- 
Irices  N  ,  V,  Z,  il  \\\  aura  (pi'ii  cmisiderer  (|ue  l'ellel  de  ces  forces  ciui- 
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sislf  en  ce  que  les  valeurs  des  diirérentiplles  secoiules 


dx        ,  ih 
a 

sont 


.ax         ,  (ly         ,  a: 
dt  dl  dt 


Fx  F)-  Fs 

^dl-  \df,     -  ^dl^Ydt,     -  ^  dt  -  Zdl ; 


si  donc  on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  d\  du  numéro  pré- 
cédent, il  arrivera  nécessairement  que  tous  les  termes  de  cette  expression 
se  détruiront,  à  l'exception  de  ceux  qui  viennent  de  la  substitution  des 

quantités  —Xdl,  —\dt.  —Zdt  à  la  place  de  <^tt'  <^  ^7  '  ^^-  '^" 
uira  donc  dans  ce  cas 

,,-        d\  ^.  ,          d\         ^,          d\          ,, 

d\  =  — j-    —  \dt j-  —\dt j-    —  Zdl  . 

,  dx  ,  dr                       ,  dz 

d  —r-  d  -r-                       d  -=- 

dl  dl                           dl 

Or,  dans  le  cas  où  les  forces  perturbatrices  étaient  nulles,  on  a  eu  V  =  X. 
X-  étant  un  des  éléments  de  l'orbite  iHipli(|ue:  donc,  si  l'on  veut  que 
l'etret  des  forces  perturbatrices  consiste  à  taire  varier  ces  éléments,  il 
n'y  aura  qu'à  regarder  la  quantité  k  comme  variable,  ce  qui  donnera 
d\  =  dk:  donc  on  aura 

,,  /  d\    ,         d\    ..        d\ 

ah 


(a  ^  a  \  7  \  w 

■4^4  '^  )'' 


d'où  l'on  connaîtra  les  variations  de  X-  en  vertu  des  tbrces  X,  V,  Z. 

Et  l'on  aura  des  formules  semblables  pour  les  variations  de  cbacun 
des  six  éléments  de  l'orbite  du  corps  supposé  ellipti(|ue. 

6.  On  voit  par  la  que  les  six  e(]uations  dillerentielle^  du  jiremier  ordre, 
telles  que  V  =  X-,  seront  de  la  même  forme,  soit  cjue  les  forces  perturba- 
trices X,  Y.  Z  soient  nulles  on  non,  la  seule  dilTerence  étant  dans  la  va- 
leur des  quantités  X-  (|ui  sont  constantes  dans  le  premier  cas  et  variables 

dans  le  second;  donc  si  Ton  climine  les  trois  ditlérences  |)remière>  —  ■ 
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T^»  -^.  on  aura  trois  <'quatii)ris  finies  (|ui  seront  encore  de  la  inëiiif  lonm 

dans  les  deux  cas;  d'où  l'on  doit  conclure  que  les  valeurs  finies  de  x,  y, 

,,       ,    ,  ......  ..         dx    dy    dz 

z,  ainsi  que  celles  de  leurs  ditleiences  premières  ^j  ^.  ^»  seront  tou- 
jours exprimées  de  la  même  manière  par  le  temps  t  el  par  les  six  élé- 
ments de  l'orbite,  soit  que  ces  éléments  soient  constants  ou  variables; 
par  conséquent  on  pourra  toujours  regarder  ces  éléments  comme  con- 
stants pendant  tiii  temps  inlinimenl  petit. 

7.  Appli(|Uons  maintenant  cette  théorie  à  la  recbercbe  des  variations 
du  liiand  axe  de  l'orbite  eHipti(|ue.  Pour  cela  il  sullil  de  se  rappeler  que 
si  l'on  noniine  p  le  dciiii-|iaranii'tre  de  l'ellipse,  e  son  excentricité,  r  le 
rayon  vecteur  partant  d'un  des  foyers,  9  l'angle  que  le  rayon  r  fait  avec 
une  ligne  fixe,  et  y.  l'angle  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  fait  avec  la 
inéiiie  ligne,  en  sorte  i|ue  9  —  a  soit  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  le 
grand  axe  de  l'ellipse,  on  aura  par  la  nature  de  l'ellipsi'  rér|iiation 


I -f- ecos(9  —  «) 
de  plus  on  aura  |)ar  les  propriétés  du  mouveiiH'nt  dans  i'cilipse 

oi'  nommant  a  le  demi-axe  on  a.  coiiinie  l'on  sait, 

p  =  a[\  —  e^); 

ainsi  l'on  aura  trois  constantes  a,  e  et  y.  (|u'on  ponria  déterminer  à 
l'aide  des  trois  équations 

I        I  -f-  ecos{9  —  a) 


r  a(i  — e') 

dl 

r  _  esini  9  —  flt) 

rfç  ""  a(i  —  e') 
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l,.i  prcmilif  (li)nii(' 


I      =  e-  cos^  9  —  a\ 


la  si'coinlc  (Idiiiic 

donc,  HJoiilaiil  (•(■^  dciiN  <(|u;ilions  ciisfinlilt',  on  aur;i 


ou  l)i<'ii,  en  (l(''V('lo|)|)anl  les  lerines. 


-y-  a-(\  —  e"-  f 


do 


a-\\  —  e",-  I  - — I- 


[; 


^9 


2rt  I  —  e-, 


c'esl-à-diic,  en  divisaiil  pai'  i  —  é- , 

i  I  dr'^    \        ïu 

a-   I  —  e^       —  —  —-j— 

\  /■-        r*do^ I  r 

mais  par  ia  troisiriiic  ei)uation  on  a 
donc,  snl)slilnan(  celle  valeur,  il  viendra 


l-dl- 


-^  I  =  o; 


don  l'on  lue  cède  e(]nalion  pour  la  delerniinalion  de  <i 
I         r'do'  -+-  f//  '         [ 

Il  ne  s'agit  |)Ims  niainicnaiil  ()ue  de  substituer  ii  la  place  di-/- cl  do 
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leurs  valeurs  en  x,y,  z;  poui'  cela  j'oltseive  (jue  r'-do^  -hc/r"  n'e^l  an  In 
cliose  que  le  carré  du  pelil  es|iace  (|ne  le  corps  |)iircourl  à  clKi(|iif  iii^taiil. 
lequel  carré  expiimé  par  les  iddidutiiiéo  rcctanjjjles  a;,  y,  r  esl,  (•iniiiiic 
l'on  sait,  e/x-  -h(/y-  -hJz-;  «railleurs  (m  a 


iliUH'  ou  aura  riMpialion 


fjx'  -i- y'-h  z''; 


dx^+  dy'-h  dz' 


9.Vdt-  ia 


v/ar»+ j'4-  z' 
lacpielle  étant  c(uupaiée  ii  l'c(pialiou  A       /■,  du  u"  '( ,  donnera 


V  = 


yjx^  +  _>■•'  H-  2= 


dx' +  dr' -\- dz'  ,         i 

9.1' (II-  '     la 


Faisant  donc  variei'  sirn|)leuienl  les  (luaulilés  "^f-,  -^,  '^  dans  l'cMires- 
'  '  (Il     (Il     (Il  ' 

sion  (le  \ ,  on  aura 


d\   _  _    dx  d\_  _  _    dr_         d\  __        dz 

,  dx  ~       Vdi  '  .  dy  "       Vdt  '       ,dz~~  V  dl  ' 

"  TJ7  d^-  d  -,' 
dt                            dt  (Il 


diUH',  sulistiluaut  ces  valeurs  dans  la  lorinule  du  u"  ô,  on  auia 

,    I    _\dx  +  \dy  +Zdz 
2  a  F 


8.    \'oil;i  diuic.  ((unrue  W)\\  xoil,  inii'  l'orunile  l'orl  simple  pour  delei- 
niiner  les  altérations  du  ^rand  a\e  ■>.(i  de  l'cuiiile  (dliplii{ue  d'un  corps 

anime  par  une  force  centrale    ,■  et  dérangé  par  des  l'orces  |ii'rlui'ljalriics 
(jueloonques  X.  Y,  Z. 

Pour  apprKjuer  (  elli'  l'ornuile  :i  la  solutimi  de  la  (pieslion  (|ui  l'ail  rolijcl 
de  ce  Mémoire,  il  est  clair  (pi"il  laul  conunencer  par  deli'i  miner  les  Inrces 
W.  .i 


:>()•) 
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(|ui  iigissenl  sur  cliiKiut!  planète,  laiil  in  vcilii  Ai'  ralliMclidii  du  Soleil 
(|iie  (le  celles  des  autres  planètes. 

Pdur  cela,  soit  S  la  masse  du  Soleil,  T  (('Ile  de  la  |ilaii('li'  dmii  mi 
cliei'clic  le  mouvenienl.  T  ,  T  , ...  les  masses  des  planètes  peilurhalrices; 
on  sait  (|ue  la  planète   1'  sera  attirée  vers  le  Soleil  par  une  l'orée  égale  ;i 

' — , —  ^  /l'Iant  sa  distaïu'e  au  Soleil,  et  (lu'en  vertu  de  cette  l'orce  elle  de- 

,■3  1 

crira  aulour  du  S(deil  la  luéuie  orbite  (jue  si  le  S(deil  était  iiuuudiile.  Ou 
peut  donc  regarder  le  Sideil  comme  fixe  par  rappoi't  à  la  |)lanète  T,  mais 
il  l'aul  alois  tenir  coniple  de  l'acliou  des  planètes  T',  1  .. ..  sui' le  Soleil 
en  transporlanl  l'ellel  de  celte  action  a  la  jilani'te  T  en  sens  contrair'e. 
Ainsi,  nommant  ,r,  v,  ;  les  trois  coordoiuiées  rectangles  de  l'orltite  de  la 
plani'le  T  autour  du  Soleil,  on  aura  d'aliord  F  =  S  +  T  n"  2  ;  ensuite,  si 
l'iMi  mar(iue  pai'  un  trait  les  (luantites  (|ni  se  rapportent  n  la  planète  ï', 
par  deux  traits  celles  (jui  .se  rapportent  à  la  planèti;  T",  etc.;  (lu'entin  on 
dénote  |tar  <^'  la  distance  reeliligne  entre  les  corps  T  et  T',  par  o"  la  dis- 
tance rectiligne  entre  les  corps  T  et  T",  et  ainsi  du  reste,  itn  IrouNcia  : 

T' 

I"  Oue  la  i'orce^  -r.i  avec  la(|nelle  le  corps  T  attire  le  corps  T  suivant 

la  direction  de  la  ligne  o',  produira  ces  trois  forces  suivant  la  diicction 
des  coordonnées  a,  y,  z,  savoir 

T'(x  —  x'j       T'{y  —  x')       T'iz  —  z')_ 

v."  Oue  la  i'orce    -•  avec  huiiudle  la  iilaiièle  1"  attire  le  S(deil  S,  étant 
;■  ■  '  ' 

Iransporlée  en  sens  contraire  ii  la  planète  T,  produira  cik  (uc  ces  trois 

autres  forces  sni\aul  les  méuics  directions,  savoii' 

T'.r'       'VY_       T'y 


On  trou\('ra  de  pareilles  formules  |HMir  les  lorces  résultantes  de  i'at- 
lracti(in  des  anlri's  |danétes  ï",  T ', . . .  ;  et  rassenddani  respectivement 
toutes  ces  dillerentes  forces,  on  aura  les  valeurs  des  t'orces  |)erturliatiices 


i»i:s  M(tvi':Ns  Moii\  i:mi:n  is  i»i;s  i'lanktes.  -Hu 

X.   ^  .  Z  ilr  |:i  |il:ilii'|r  i,  lr.S(lllrl  les  Si  Tdlll  (hilir  ex  |il  illicrs  ;iilisi 

A  l'cuanl  (les  (iiKiiitili'S  /',  /•",  ...  cl  0'.  0' il  rsl  chiir  (iiTuii  mir; 


/•'  =  y/j:''  +  j^-"-4-z'', 


/•"  =  ^x"-  4-  7"'  +  z"% . . . , 


'.).  Si  l'iiii  siilistiliic  iii;iiiilfii;iiil  ers  valeurs  de  .\,  V,  Z  dans  la  ruiimili 
\dx  ^  \ dy-x-Zdz,  il  en  résiiltcia  une  diltércnlicllc  iiitci;raliic  |>ar  ia|i 
port  aux  varial)les  ,r,  y,  z,  cl  dont  l'iiilcgralc  scia 


.r.(îf:±£f  ±h:  -  i)  ^T (-::±Hi±ii:  _  ±)  ^t-( 


„ /.rj:'" -4- _>•/"-<- : 


Noimiiaiil  donc  cctlc  (]iiaiililc  12,  et  sii|i|M)saiil  ijiic  la  (ara{lrri.>rK|iic  <; 
indique  une  dillcrcnliatioii  relative  uni(|uenienl  aux  (|uanlitcs  x,  y,  :■, 
c'est-à-dire  aux  quanlilcs  qui  se  ra[)|)(>rleiil  ii  la  planète  ï.  du  aura 


\r/.r   i    V,/)        ■/.(/:       ,)il- 

pur  couséquenl,  les  alleralions  du  i;iand  axe  -.ui  de  l'driyitc  clliprK|ue  de 
la  planète  T,  produites  par  racliiui  d'aulaul  d'autres  planètes  T,  !' ,  T  — 
(|u'ipn  voudra,  seront  delei minées  pai-  celle  {'(Uinulc  lorl  simple  (7) 

'  ■>.n  '    S  —  t' 

10.  Soient  niaiulcuaul  !>.  >'.  i  . ..  .  les  ui(i\cus  iiiuuNcuunls  des  |)la- 
nl'tes  T,  T',  T' , . . .  auhiur  du  Soleil  duraul  le  Icinps  /,  dii  p(tui  la,  pai'  les 
tiMinules  eiinnues     a  cause  que  les  cxceiiliicilcs  des  plani'Ics  s(Uil   tnri 
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petites)  ex|nimer  les  valeurs  de  r,  x,y,  s  par  des  séries  de  sinus  et  cosi- 
nus de  5  et  de  ses  multiples,  et  pareilleniciit  celles  de  r' ,  .r',  y',  z'  par  de 
semblables  séries  de  sinus  et  cusiiuis  de  î'  l't  de  ses  iiiiilliples;  et  ainsi  du 

l'fste.  Suli>liliiaiil   (liiiic  (('«^  \;ileiiis  (huis  l;i  (piantité  jt-^.'    et  (li'Vclop- 

pant  les  radicaux  'î',  o  , ...  en  séries  de  sinus  et  cosinus,  il  est  clair 
nn'cllp  se  réduira  i»  une  série  <le  termes  do  celle  l'uruic 


Mx  "*'"  ('m6  +  nS'-i-wô" +  ...), 
cos  \  / 


M  claiil  une  (|uantité  ilc|i(iulanl<'  des  élciuenls  des  nihilcs  des  |danèles  T, 
1",  T", ...  et  m,  />,  p, . .  ■  itaiil  i\i-^  uoudii'cs  entiers  positifs,  ou  négatifs, 
ou  zéro. 

Or,  couniic  toutes  les  (|uantites  (|ui  se  rapportent  ii  la  planète  T  sont 
exprimées  par  le  seul  angle  0,  tandis  (jue  celles  qui  se  rapportent  aux 
autres  plani'tes  T',  T", ...  le  sont  par  les  autres  angles  0',  0", . . . ,  il  s'en- 

suit  (|iic.  pour  avoii'  la  ilillrientieile  de  ^-"'-"' ..-,  relative  aux  quantités  qui 

appartiennent  à  la  planète  T,  il  faudra  faire  varier  simplement  l'angle  5, 
en  resardaiit  les  aiitrrs  aiiijli's  0',  0", . . .  comme  constants.  Donc  chaque 

terme  de  la  valeur  de  -.  — tt.  donnera  dans  celle  de  "  .?  et  par  eonsé- 
i{ii('iit  dans  la  valeur  de  c/  -i  iiii  terme  correspondant  de  la  forme 

rt/nMx  ^'"  (  wO  +  wÔ'-f  pù"  ~h  ...](/ 9. 


\  I .  (;(unme  les  varia  lions  des  éléments  des  orbites  des  planètes  ne  dé- 
pendi'Ut  (|ue  des  forces  perturbatrices,  et  sont  par  consécjuent  très-jietites 
de  l'ordre  de  ces  mêmes  forces,  il  est  clair  que,  si  l'on  veut  négliger  les 
(|uanlités  de  l'ordre  des  carrés  et  des  produits  de  ces  forces,  ainsi  qu'on 
l'a  loiijours  prati(|né  dans  les  re(dierclies  des  (léi'ani;ements  des  planètes, 
on  pourra  l'cgardei'  comme  constants  les  éléments  (jui  entrent  dans  les 

(litTéi'cnts  termes  de  la  valeur  de  </  — ;  ainsi  la  (luantilé  M  sera  une  con- 
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shiiilc;  (If  |iliis  iiii  ;uit;i  |i;ir  les  TliriiiiMilcs  coiimis  (il"  1  j 
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ô:6':9":...=ri/-  ,     ;  i ,       ,p-  :  \/      „.     :  ■ . 
V      rt'        V       a'        V      "1 

en  iK'gligx'aiil  T,  T',  T", .  . .  vis-à-v's  de  S.  Doik 

iMi  rmi  |Miiirr;i  icgaidcr  les  (|ii;nitilrs  «,  a',  «", . . .  fomim;  constantes. 

CliiKUir  ItTiiii'  (lr  la  vaiiMir  (le  d       sci'a  donc  (!<■  la  loi'nic 

±,„Mx;;;;[(„..Vi;-"\/l.-0"J"'" 

Inmcl  ('■tant  intrirn''  donnera,  dans  la  valcui'  de  -  --,  le  trrnu- 

'  '  '\  a 

..  Sill    f/  r^  /«'  \    r\ 

w  M  X         1  l  '«  +  »  1  /  -7-  -t-  P  \  /  -v:  +  ■  •  •  ^ 

cos  L\  V  «         '^  V  «  /     J . 

V  rt  '      '^  V  « 

ainsi  l'on  connaîtra  toutes  les  inégalités  qui  peuvent  taire  vaiier  le  grand 
axe  ia  de  l'orbite  de  la  planète  regardée  coinine  (dlipti([iie. 

\±.  On  voit  par  là  (|ue  ces  inégalités  seront  toujours  proportionnelles 
il  des  sinus  ou  cosinus  d'angles,  et  par  conséquent  seront  nécessairenieiil 
pei'iodi(|ues. 

Il  \\\  aurait  (|ne  le  seul  cas  où  l'on  aui'ail 

dans  ieiiiiel   la   valeur  de      -  pùl  coiilenir  des  arcs  de  cercles;  car  alors 
1  > ,/  ' 
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le  Icrinc 

m  M  sin  [  (^  m  --  ,î  y/|l  -  /.  ^  i;,  -4- . . .  j  6  J 

ilc\  itnl  ///  M  j .  ce  (|ni  (lomir  nue  (''(iiiatioii  (|iii  aiininciili'  (■iiiitiinifllrinnit 
avec  Ir  iiiouvciiii'iit  inovcii.  Mais  il  est  i'acilc  de  se  convaiiicic  (|Mr  l'i'  cas 
ne  peut  pas  avdii  lieu  dans  notiv  syslèinc,  oîi  les  valcnis  de  v"'.  \fi  \ 
\a"' , . . .  sont  incoiunicnsurables  entre  elles. 

13.  Kii  général,  si  l'on  a 

6'  =  u.'0,     0"  =  u"0,. . ., 

a.  ij.", . . .  élanl  des  quantités  constantes,  ou  du  moins  regardées  comme 
telles  en  faisant  abstraction  des  forces  perluibatrices,  il  s'ensuit  du  calcul 
précédent  que  toutes  les  variations  du  grand  a.\e  seront  néccssaiicmcnt 
périi)di(|ues,  à  moins  (|ue  l'on  n'ait 

m  ■+-  Il  a'  ~-  pu."  -J-  .  .  .  =  o. 

Doin  ,  lors(|ue  les  nombres  p.',  u." , . . .  sont  incommensurables,  il  est 

impossible  que  cette  équation  ait  lieu,  puisque  les  nombres /«,  u.  p 

doivent  être  entiers;  par  cousé(]uent  il  l'est  aussi  que  le  grand  axe  suit 
sujet  il  une  augmentation  ou  diminution  constante. 

lit  il  est  facile  de  se  convaincre  (jue  cette  conclusion  a  lieu,  en  général, 
(|uel  (|ue  soit  le  nombre  des  corps  T',  T",  ï  , . . .  qui  agissent  sur  la  pla- 
nète T.  et  (luelle  <|m'  soit  la  l'orme  de  leurs  oi'biles.  pouivu  (jue  ces  or- 
bites soient  renfermées  dans  un  espace  tini,  en  sorte  que  leurs  coordon- 
nées rectangles  soient  uniquement  des  fonctions  de  sinus  et  cosinu.^ 
d'angb's. 

14.  lùitin  on  peut  aussi  demoiiti'ci-  |tar  la  (|ue  la  tigure  non  ?splieri(|ue 
de  la  ferre  ne  saurait  altérer  le  mouvemenl  moven  de  la  Lune:    car  en 
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iiiiayiiiaiil,  ainsi  (|iic  Ncwldii  l'a  lait  dans  sa  Tlii'oric  de.  la  pn'cvsstoii  (l< s 
èquinoxes.  {\\\v  les  pai  liciilcs  de  la  Timtc  (jiii  idiiiifiit  i'cxci'S  du  s|)iifruid(* 
sur  lo  iilohc  soient  une:  iniinitc  de  itdilcs  lunes  adliérenles  entre  elles,  et 
(|ui  iDurneiil  en  un  junr  autour  du  ((iilre  de  la  Terre,  il  esl  aisé  de  voir 
(|Ue  l'action  de  toutes  ces  particules  sur  la  l.iine  ne  poiiria  produire  dans 
le  grand  axe  de  son  oritite  eHipli(|ue  (|IU'  des  variations  périodiipies,  à 
cause  (|ue  la  durée  des  révolutions  de  la  I.ane  est  coninie  incoininensu- 
ralile  a\ec  cidie  de  la  rotation  diurne  de  la  Terre. 
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IV.  35 


SIILI  TIONS 

m.  vtt;i.oif> 

PIIOIILKMKS  ir\STl{ON(l>Ili:  SIMIFIIIOr 

l'AU    M-    MOVRN    Dl-S   SKHIKS  (*). 


{ Niiiirciiii.r  ÏMiiiinirrs  fie  l'.-liailéiiiic  royale  tirs  .Sric/itr^  il  li(llc\-l.rllm 
(If  Berlin,  année  177C.) 


1.  Diiiis  un  Mi'iiioii'e  que  j';ii  lu  il  y  ;i  <|ucl(|Ui'  Icuips  à  rct[c  Asseui- 
hlée,  j'ai  donné  une  l'ornuilc  ikuivcIIc  et  t'orl  simple  pour  e\|iiinier  la  ré- 
iliiclioii  il  !'(■( TiprK|ue  ou  eu  i;(''iii''ral  !a  diUercuce  eulre  l'Iiypoleuuse  et 
la  Itase  d'un  li'iani;le  sphéi'i(|ue  if(iani;le  d(Uil  ou  riuinait  l'aui^le  adja- 
e(!nt.  M.  Lanihei'l  nie  dit  alors  ipi'il  a\ail  aussi  trouve,  de  sou  (('île,  une 
pareille  l'oruiule,  et  eut  la  lioiite  de  nie  eoiuiuunupu'r  sa  uu'tluule,  (pie  je 
trouvai  lorl  dilleiciite  de  la  uiiiuue,  .riL;n(U-e  si  M.  I.aiulierl  a  poussé  plus 
loin  sou  Iraxail  sur  ce  siijel,  niais  coninu'  il  u'eu  a  ius(pi';i  présent  rien 
puMif  ■■  .j'ai  (l'u  (pie  le^  (ieoiuétres  ne  me  sauraient  pas  mauvais  i;r('' 
de  leur  l'aire  part  des  reelierelies  ultérieures  (pie  j'ai  eu  oe(asi(Ui  de  l'aire 
depuis  peu  sur  la  même  iiiatiere;  c'est  r(diiet  du  Mémoir'e  suivant,  .l'ex- 
poserai d'.dinril   ma   première  milliiMlc,  cusnite  j'en  donnerai  une  auli'e 

(*)  Lu  en  1774- 

("*)  Cela  était  vrai  lors  (ie  la  lecture  de  ce  Mémoire;  dcjiuis.  M.  Lambert  a  donné  sa  mé- 
thode dans  le  volume  des  Èi>liéinéridrs  pour  1780. 

35. 
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lK'iHii()ii|)  |»lus  .siiii|ilr  |iciui'  ailivcr  ;i  la  roriiuile  dont  il  s';igil,  cl  je  lii- 
clifiai  de  l'clciidrc  ciicorf  à  des  cas  plus  compruiiiés ;  j'en  ferai  de  |)liis 
voir  l'usage  pour  résondi'c  plusieurs  cas  des  triangles  spliéricpies  rcdaii- 
gles  ou  ohliquangles,  ainsi  (|nc  dillcrcnts  Prohli-mes  d'AsIronoinie  sj)!]»'- 
rique  (|ui  eu  dépendent  ;  eidin  je  nioulrerai  couiiueut  on  peu!  appTupn'r 
les  mêmes  principes  it  trouver  i;énéi'alenicnl  la  vaiciii' en  série  d'un  ani^lc 
dont  la  tangente  est  douuee  par  nue  l'onction  ralionnelle  de  sinus  et  de 
cosinus  d'un  autre  angle. 

2.   Si  ar  est  la  base  d'un  triangle  spliériquo  rectangle,  y  l'Iiypoténuse 
et  w  l'angle  compris  entre  les  arcs  x  et  v,  on  a,  par  la  Trigonométrie. 

tangx  =  roso)  lang  k; 
et  la  formule  (pie  j'ai  lrou\('e  dans  le  Mémoire  cité  est  c(dle-ci 


x=  }•—  tang- —  sni3.)H —  tang'—  sm/j.)' —  ^  lang'  —  sni(>^ '  +  .  .  .  . 


De  sorte  (|ue  la  dillerence  entre  les  arcs  -r,  v  se  tiouve  exprimée  par  une 
suite  de  sinus  d'angles  multiples  de  2/  et  a\ant  pour  coellicienls  les 
i)nissances  du  carré  de  la  tany-ente  de  la  moitié  de  l'angle  oj,  divisées  en- 

I  o  D  ' 

core  par  les  nombres  naturels  j,  2,  '),....  ce  qui  rend  cette  série  fort 
convergente  lors(pie  l'angle  oj  est  moindi'e  (pie  ()()  degrés. 


li.  N'oici  la  maiiii're  dont  je  suis  arrive  d'ahord  a  cette  formule. 
Hegariiant  .t' et  >'  comme  variables,  et  ',j  comme  constante,  on  trouve 

. diangx     _      coswrflangK     cos&)clf)' 

~  I  -1-  tang'x  ~  I  ~  cos'w  tang-j  ~  cos'j'-t-  cos^ji  sin-,v 


2  cos'o  il  y 


1  -h  cos'w  -4-  sin='.)  cos?._^- 


COS'.) 
■+-  COS-'.) 


(/)• 


or  il  est  (L'iinuiiic  (iiie  lonle  fraclion  de  la  f(U-me se  réduit  en 

'  I  -h  mcoso 


1>\S  lUONdMIK  SI'III'.IUOI  K. 


mil'  si'i'if.  Ii'llr  (|i 


(,  I  —  ?.  n  cos  9  -+-  ?.  m'  cos  2  o  —  ?.  n"  r os  3  9  h-  .  . .  ), 

\/i  —  m' 


n  rtiinl   = 


I  —  y'i  —  m' 


^.    ,    ...        ,                       sin-M           I  — cos'o) 
Siihstiliiiinl  noiir  w, -,--  = ;— »  on  trouve 

'  I  -t-  COS'O)  I  -4-  COS'e.) 


y/i  —  m- 


2COS0> 

I  -*-  cos'o 


donc 


(1  —  cos  6))'  I  —  COSC.)  i  ,w 

«  =  ^  — r-, = ~ =  lang'  —  » 

sinv,)  I  -t-  cosoi  ,  w  9. 

cos'  — 


cl  l;i  Irai  lion 
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I  ■+-  cos'w  sin'o) 

I  H — -  COS  ?.  r 

I  +  COS'ù) 


s»'  r(''<liiil  |)ar  coiiscijut'iil  en  celtt'  sério 

laiig'  —  C0S2  K  -f-  lang*  -  -  cos4^'  —  tang'  —  cosb  )•  -t- . . . , 

hu|iit'IIc  ('lanl  niiilliiilicc  pai'  ■.>.(/}■  et  cMsiiilt'  inlcgrci' (Imiiicia  la  \alcii 
(ic  .1',  savoir 

j:=  )■—  lang'  —  sin?.j  h —  tang'  -  sin4/  — •  •  •, 
cnnunc  ci-dessus.   . 


ï.    \iivons  uiaiiilciiaiil  ininuicnl  ou  |icul  li'(uivci'  la  nH-nic  chose  |)lu> 
~ini|ilcnicril  cl  pins  diicclcinciil . 
I,'ci|ualiiui  |iro|)oscc 

lungx  -  -  coso)  tangj- 
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donne,  iwi   fiupluyaiil    les  cxprcssidiis  ('\|iiiii('Mliillcs   iiiKi^iiiiiircs  di's 

tangentes,  (•cllc-ci 


ou  bien 


— -= ^  =  CCS  w  — p. := 

g2z^i  _  ,                 e'^\  -•  —  I 
■= =;  cose.) = -, 


(r<iii  l'ipii  liic  siii-l(-(li;ini|i 

,„  /— e'-'V-'  -4-  1  H-  cosco(e=-^v'-i  —  ij (  i  -(-  cosw)eVv/-'  +ii  —  cosoj; 

e-r\->  -f-  i  _  coso)'^e=''v'-'  —  i  j       (i  _  cos&))  e'-^V-'  -4-  (  i  -+-  cosco  ) 


lang^ 


ilonc,  (léïKiliinl  |miiii-  |)Iu>  de  sini()li(ilc  laiig-  —  piir  0,  on  ;iiii 


o2x\/-l 


«■(jiiation  (|u'(»n  peut  aussi  nieltie  sous  celle  Idiiiie 

e-'v-<  =  e'^v-< ; 

I  -t-  SeVv^ 

d'où,  en  prenant  les  loi;ai'ithnies  et  divisant  ensuite  |)ai'  ■>■%  —  i  ,  on 
log(i -H  ôe-'-'V^)  —  log(i  +  ôe'-^v'") 


V- 


Or-  (in  sait  (im 


II-         u' 

oir  !-(-«==« h  — 

2  3 


donc,  réduisant  en  série  les  deux  loj>aritlimes  de  l'é(|natirni  préeédentc 


I)   \SI  noNOMIK  SI'lIKItlOIiR. 

ri  siil)stilii:inl  nisiiili'  ii  l;i  [ilacr  dis  cNiiirssidns  i'\|)(iiiciitii'lli'v 
iiiiircs  les  simis  i|ui  \  icpdiiilciil,  i»ii  aura 


=-  )■  —  5sin?.v-  H siii/i)'-    ^-  sin6)- -h  . .  . 


5.    Pdiir  gciK'ralisci',  s'il  csl  possihlc,   la  rnnniilr   iiicicdcnlr 

(Icrmis  rc(|narKiii 

lang.r  =i  m  tarif;.)'; 

iiii  {iar\  iriiilra,  par  la  hm'IIidiIc  iIii  iniiiK'rd  iiicci'ilriil.  a  rri|iiarn 


■11 U 

lliiayi- 


'I.  l'aisaiil  l'iisuitc.  pour  plus  iIc  siiiiplicili'. 


il'iiii  l'on  liicra  pour  a:  la  iiirinc  cxpicssioii  ipic  ci-dessus. 

().    Supposons  uiaiiilciiaiit 

cosw 
m  = ) 

coso 

on  sorte  que  l'LVjualiou  ;i  rcsouilii'  S(jil 


ou   lili-II 


)U  aura,  dans  ce  cas. 


cosw  langv 
taiig^r 2i  , 

coso 


coso  tangx  =  cosw  lanc)-; 


coso  —  cosw 


.       '<)  -4-  CB      .      6)  —  o 

sm bin - 


coso  -*-  cosw              w  -f-  »        w  —  o 
ces -■  cos 
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c'esl-ii-ilire 

&>  -(-  o           &)  —  o 
6  =  tang lang ^j 

«'I  r<'\prt'ssi(iii  (le  ,r  en  >' stTii.  ciiiiiiih'  ci-ilcssus. 


X  =  r  —  6sin2j  H sin4,>'—  -5^  sinbj-i- 


7.  Si  l'on  voulait  avoir  l'expression  de  j  •'H  -^^  il  fst  clair  ([u'il  ii'v 
Mirait  (ju'à  changer  a-  en  y,  0  en  w  et  réci[)ro(|uement;  or  par  ces  ciian- 
;eni('iits  il  est  visible  (|ue  la  valeur  de  0  ne  fera  (|ue  clianiicr  de  siiiiic; 
linsi.  conservant  la  même  valeur  de  0  (juc  ci-devant,  on  aura 

v  =  x  -t-  &sni2x  H smi^i'  +  ■:?-  smb.r  -^ . . . . 

■'  2  3 

Donc,  en  combinant  les  deux  l'ormules,  on  aura 


r  — ^■r=6sm2r —  —  sindr-f-  ^smor  — 
2  •         3  • 

=:  6  sin2j:  H sm4'^  -•-  -5-  sinbj-  -- 


8.   Si  Ton  fait 

9  =  90°  —  &), 

de  nianieif  que  réijuation  soit 

siii'o  lang*-  =:  COS6J  tang>-, 

ou  bien 

tang.i- 


tang  a:: 


langw 


9  ~  lang 45"  lang  m  —  45"), 

c'esl-à-dirc 

6  =:  tang(&)  —  45"); 
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et  si   Ton  iiK'l   ()()"'        '.I  il  l;i  [ihicc  de  '-i  |i(iii|-  ;i\iiir  ri'(|M;ili(>ii 

liirifi.r        Uni;;'.!  Uni;;»-, 

on  iiiini 

6  —  lang(45"  — m). 

!>.    Si    \\\\\   clKilliiC   les  :m^lcs  -.    cl    '„  en   IriMs  coiiiiiliMIlcnls  ()(>"  —  'f, 
()()"-    ',).  (le  Mille  i|ilc  Td!!  ;iil   l'cii  iialinti 

slii'v  laiii;.r       sIiim  tan;,'  )•, 


(II!  ;uir:i  iiiiir: 


0       la.ig  ^yo" ^  j  lang  ^-^  , 


o  —  &) 

tang-!-- — 


tang- 


10.    Si  l'iiii  avait  dans  les  t'iiriinilcs  du  n"  5 


tarifa  f,i 

m  —  7 

laiig9 


siii'lc  (iiif  r('(|iialiiin  liil  de  la  rnnnc 


Il  alliail 


lantio  -    lan«f.) 


cf  (|iii  se  irdiiil  ;i 


lang9  +  lango) 
sin(o  —  m) 


sinfç  -+-  w) 
\-A  si  l'iiii  a\ail  l"ci|naliiiii 

tan  g  a-  :::-  laiig'y  tanfjf.)  laiig>', 

il  ii'v  aiirail  i\\\':\  iiictli'e  <)<)"  — y  ;i  la  [ilacc  de  -,  dans  rr\|iri'ssi(iii  [in'cr- 
l\.  M, 


■iH-2  s(H.UTio\s  ni:  ori:L(ji :i:s  imuuji.kmi.s 

ili'iilc  ilf  ^,  ff  <\m  l;i  ii'iliiiiail  ;i 

g_    005(9-^1») 

rosio  —  ',)) 
Si  l'on  ;i\;iil  ciiliii  rc(|ii;ilii)ii 

tangjr  -  tnn{,'-'.i  tmij;)-, 
il  n'y  ;iin;iil  (jn'ii  t'nii'c  ->  =  oj,  ce  (jni  (liiiiiicr;iil 

5  —  cos9.f.). 

II.  On  iiiiiM  (Idiic  (hiiis  tous  CCS  (IIS  hi  \iilciir  t\i-  .r  en  v.  (M1  de  v  en  ,x  , 
par  les  l'oi-niules  des  ii"^  (i  et  7,  et  il  est  visible  (|iie  pourvu  (|ue  0  ne  soit 
pas  plus  i^raiidc  (|ue  l'unité,  la  série,  tant  pour  .r  que  pour  v,  sera  néces- 
saircinenl  toujours  convcriicnle.  |»arcc  (|uc  les  sinus  ne  peiivcnl  janniis 
surpasser  l'unité.  , 

I  2.    Nous  n'avons  c  In-rchc  JMS(|u'iei  (|uc  la  \alcur  de  Tare   r.  mais  on  * 
peut  avoii' aussi  avec  la  nn'Uic  facilité  celles  des  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples on  sons-multiples  (|U(dc()n<|ues  du  même  arc. 

Je  re|)reiids  pour  cela  re(|uatiou  du  u"  5 


e"\^: 


■I  I  eievaiil  a  la  puissaïK'c  u..  j  ai 


.•.:"^/- 


evV-<  -\-0  Y 


et  ciiiiiiiii'  le  radical  \  ~  i    peut  avoir  indillereiiimeiit   le  sii^nc    -    et 
(Ui  aura  ilc  uii'Uie 


g-SMV  • 
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III   ir  lire  lo  (li'IIX   liinillllrs 


sin?.  p.a:_  

2  ^—  I 

/  e'f^-'  -4-  0  \''       /  e-  '-'v'- 


Y0e»/\/-'  +  iy         \  Qe-vv'-'H- I 


(II!  il  ne  s';ii;il  |ilii>  (|iic  tlf  ilcv  cIoiiiht  les  Iriiiics,  cl  d'y  cliMii^ri-  ciimiiIc 
les  i'\|piiiiciirK'lli's  iin;ii;iM;iin'^  en  sinus  mi  (((simis  d'iiiii^lcs. 

i;{.    l'iiiir  \  |i;ii\cnii' ;i\('i-  Imili'  l;i  i:('iicr;ilil('  [lussililc  ((iiisiilcioiis  i;i 
(|ii;iiilili' 

\6u  -{-  I  y 


et  \n\(iris  ((hmiiicmI  clli'  |i('iil  se  (lcv('l(i|)|)('r  en  iiiic  série  de  I;i  fiuiiic 
A  -t-  H  //  -t-  (  ;  II'  +  \)ii'  +  li  II'  ■+-  F  «  -f- . . . . 

Je  mels  l;i  tViielimi x—  sous  celle  rnniic  0 -^ ^ — ?    ciisnile  ic 

I  H-  5  M  I  +  6  K  ' 

ile\clii|i|>e  la  |miss;iiU'<i  a  de  ce  liinoiiie,  j'aiiriii 

'^  i  +  0«  a  (i-\-6u)-  a.  3  (i-f-6M)' 

.If  (U''veln|i|)e  iii:iiiilcii;iMl  les  puissjinccs  du  l)iiionic   i  -^  î//  (|ui  suiil 
;iu  (lénouiiiialcuf.  e|  ordumiaul  les  leniics  par  ra|)[)()i'l  à  ii,  je  liouve 

36. 


2Sk 
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2.3.4 

2.3.4  2.3.4.5 


cl  ainsi  (le  suite. 

De  SDilc  ([iif,  si   l'on   iioiiiiMc,  en  i^ciicr;)! ,  M   le  coclliciciil  du   Iciiiic 
Mu'",  mi  aiii'a 

±M  =  |U.ô;'+"'-^(i  — 6')  —  [m  —  I)  ^"  '  ^-  ~  '    gi-H— ';,  _  g^ ,: 


(m  —  i)(ni  —  2 )  p. ( (;/  —  I   ^ p.  —  2 ) 


2.3 


9i'+"-«ii  —  5= 


le  si^iic  supérieur  claiil  pour  le  cas  où  ni  est  iinpaii'el  rinl'eiieuf  pour 
relui  où  m  esl  |)air. 

15.    .\\ant  aiusi  trouve  les  coellieieuls  A,  15,  C il  u'\  aura  pi u>  qu'il 

uietlre  sueecssiveiueut  r'-''^^'  cl  t  '-'^  '  ;i  la  place  de  //  poui'  avoir  les 
valeurs  (les  puissances  dont  la  dili'crencc  ou  la  s(uuuie  loriueut  les  v.i- 
leurs  de  sin^'j.a:  cl  de  cosaa.r;  cl  l'on  aura,  après  les  rediu  lions. 

sin  2a.r  ^:;  li  sin  ar  -+-  C  siu  2  7.  >■  +  I)  sin  3y.)'  +  .  . . , 
coS2_ux  =3  A  H-  B  cos'j.y  -+-  C  ros2 y.  v-  -+-  I)  cos 3 y.j-  -(-.... 

l.T.    Doue,  si  a=  I,  ou  aura 


sin2arr=   i  —  0'  ;^sin  »■  —  0  siii2)- -^  9''sin3v— 0' sin4.v ■  +  ■ . .], 
cos2.r  =  5-1-   1  —  0'   f  cos»'  —  0  cos2r-t-  O'cos3)-  —  5'  cos4j"  +  . 
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Si  ij.  =  9.,  (III  ;iiiiM 

s[a/\x  --    I  —  6')  [25sin2/+  (i  —  39=)  sin4/—  9(2  —  4^'  sin(j)- 

-t-  9':  3  —  59')sin8j— 0'(4  — 69')sinio>-t-.  . .], 
(■os4-2'=  9'  +  (I  —  9')[?.9cos2j  +  :  I  —  39')  cos4.r—  9(2  —  4^'   cosCu 

+  0=!3  —  59=1  cosS)-—  9M4  — '>^"   rosiov  -f-. .  .J, 

cl  ;iiiisi  ilii  icsic. 

1(1.  \|i|iri(|lliills  IIKilllIclianl  les  l'oi  iiillli'>  (|lli'  li(iu>  \cliniis  (le  Iiimimt 
à  lii  Tiiguiiomiii'ic  splicriiiiic.  cl  couskIci'oiis  d'ahiiiil  les  cas  ilcs  liiaii- 
i^lcs  s|)licri(|iics  icclaiigics  (|iii  peuvent  s'y  ra|ipurlci'. 

Siiil  iloiic  lin  liiani^lc  s|ilicii(|iic  rcclaiii^lc  (Imit  l'Iix  |)iileiiiisc  >(mI  a. 
les  deux  cotes  h,  c,  et  les  ani;les  opposés  à  ces  côtes  p,  y;  si  l'on  examine 
toutes  les  analoi>ics  connues  pour  ces  sortes  de  tiiani;les,  on  ne  lrou\eia 
(pic  lc>  trois  suivantes  (|iii  rcnrcriiii'iil  des  taiiiicnles  : 

I"  tangi  -  cosy  tangrt, 

2"  laiif^c       siii  h  laiig/, 

.        col  y       lansriQo"  —  y) 
cosrt  rosrt 

17.    (  .oinpaiant  doni'  ces  e(|Uatious  avec  celles  des  n'"  (>  cl  !),  on  aura 

d'ahoid 

x  =  l),      >■  -    «,      '•y:=y,     ç  —  o; 

<lono 

9  =  lang-  -    =  lang'-; 

donc  (7j 

1  ,'/       ■  '  1       ■       r  '  ■/       ■         • 

a  —  U       lang- -  sin'2« ta!ig'isni4"+    ;^  lang'      siii(>^(— ... 

—  tang'-  sina/i  n —  lang'  -  siiii''  +  ^lang-  sinl)/>  +  . . . . 

2  a  "2  32 


On   a   diMic    pal'  ces   t'ni'innles   la    dilleriMirc  ciilrc    rii\poleniivc    cl    nii 
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ilfs  cùlcs  cxpi-iiiicf  |i;ir  tiiic  miiIc  dr  sinus  iniilli[il('s  du  ddiilili'  de  Tlix  po- 
Iniiisc  iin'ilic  lUi  du  lolr;  cl  il  rs|  \i>ildc  (|iii'  icllf  snilc  si  r;i  Idiijiitiis 
(•(iiivi'rm'Mlt',  parce  (|iic  l;i   |dii^  iii;iiidc  v:dcnr  de  y  (''laiil  ()(>  dei^res.   I;i 

plus  i;r:iiid c  \;dc III'  (!<■   taiii;'  -  sei-i  i  .  Ces  rurmiiles  S(iii(  dmic.  ciiiiiiiic  \'ni\ 

viiil,  Iri'S-rommodcs  pour  liduvcr  la  rcduclinii  des  planètes  a  Teilip- 
licpie.  en  prenant  y  punr  riiudinaisun.  mi  liieii  la  dillercnce  entre  la  Imi- 
i^ilndc  cl  rascciisiiin  dniite  du  Sideil  en  picnaiit  y  |)iiiir  rdldiipiile  de 
r<'(  lipti(|lle. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  aura 

y  =  9.3"  ?8'  environ  ; 
donc 

y  y  y 

lang-  -  =  0,004  3i3  -,     tane'  -  :=  Ojooo  ibd  i,     lan^'  -  —  0,000 008 o3, .  . . , 
7.  '  ■?  ■?. 

d'où  Ton  peut  juiii'i'  de  revtreine  cdiixcigcnce  de  la  sf'i'ie. 

IS.    La  seconde  ecpiation.   étant  coinpaiée  avec  la  lonnnie  <ln   n"  9, 

donnera 

x  =^  c,     y-^y,      o  z=  c)o",      r,-,  =r  b  ; 

doue 

lang 

a  — 

et  de  l;i  on  aura    1 ,  les  lonnules 

y  —  c  =  lang'  I  ^j" sin  a  y tang'  (  ;|5" 1  siii4y  -t-  t:  tang'- 1  45" snidy  —  .  .  . 

-  lang-  (  45"  —  -  I  sin  ?r  —  -  tang'  (45"—  -  ]  sin4''  +  0  '•'"P'^  (45"—  -  )  sinlic-r  — 

par  lesipielles  un  poill'la  tl'iilixcr  la  dilleieiice  entre  nn  alliile  et  le  c(')te 
o|)pose  exprimée  jiar  nue  suite  de  sinus  d'angles  inulliples  du  doiilile  ih 


i»\sriu)N(»\ii  i:  >i'iii;iiioiM-; 
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r:iiiL;lc  on  (In  colc;  et  ces  siiilcs  snoiil  liiiijoiii>  ;iiissi  lonvrijifiilcs,  piircf 

(|nr  l.mii  (  V'>"       ^)   '"'  I"'"'  ,i:"ii:ii'^  "'l''''         '.  '■ml   M'"'  ''  '""'   |"'-''i'   "'' 
-     I  «So  ilcj^rt-s. 

I!(.     I,;i    Iniisii'ini'    ('(llKlliiill .    cliint    ru|ii|iani'    ilr    llimir   ;iVc'r    n-llr    (lu 
11"  (),    (IdlIlKMM 


(loue 


donc  (7) 


j-  ~  i,     y    -  90"  —  y,     9  -  a,     m  —  o  : 


6  —  -  lang=  -  ; 


a    .  I  ,  rt    .    /  '  "    •    /■ 

[3  +  y  —  <)o"=  tang=  -  sm  ■?'/  —  -  Uuif;'  -  sm  p/  -(-  j  ia'>n'  -  smOy  — . . . 

=  tarig'  -  SI  11^  ji  -    -  lan^'  -  sin4,i-(-  -  laiii;"  -  sin(>^  — . .  ., 


et  \''>{\  |ii)uii:i  i'iiirc  sur  ces  ror'iniilcs  des  rt'iiiarciuos  aualoi^ucs  a  it'llc: 
(in'du  a  laites  sur  les  prcccdcnics. 


•20.  ('.onsidcrdns  ;i  prcsciil  les  lriani;lcs  s|ilicri(|iics  idilKiiiaii^lcs,  cl 
NdVdiis  (in(ds  sont  les  cas  aii\(|ii(ds  nos  torninics  |)cn\cnl  clic  a|)|di- 
caMcs. 

CiHiinic  la  iiicIIkhIc  ordinaire  de  résoudre  ces  lriaiif;les  consisle  a  les 
|)arlai>('r  en  deux  lriaii;;les  reclani;lcs  par  rahaisseiiienl  d'mie  |)er|ien- 
(liciilaire  iruu  des  angles  sur  le  cole  oppose,  et  ii  ealcnler  eiisnilc  a  pari 
les  seiiiiietlts  de  Panifie  on  du  colc  coupe  par  la  |)eipeii(iiciilairc.  il  est 
(dair  (pie  les  aiialoi^ies  (pii  scrvciil  coinniniieiiienl  ii  la  rcs(dnlion  de  ces 
triaiij^les  ne  peuvent  se  ra|)porlei-  a  nos  rorinules.  Mais  il  y  a  d'antres  aiia- 
lo:;ies  moins  c(Uinucs  cl  (pii  soni  L;enerales  pour  des  triaiiiiles  (|n(d(  (iii- 
(pic--;  on  les  noniinc /c.v  r//u//(;i,'YV'.v  r/r  AVy«7'.  (pii  en  est  TiiiN  eiilcur,  cl  (dics 
se  réduisent  aux  cipialion-  suivantes,  dans  lcs(|iicllcs  d.  //,  <■  deiiolcnl  le^ 
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liois  (ùto  il'iiii  lii:iiii;lr  >|ilirri(|iii'  (|ii(lr(iii(|iic,  cl  y.  ,'i,  y  li's  ;ingli's  i|ui 
It'iii'  >(Uil  ri's|ic(  livciiiciil  n|i|Misi'.s  : 


a    .      t  —  c 

col  -  sin 

p  —  y  2  2 

tang  - — t-  = -. : 

"2                  .     b  -h  c 
sin 


«         b  — 

,  cot-cos 

?>^7  _        a  2 

2                         b  -\-  c 
cos 


b  —  c  "2  a 

tans =  - 


sin - 


a        p  —  y 
,  lang  -  cos 

4"  tane —  -z : 

'^        2                                 p  H-  7 
COS ~- 


iToii  l'iiii  (li'duil  ciicdrc  ccltr  ciiKiuii'mc 

_                            \j  —  y          b  -^  c              i>  +  y          b  —  c 
5°  tang  ~ tang  — -_ —  ==  tang '-  lang 

Coimne  ces  équations  renferinenl  toutes  des  tangentes,  elles  |icnvciil 
être  traitées  par  notre  méthode,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

21.   La  première  des  é(|uations  précédentes  él;inl  cunipaiéc  ;i  celli'  Aw 
m"  9.  on  aura 


b  -i-  c  b  —  c  _p  —  y  __       X 


lang- 

y 

tang  - 


Il  \S  IHONdMII.  >l'lli;iil(Jl  !•:. 
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.•t  d.'  là  (7j 

<■ 

lailg   ;  /     Ulllt 

h(}0"=; j  biliz  + 


Uinf; 


lang  -  "  \  liiiif;  '  /  \  laiiK  -  / 


'l'I.    La  seconde  élaiit  i(iin|)ai-ee  de  iiieme  a  cidle  du  ii"  (i,  on  aura  les 
iiH'iiies  \aleui>  de  o,  oj,  Y  (lue  ei-dessii>,  mais  celle  de  j"  sera  '    —-;  on 

.  .  I  2 

aura  donc  dans  ce  cas 

.  c  b 

6=  —  laiig     laiig  -  -, 


■/  -f-   =£  +   ^ 


90"-     taiig 


It  c     .  I   /  h  c  \' 

aiig-   Uing-sni3£—      I  Unig     lang-j 


-       SUI  -'2 


-t- -    I  lang- lang_^  I  siii3a— .... 

lang-   taiig- sin   p  +  y; —    I  lang-^  laiig- j  sinaip-f-y) 


+  ^  (laiig-^  ^""'f^s)  s'"3-;i  +  y 


y)-- 


23.  La  Iroisième  cl  la  ([uatiii'nie  (Mjiiation  donneront  des  t'oiinnles 
analogues  aux  |)récé(lenle>  en  y  (lianiieant  seulemenl  ,>  en  /^  •/ en  c  et 
y.  i'U  180"  — f/.  Ainsi  l'on  aura,  en  |)i(iiiier  lieu, 


c  +  a—  h 


lang 


lang  ' 


tang- 


'lang^Y 

^    j  sin3« 

lang  §  / 


in  l) 


sin  i>—  c  -I- 


tan^ 
IV. 


/  lang  (- 


lang 'A' 
in-.>  />—<•)  +  -(       — ^^    jsin3(/>  — t) 
lang  '-  / 


S: 
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2i.    Imi  si'cniid  lieu,  on  ;nira 

f  -t-  />  —  rt  3         7   .  I  /        (3         y  \  "  . 

— :-  laiiL'  -  laiif,'  -  sni((  ■    -    i:ing  -  tanc  -     sin7.« 

2  7.       ^  ?.  2  \         2       "  2  y 

-I-  =  (  tang-  tani,'^     sinJ«+... 


:ans  -  lang  -  siti  i/;   >  c  :  —  -  (  laiiu  -  lanj;  -  I  siiia  b 


-l)- 


-+-  ^  (  lanc  -  laiif<  ^  ]  sin  3  (  />  +  f  )  — . . 

3  \    ■-  2       -...y 


25.    lùitlii  la  ciiKiuif'mc  ('(jualKui  du  ii"  20,  ('taiil  cmiiitarcc  ;i  ci'llr  du 
II"  10,  doniieia 


•?-7 


donc 


—  5        X-:=  — 


siii  3 


/>- 


3    A  -  r    -+-... 


cl  |iar  coiisci|iicnt 

siny     .      ,  I  /siMv\-  .       ,,  ,        i  /sinv\'  . 

sm,3  2  \sin3/  3  Vsinji/ 

siny    .      ,  I  /sinvi-   .         ,  >        '  /sinyX'  .    ,   , 

—  ^—~  s\n\o  -h  c) -^— 4r     sin  T  ;  t>  -f-  c  )  -f-  TT    -.~     siii  3 ,  A  -f-  c   —  . .  . . 

sin3  9.  \sin|j/  3  \s;in;i/ 

On  peut  aussi  comparci-  d'une  anii'c  manii'ic  la  inciuc  tMUiation  avec 
cidlc  (In  nnnici'o  cité,  en  faisant 

_6  +  c'  />  —  f  _p  —  y  ._  t^  +  y 


ce  (|iii  iloniicra 

cl  Ai-  la  |tar  le  n"  7 
sine    . 


sin  I) 


y  =  -^-r  sni  ( ,J  +  y   -  -    - .    ,-     sni  ?.(  3  +  y  i  -t-  -{    .--j     shi  3  ;  ^  +  y   — 
'       sin/>         '        '         '.>  \.snifo/  '^      '         3  \sinoy  ' 

I  /  sinc\ ^  .       ,  o  I  /sinc\  '  .    _    , 

-    -—y     sni  2(3—-/)+-    -T-r     SU)  3 1  ;3  —  y  ■  -♦-  . 


sine    .      , 
-T— r  sni   3  —  y 
sin/>  ' 
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•i(i.    Les  |il('lniiTcs   l(illilllli'>   <lcs  II'"  21  cl  22  iloiiiirill,  |kii    I^Hldilinii 

la  sniislrMctum,  CCS  (lcii\-ii.   dans  lcsi|iicllcs  an   lien   de  .    j  cens 

lanj;  - 


cul  -, 


/          /'              /' \           c    .             I  /            h  ,  /'\  ,<•    . 

y  —  I  Uing  — h  col-  I  iiiiig  -  SIII3:  —  -  I  taiig- cul-  -  1  lang-  -  sur-' 2 

'  /         ,  ''  ,  ''  \  ,  «^^    •    -, 

-t-  -    laiig'  — h  cul'  -     Umg'  -  siii  .1  z        .  . , 
3  V       "   ?.  ■...  j        "  n 

(3=:ibo"—  5;  -+-  (lang (  ul  -    taiig  -  sina (lang'-  -+-  coi-  -  j  lang--sin3.a 

-H  -  (  lang'  -_ col'  -  J  lang'  -  sin  ix—.... 

Va  de  inciiic  les  preiiiii'i'cs  t'ui-niiilcs  des  n'"  23  cl  2'r  duiiiieruiil 

c=  (  lans-  -f-  col-  \  lang-  sina       -  (  lang=  -  —  col'  -  \  lang- ^  sin  ?.« 

-f-  -  (  lang'  -  -f-  cor  -  ]  lang'  ^  sin  3«  +  .  . . 
A  =  a  -t-  (  lang  ^  —  col  -  \  lang  -  sin  a  +  -  (  lang'  -  4-  col=  -  \  lang-  -  sin  2  a 

\  "   2  2    /  °   T  2    \  2  2    /  2 

'  /  ,  15  ,  fi  \  7     .     o 

-i-  -  (  lang'  -  —  col'-     lang'-  sin 3a  4- . . . . 
ô  \       ^  ■?.  2  /  2 

Ainsi  Idisiiii'uii  curinail,  ilaii>  un  liiaiii^le  s|dieii(|iie  i|iielcuii(|iic.  dcn\ 
colés  ^,  c  et  l'angle  a  cuinpiis  cuire  ces  eûtes,  un  [xmria,  |iar  les  deux 
premières  funnulos,  trouver  les  deux  antres  aiiiiles  ':;  et  -j  n|p|iiises  aux 
côtés  l>  cl  r,  et  ces  rurnmles  seruiil  (l'anlaiit  [dus  ennveiiieiile>  (|iie  le 
côté  c  sera  pins  [letit  cl  (|iii'  le  ente  h  sera  plus  pri'S  de  90  degrés. 

Pareillement,  si  l'un  cuiiiiail  un  cùte  a  et  les  deux  angles  .'i.  ■/  adja- 
cents il  ce  côlé,  on  aura  par  les  deux  dernières  l'urmuies  les  deux  antres 
côtés  h  v\  c  opposés  aux  angles  |3  et  y;  et  ces  formules  seront  d'aulanl 
|)lus  convergentes  (|ne  l'angle  y  sei'a  plus  petit  et  (|ue  l'autre  angle  ,3 
sera  plus  pivs  de  <)()  degi'és. 

37. 
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27.  Si  l'on  iin;iL;iiic  iinc  le  |hiIi'  de  ri'ijiKilciir,  cfliii  de  r(''(li|iliiiiir  cl 
le  lieu  d'iiii  iisli't'  (|iu'l{iiii(|ii('  soient  joints  par  trois  arcs  de  grands  cer- 
cles, ei  (lu'on  dénote  |»;ii  '•  l'arc  (|ni  joint  les  denx  pôles,  par  a  l'arc  (jui 
joinl  le  lieu  de  l'astre  et  le  pôle  de  re(piateiir,  el  par  /^  l'arc  ([ni  joint  le 
lien  de  l'astre  et  le  pùle  de  récli|di(|ne,  il  est  clair  cpi'on  anra  un  triangle 
spliéri(|ne  dont  les  trois  cotes  seront  a,  h,  c,  el  il  est  visihie  ([ue  le  coté  c 
sera  égal  ;i  l'oliliiiuité  de  réclipli(|iie,  (pie  li'  cùti'  a  sera  le  coinplenienl 
a  ç)o  degrés  de  la  déclinaison  de  l'astre,  et  (pie  le  coté  h  sera  le  complé- 
ment à  ()()  degrés  de  la  latitude  de  l'astre.  Ensuite,  si  l'on  nonnue,  comme 
plus  haut,  c/.,  jî,  y  les  au^les  ri'speclivemenl  opposes  aux  cotés  a,  i>,  c,  il 
n'est  pas  dilHcile  de  voir  (pie  l'angle  y  sera  l'angle  de  position  de  l'astre, 
(|ue  l'angle  a  sera  le  complément  à  90  degrés  de  la  longitude  de  l'astre, 
el  ipie  l'angle  [li  ser'a  l'ascension  droile  de  l'astre  augmentée  de  qo  degrés. 

Soit  donc  un  astre  d(tnt  la  longilndt;  soit  L,  la  latitude  /.,  l'ascension 
di'oite  D,  la  déclinaison  '7,  son  angle  de  position/?,  on  anra 

a  r=  ()o"  —  0,     6  =  i)o"  —  1,     y.^^  1)0"  —  L,     jS  ^  yo"  -1-  D,     y  =  p, 

el  nommant  r  l'ohrKiuile  de  re(  lipliipu',  les  deux  |»remières  l'ormules 
(lu  n"  26,  il  cause  de 

laiig- =  lani;  (i '»"—;- )'      'ol       -  taiiy  (  45" -1-  -  j? 

douneroiil 


p  -         lanj;  (4'>    -^  :;  )  ^"  '""p  (4^'  ^  :;  )     ^•"'^~  cosl. 

-(-  -^    tans  (45"  ^    -  j  —  lang'  (45"  —  -  )  uuiy  '-  siii  ?  L 

'F      J  '-       '>\  ,/'/-       >-\  1       ■'• 

—  :t    lany'  \  p"  H —  -f-  tani;'  (  \'S'  -   -  taiii;'-  cos  jl. 

—  -    tang'  (  i'-)"  -I    -  j  -    taui;'  (  l'v  +  -  )  lani;'  -  sin  \  I. 
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I)~  L  —     laii^'  (  j5"  -I-  -  )  —  taHn  (  i'"'"  ^    ^  )      ^''"^  'r,  ''^^'^^^ 
—  -    langM  45"  +  -  j  +  iniif,''  (  45"  -      ]\  t'""""'  ^  >''"  '  '- 
■+■  rz    tan;^'  Tp"  "•--)—  taiii;'  145"  -    -  )     laiii;'  '  fiisi  I. 
-I-  7    lang'(45"-f-  -)  -+-  l«'>8'  (45"  "^  ^)     t«ng'-  siii4l- 

(À'>  (l('ii\  l'oniiiilcs  sont  l'oit  ri'iiiar(|ii;tlilis  |i;ii-  Irur  siiii[)licili'  l'I  |i;ir 
riis;ii;t'  (liiiil  cllrs  |iciivcnl  l'Irc  dans  rAstidiioiiiic;  la  seconde  siirloiit 
|)ent  èlre  d'uiio  grande  iilililo  ponr  rédnire  les  longitndesct  les  laliUnU^s 
des  planètes  en  ascensions  droites  et  en  dé(  linaisons;  ear  ii  cause  (|ne  X 
n'est  jamais  >  <)  dei^i'és  |ionr  les  |daii('tes,  on  aura  irnnK'dialenienl  la 
ditl'ereiice  entre  la  longitude  L  et  l'ascension  droite  D  par  une  série  tort 
convergente;  di's  (|n'on  aura  trouvé  1),  on  aura  la  déclinaison  o  par  une 
seule  analogie,  pai'ce  (|ue  dans  le  triangle  dunl  les  cotés  s(Uit  (t.  h.  r,  et 
les  angles  opposes  y,  ^'j,  y,  on  a 

siiu?  :  sin /»  — :  sina;  :  sin 3, 

et,  Hiettaill  p(Uir  d,  h,  y.,  ['j  les  valelliS  ci-dessus, 

cos'j  :  cosÀ  —  cos  I^  :  t-osl); 

d'où 

^       cosXeosL     , 

coso  = f- —       )• 

cosi» 

2S.  I, 'analyse  (pu'  nous  avons  exposée  au  c(Mnniencenienl  de  ce  Mé- 
nioiri'  jieut  aussi  être  euiplo\ee  directeUlelit  il  résoudre  d'autres  e(|ua- 
tions  |)liis  couipli(piees  (pie  c(dle  \\  hnpudle  uiuis  l'avons  appluiui'c.  ('"est 
ce  (pie  je  vais  iudi(|uer  en  peu  de  mots. 

{')  Les  (ti-ii\  rornnili's  |irOcO(lcnU'S  onl  ik'jà  l'-ti'  piililiécs  sans  démonstration  dans  le  troi- 
sième volume  tlos  Tablcy  n^troiiDiiiiiiiics  de  V Avadviiiic. 
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Soit.  |i;ii'  cxcmiilr,  r('(|ii;flini) 


langa: 


ros  )•  -+-  p 


a  clanl  iiiir  (|iiaiilitc  (lui  dilll'i-i'  \wu  de  runilr,  cl  />  une  (|iiaiililr  Iri's- 
liclitc;  je  toi'iiic  ri'(|ualion 


I  -+-  tang^  v'~  '  cos_r  ■+-  p  -r-  a  siny  ^/—  i 

I  — langx^— I       cosr-i-/î  —  rtsinr  V  —  i 

huiiu'llc,  (Ml  iiiti-dduisaiit  les  oxpoiiciitiellcs  inia^inaircs,  sr  rcdiiil  n 

,-        e-^v-'  -+-  e-f^-^  -t-  20  -t-  «fe-n'-'  —  e-r\'-'  \ 
e^'\'  '  =1 = 1 _ _ -_i  , 


ou  hit'ii 


Soient 


'v/-'  =  e'y^^- 


,-       I  —a 
I  -+-« 


— ' —  ^.''v-'  -V- e-'v-i 

I  -i-  a  I  ^  a 


-t-Pz,      i--Qs 


les  deux  tacteurs  du  triuôme 


I  -<-  a 


re(|uali()ii  pieeedeiite  pourra  se  mettre  sous  celle  l'orme 

,-             ,-  f  I  -}-  Pe-rx'^j  f  I  +  Qe-^»'^) 
e"v-'  ::=  e'-'v    ' ~ ^^^ = — -; 

(1  -f-Pe-'V-')(i-hQe-'v'-') 

prenant  les  loi;aiilliiiies  des  deux  membres,  réduisant  en  série  les  loi^a- 
rithmes  des  facteurs  i  +  Pe"'  ^~' et  lemettaiit  à  la  place  des  expo- 
nentielles imaginaires  les  sinus  correspondants,  on  aura  sur-le-champ 

^      ^,   .  P--f-Q^   .  Pm-Q'    .    , 

x  =  Y  -  fP  -+-  Q)  smvH ^  sm2i- ^  — ^  sni3_r +  •  •  ■; 
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(n-,  coiiuiif  les  (luaiiliti's  p  v\  i  —  a  sont  trt's-pi'lilcs  (  li\[n»tht'.sej,  il  est 
tliiir  (|U('  It's  (iiiaiililés  l'  cl  Q  le  seront  aussi:  d'oii  il  s'ensnit  (jne  la  série 

précédente  sera  nécessaireiiienl  cDiiverf^cnle. 


29.   Soit  cMcoi'c  re([nali()ii 

asin  ■?.)•  +  h  i'iwy 
tang^r  =  -  •     » 

ces  iy  +  p  cosy  ■+■  q 

Il  el;uil    |M'll  (iill'eient  de    l'iinile.  el  h,  /^  (j  des  enellieicnl>  l'nil  |ielils;  un 
;iiir;i  d'almrd 

1  +  langx  ^—1  cos2^-  -f-  p  ces/  -+-  q  -¥■  {a  sin  2/  -1-  b  s\ny)  \/—i 

I  —  tang.r  y'— I       cos7.y-i-  pcosy-i-  q  —  (asin?.j-+-  />  sin  r)  \/—i 

ce  (|ui  se  réduit  ;» 

ixJ~—  ^'  +  a  )  e'fv^'  +  [i  —  U)  e-'/v'-^  +  [p  +  b  j  e-^v-'  -t-  (p  —  b  ;  e-'^   '  -\-  iq 
(i  +  a)  e-''"^-'  -h  (1  — rt)e'-^v/^  +  (;;+  A)e  /v-' -1-  (/>  —  b)ers-'  +  7.q 


111  liien  à 


„Jx/^_g4/y/- 


w  -f-  A 

1+  £ e-/v-'. 


-<//^ 


i-l-a  i  +  rt  i  +  rt  n-rt 


Soient  niainleiianl 

i  +  I'i,      i   hQz,      i-f-Rz,      I -+- S; 
les  facteurs  siiiiples  du  i|uadrinoiiu' 

u  -^-  b  iii  I)  —  h  I  —  a 

I  -f-  c z  H '—  3-  -t-  -' z^  H ;'; 

I  -H  rt  I  -T-  «  I  +  a  I  -f-  rt 

i'ei|ll;il  liill  |itiTcilriile  (lc\  iclldrii 

(,4_Perv/-'j  (1  -4-Qe/v'-')  (n-Re-'v'-)  (i-^Se/v—) 
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d'où  l'on  lire,  en  pri-nanl  ios  loi;;iiilliincs,  rrduisiint  en  série,  el  icinel- 

lanl  les  sinus  à  la  |)lace  des  exponenlielles  imaginaires, 

P'  +  Q'  -h  IV  +  S'    . 
.r  =  2^  —  (P  -(-  y  +  H  -J-  b  smj  -\ ^^ sin  27- 

P' -f- Q> -+- K= -4- S'    .    ,  P' -+- QM- R' +  S'    .    , 

^i-^5 sin3}-  H . sm4)-— 

3  4 

On  pinirrait  de  nieiiie  résoudre  i'e(|iialion 

_      «sinSj -t- 6  sin  2j" -1- csiii)- 
cos  3  j  -i-  p  ces  2  r  -f-  q  cos j  +  /• 


langar  : 


el  ainsi  de  suite. 

30.   Su|)|)osons  eiilin  ijuc  l'on  ait  ii  résoudre  une  e(|uatiiui  de  celle 

forme 

sin  r -f- p  sin  2  r -H  (7  sin  3  ^ -(- . . . 

lancA-  =  — •- c '. ï ^ , 

ces  r  -1-  p  cos  2  >•  +  ^  cos  3  >•  -4- . . . 

p,  f/....  elant  des  eoetlicieiits  très-petits;  ou  la  réduira  d'alxu'd  ;i  la  toiiiie 

1  -f-  tang.rv/— I  _  (cos.)--4-  sinj-y/— 1  j +  />( cos2>- +  sin2rv'— ' )+■  •  • 
I  —  tangar  v'— >        (cos)'  —  sinj-v/— i  )  -1-  /Kcos2>-  — sin2rv'— 1)-+--  •  • 


,_  e7v/-'-+- pe'/v'-' -1- (7e3/\/-'-+-. .  . 

ry-i  ;^   __ C 1 — , 


(Ui  liieii 


'/-'  =  e^'"^    ' = ~ 

i  +  pe-^'J-'  -4-  qe-''y'J- 


Soienl  à  préseiil 


les  i'acteurs  du  inultiiioiue 


+  Vz,     i^Qr,. 


^-  pz  -^  qz'  ~ 
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l'c(|ii:ili(ni  |ii'(''c('(lrnlc  (l('\iciiili;i 

,-      ', -^  l>  e."^-' )ii -h  Qef  >/-')... 

il'iiil  l'un  lili'  |i;il'  les  l(i;;;irillililr-..  coimiir  plus  li:ml. 

,.      <v          >    •            P'  +  QM...                  P^-4-Q'+...    .    „ 
.»•      v-t-    P  +  O -t  ...^  siri  )■ ^= sinarH ^ smi)— .... 

'.\\     Si  l;i  v;il('iii- (II'  V.wv^x  r(iiil('!iiiil  des  simis  cl  des  cosimis  t;iiil  ;iii 

iiiiiiii'nili'iir  (|ir;iii  ilciKJiniiiiili'iir,  ((nniiK'  si  l'un  ;i\:iil  :i  i'csoikIi'c  ri'(|iia- 

lioii 

«siii  )■  -(-  \>  cosj 


taiigj;  : 


cosr-t-/^sin  )• 


on  poiiiTiiit  :mssi  |):ir  la  iik-iiic  iiiclhitdi'  Imiivor  iiiu'  série  (■oiivcr^i'iilc 
|iniir  fxpiimci-  l:i  valeur  de  .»•  en  y.  |)(Uirvii  (|ue  a  t'i"ill(tni(nirs  peu  dillé- 
rcnl  de  l'unile.  el  h.  j)  des  enejlicieiils  lurl  pelils  relali venn'iil  il  a. 
\'.\\  ellel  lin  aura  alors 

1  +  lantîx  V  ~  '  _  (  cosr  +  p  siiV")  +  (  a  sin  r  +  b  cosr)  y/—  ' 
I— lans^ry  — I        fros)- -+- /^  sinr  —  (asin_;  -(- ^  cos^')  v'— • 

el  passant  ail\  e\pollenli(dles 

.-z  .-^T  _  f 'J^  a-K6— />)v'— îJg.y^^'-4-  {\  —  a^  (Ji±_P}  'lEllt"''^'~' 
U  —  a  —  (h  -i-  f)   y'—  1    e/v^  -:    [t   '  a  —  '  h  —  p)  y/—  i  ] e-">'-' 

on  liien 

^..v-'  =  eV^'-'  f  ■  +  «  +  (<'-  /■"  v^J  +  [t-a-^(l»-hp)  v^Jg-'-^vj'  _ 
fi-i-a  —  (ft—  y^,v'-ij-+-[i  —  a  —  1.''+/')  v'—  '  J  e'-''*'"' 


Soil  MKiiMlenanl 


Il  ^  I)  1/  -T-  u  - 

— '-   -   laiiua,     ^  "  laiiKp, 

I  +  «  I  —  rt  ^'^ 


^i-f- «)(i— larif  ay  —  I  ; -i-   i  — «   '  i  —  lans,^^/^  i  ]  e'-^*  "' 
IV,  38 
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mais 

....       e*«v/^  ^ eiS/^i 

"  (usa  rosi 

donc  siilistiliKilil  ers  v:ili'iiis.  divisiilil  le  liiiiil  cl  le  l>;is  de  l;\  rriiclinn  |i;ii 

-  -  el  f';iis:iiil,  pour  ;il)r('i;rr. 
(OS  a  '  "- 

I  —  a  cosa        . 
I  -ha  cos;3   ~    ' 
on  aura  _ 


'\'->  ^  /re-?v-'  X  e'rv^' 


,  _i-  ^e(V-H«-?),/-< 

(['(iii  cil  |)rciiaiil  les  loiiaritliiiics,  rcdiiisaiil  en  S(Tic.  divisaiil  jjai-  :<  \  —  i , 
cl  l'epa.ssaiU  des  ex|)(mciili(dlfs  iinaiiinaircs  aux  sinus  et  cosinus  ircis, 
on  tire  sur-le-cliam|) 

)■=  }-4-  X  —  ii^inij'-hx—fi;- sni-.>.  9.)'H-  X  —  p 5^  sni  J  yy-x—  p  -4-  — 


Or  on  a 


cosa  :=  — 1      COSp  =  : 

,1/ii  -\-  ai^-h  (b  —  p  -  ^{i  —  ay-hib  -h  p Y' 


donc  on  aura 


V  1  —  a)'  -+■   b  -h p? 

^'(  I  -t-  a  '  H-    b  —  p  ' 


(|uanlilé  qui  esl,  eoinuie  on  voit,  très-petite  de  l'ordre  de  i  —  a,  h,  p: 
ainsi  la  série  précédente  sera  nécessairement  convergente. 

Au  reste  ou  voit  pai'  lli  (|iie  pourvu  (|Me  a  dill'i're  |)eu  de  ruuile.  et 
que  b  (litière  en  uiénie  temps  peu  de  —  p,  la  (juantile  Je  sera  necessairc- 
menl  très-petite  du  même  (udre  (|ne  ces  difl'érences:  par  eonsé(|nent  la 
série  sera  converiienle,  sans  (|iril  soil  ueeessaire  (|ue  h  et  />  soient  ii  la 
fois  lrés-|)eliles  l'une  et  raulic 
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(  Noifi'eaiiJ'  Mtiiii)i/v>  ilf  1'  Inuli'iiiif  /<;)  iilr  ilf\  Siifiucs  rt  lUUi's-LvItii 
(il-  lUrliiu  année  I77(i.) 


.I";n  t':iil  voir  ailli'iii>  luiiihirii  l;i  iiicIIumIc  des  lV;i<li(iii>  cimliiiiiis  csl 
iiCilt'  dans  rAli;L'l)i'c;  je  me  propose  iiKiiiili'iiaiil  d'en  iiioiiIim  r  aussi  l'iisaiic 
dans  le  C.alcnl  iiil(''i;raC  Ou  comiail  (lc|Miis  loii-tciiips  la  iniiliiHlf  des 
séries  ponr  iiilciircr  par  ap()ro\iinarioii  li's  ('(iiiatioiis  dillcniilirllo  dont 
rinlégralc  finie  est  iinpossilde,  on  du  moins  livs-dilli(  ile  ii  lioiiver;  mais 
felU'  niétlioile  a  l'iiiconvi'nient  de  doiinei-  di's  sniles  intinies  lois  même 
(|li('  ces  suites  peuvent  être  repioenlees  par  <les  expicssions  ratioinudles 
tillios.  I.a  melliode  des  IVaelions  coiilinm's  a  tous  Les  avantai^cs  de  celle 
des  seiies  et  est.  en  même  temps  i'\enipte  de  rinc(uivenienl  dont  nous 
venons  de  pai'Ier;  eaf,  par  cette  melliode,  lui  est  assure  de  lroii\er  direc- 
li'Uieiit  la  valeur  ralionmdle  et  tinic  de  la  (|iiaiilili'  (  lienliei'  lorM|ire|le 
en  a  une,  parce  (pi'alors  l'opération  se  lerminc  irelle-iiii'iiie  :  cl  i|iiaii(l 
i'opi-ralioii  Ml  ;i  riiililli.  on  a  une  iiiari|lle  celiailie  (jlle  la  i|iialilili'  clier- 
cllee  ni'   peut  elle  exprimée  par  IIUi'  ronclion    ralioniielle  et   liiiie.    l'iilili 

{*)  Lu  le  18  juillol  177G. 
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(ftte  méthode  sert  à  ramener  à  riiitégralion  l)eauooiip  (réqualKiiis  ditlV- 
reiilielles  (|ni  éeliappenl  aux  antres  méthodes  (hi  Calcul  intéi^ral. 

1 .  Soit  une  équation  diUérenlielle  (jueleonque  entre  deux  vaiiahles  x 
et  y,  d'où  il  s'agisse  de  tirer  la  valeur  de  v  en  .r  par  ap|)r()xiniation. 

l'oiir  employer  dans  celte  reclieri  lie  la  méthode  des  fractions  conti- 
fiiio,  (ih  commencera  |)ar  chercdiei'  par  les  méthodes  connues  le  premier 
h  I  inc  (le  la  valeur  de  v  en  x  lors(|ue  x  est  supposée  très-petite,  et  iiiuii- 
manl  ce  lei-me  i,  on  fera 


I  -I-  y 


>nlistilnant  ensuite  celle  expression  de  v  dans  l'éipiation  proposée,  on 
aura  une  nouvelle  e(|uation  du  même  ordre  et  du  même  degré  entre  x 
et  r  .  dans  la(|uelie,  en  supposant  .r  tiTs-|)elite,  v  sera  aussi  nécessaire- 
ment très-petite. 

Soit  I'  le  |>remicr  leruu'  de  la  valeur  de  y   eu  x  dans  le  cas  de  x  très- 
[itUile;  on  fera 

y' 


'i' 


el,  sulislituaul  cette  expressi(Ui  de  v  dans  reijualidu  entre  .r  e{  y  ,  on 
aura  une  nouvelle  écpiation  du  même  ordre  et  du  même  degré  entre  x 
et  r'.  dans  hupu^lle  v"  sera  nécessairement  très-petite  lorsque  .r  sera  sup- 
posée très-petite.  Soit  donc  ;'  le  picmier'  leiane  de  la  valeur  de  »  en  t 
dans  le  cas  de  x  tri's-pelite:  on  fera 


el ,  srrlpslilrraril  cette  expression  de  >-"  darrs  l'eipiMlitur ,  cui  eir  aur-a  une 
nouvelle  vulve  x  viy,  dans  laipudle  v  sei'a  néci'ssaii'ement  ti'ès-|»etite 
lors(pron  supposerai;  très-petite.  On  nounnera  ='"  le  premier  terme  <le  la 
valeur-  de  y"  en  x  dans  le  cas  de  .»■  tri'S-pelile,  el  l'on  fera 


el  ariisi  de  sirite 


■r" 
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Do  fcltc  iii:miorc,  imi  siilistitii-.iiil  siii'crssivi'iiu'iil  li'>  vniciir.s  de  v',  \    . 
y'",  on  auni 


.  ,  S' 


r' 


IH- 


S'il  Miiivc  i|iii'  (|ii('l{|ii'mic  (les  équations  li'ansl'ormi'cs  soil  inirfîraltic 
rxacli'inciil,  cil  siirti'  (|ii'iin  ail  la  valeur  liiiic  d'une  des  v',  y",  v  .... 
eu  .X,  il  n'\  aura  (|u';i  sulisliluei-  celle  \alciir  dans  la  iVacliiin  conliiHU', 
on  aura  la  valeur  exacte  de  ><'n  .x-.  Dans  tous  les  antres  cas  la  l'raclion 
continue  ira  à  l'infini;  mais  coiunic  nous  avons  vu  ([ue  les  ([uantilés  v', 
y",  y'",...  sont  tmijours  nécessaircuienl  liès-|ielilcs  l()rs(|ne  .z"  est  su|)- 
posee  trl's-petile,  il  s'ensuit  (|ne  les  (inantités  ç.  H",  :'",...  seront  aussi 
Iri's-petites  dans  la  luèuie  supposition;  par  conséquent  la  fraction  conti- 
nue sera  toujours  d'autani  [dus  converi;cnte  que  .v  sera  plus-petite,  et 
a|)prociiera  d'autant  plus  de  la  vraie  valeur  de  v  (ju'on  y  picndra  plus  de 
leiaucs.  A  l'égard  des  (luantilés  2.  ?',  ç", . . .  il  est  (dair  ([u'tdlcs  seront 
nécessaircuienl  de  la  l'oiiue  ax'^,  l'exposant  y  devant  cire  un  nombre 
positif  pour  cliacune  de  ces  (|uantités  excepte  la  première  :,  |)our  hniueile 
le  nomlire  x  pourra  être  positif,  ou  ui'i;atil',  (ui  /.éro.  Ainsi  toute  la  diffi- 
ciilh'  consiste  il  diderniiner  cet  exposant  7.  ii\ec  le  cnctliciciit  a. 

•2.  Consideidiis,  en  général,  une  é(]ii;irKui  (lUidcoïKjue  entre  les  deux 
varialiles  .f  et  w  d'oi'i  il  s'agisst^  de  tirer  la  \alcur  de  v  en  .r  daii>  fliypo- 
tlii'se  de  .r  tri's-petite ;  coinme  celle  valeur  ne  [)ciil  être  rcpicsentée  (|nc 
par  ax^,  (|n'on  sulistilue  partout  ax^  à  la  place  de  v  et  de  ses  dilferen- 
lielles,  s'il  v  en  a.  cl  apri's  ;ivoir  didivre  rc(|iiation  <lcs  iiiatioiiiialitt'S  cl 
(les  fractions  complexes,  il  est  (dair  (|u'(dle  se  réduira  ii  une  suite  de 
termes  de  la  forme  Xa"" x'^'"*" ;  or,  puis(|ne  cette  é(|nation  n'est  censée 
avoir  lien  (pic  dans  le  cas  de  x  lri'S-|)ctitc,  il  faudra  nej^liiicr  vis-ii-vis 
d'un  (piidcoii(|ue  de  ses  termes  tons  ceux  ipii  seidul  alleclcs  d'une  [mis- 
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siiiicc  plus  li;uil('  (le  .r;  di'  soitc  (|iH'  r('(|ii;itH)ii  se  rcduini  à  un  ccrlain 
iHMulur  (If  tcMUcs  tdus  iill'ccli's  (le  lii  uirmc  |)uiss;mc<'  di'  .r,  cetle  |tuis- 
S;mic('  ('tiuil  la  [iliis  liasse  (|u'il  \  ail  dans  rr(|uati()ii  |»i()|i{is(''i';  pai'  ci' 
uioYiMi  \'.x  disparaitia,  et  il  restera  une  é(|ualinn  euij-e  les  coellieienls, 
la(|uelle  st'i'vira  à  déterniinor  la  constaute  a. 

Si  l'exposaiil  y  elail  eniiiiii.  il  iTv  aurail,  ((ininie  (iii  voil.  aucune  dil- 
liculle  il  déU'i'uiiuer  le  coellicieut  a;  ai.  cduiuie  y.  esl  indéterminé,  on 
peut  lui  donner  l(dle  valeur  (pu'  l'on  veut:  il  l'aut  seulement  (pu-  celte 
valeur  soil  lelle,  (pu'  la  plus  petite  puissance  de  .r  se  trouve  au  moins 
dans  lieux  termes  de  réipiation,  afin  (pi"a|>rès  la  division  parcelle  puis- 
sance (le  ce  on  ait  une  (''(piati(ui  enire  les  seuls  coellicients,  à  laqmdle  on 
puisse  satisfaire  par  la  dclermlnalioii  du  coellicieut  </. 

Tout  se  ri'duil  donc  ii  delerminer  la  (pninlite  v  pai'  cette  condition, 
i|ue  la  plus  petite  puissance  de  .r  se  lr(Mive  au  moins  dans  deux  termes 
de  re(|uation.  MM.  Tailor  cl  Stirlini; mil  donne  pour' cela  des  méthodes 
(pi'on  peut  voir  dans  le  Met/iodiis  irirrcr/icntoriim  \Vn)\)os\l\on  ij  cl  dans 
les  Linciv  icriii  ordinis  'Vyo\)\'v\\\v  II  :  mais  comme  la  méthode  du  |ue- 
mier  demande  une  espèce  do  construction  géométri(pu',  et  (jue  celle  du 
second  dépend  du  paraUélo'j^ramme  de  Newton,  et  pai'  couse(pu'nl  ne 
peut  être  l'cgardee  ^\w  connue  une  nielhode  mécani(pie,  je  ci-ois  ipu'  les 
(iéomètres  seroni  liien  aises  de  voir  couimenl  on  peut  résoudre  celte 
(piestion  par  une  méthode  |)uremenl  analyticpu'. 

3.  .l'oh.serve  d'ahord  (|ne,  si,  après  avoir  réduit  ré(|uation  à  nue  suite 
de  termes  de  la  forme  .\c/".r"'^^".  on  a  dillérents  tei'uies  dans  l'expitsant 
descpiels  le  iKunlii'c  m  soil  le  même,  il  sullira  d'aNdir  ei^ard  ii  celui  de  ces 
termes  où  le  noinhre  //  sera  le  plus  petit,  parce  (|u'il  est  évident  (pu'  dans 
la  su|)position  de./  Iri's-petile  le  terme  dont  il  s'ai^it  sera  comme  intini- 
niciil  plus  liraud  (|uc  les  anires.  De  celle  manii're  on  n'aura  dans  l'eipia- 
lion  (pie  des  termes  ou  le  nomhre  m  .sera  diliérent  de  l'un  ii  l'autre,  .\insi 
dénotant  ces  dillerenles  valeurs  de  m  par  m,  ni,  m  .  ni,...,  en  sorte  (|ue 
ces  uomlires  lornienl  une  suite  croissante,  cl  desiiinanl  \y,\v  n ,  ri,  li , 
n  el  jiar  ,\.   A  .  A'.  A  ,...  les  valeurs  corres|i(mdanles  de  //  cl  de  A, 
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on  iiiirii  i'('(|ii;iliiiii 

\a"'x-"''*"  -h  ^'a^'x"'"-^-"'  ■+-  \"ar"x"" '-*■""  -+-  A"'a'""':c"'"'""^""'  -t-  . . .  =  o, 

(hiiis  l;ii|iicllc  il  s';i!;ir;i  Ar  ilcicniiiiici'  Ir  iKniilirc  v,  en  sorte  (|iic  les  cx- 
|)osaiits  (II-  deux  ou  ilc  |ilusiciirs  Icrincs  (Icviciinenl  éi^aiix  cl  l'ii  niriiic 
li'iiijjs  plus  |tclil>  (|iii-  c  t  ii\  (les  iiiilrcs  tcriiU'S. 

(>  l'iiilili'iiii'  SI'  riiliiil  donc,  coiiiiiif  on  voit,  ii  celui-ci  : 

4.    Etdnl  (lonnce  Kjw  scnc  telle,  (jue 

nix  -+-  n,     m'y.  ->-  ii' ,     nf  y.  -i-  n" ,     in"'y.  -r  n'" ,     m"  a  -t-  h",  .... 

dans  l(i(jii('lle  in,  m',  m",  m\...  smcnt  des  nond/rcs  connus  (jiti  /onnenl 
une  proi^ression  croissante  f/iiclcofu/itf.  n.  n\  n" ,  n",...  des  nombres  aussi 
connus  quelconques,  et  y.  un  nombre  i/iconnu  ;  déterminer  le  nombre  y.  en 
sorte  que  deux  ou  plusieurs  termes  de  cette  série  deviennent  égaux,  et  soient 
en  même  temps  moindres  qu'aucun  des  autres  termes. 

il  est  chiir  (in'oii  pourrait  r(''S()ii(lrc  cette  (juestiou  vu  <''i;alaiit  successi- 
venionl  deux  ;i  deux  tous  les  termes  de  la  série  proposée,  et  sulistituaiii 
ensuite  dans  tous  les  autres  termes  les  valeurs  de  a  tirées  de  cliaciine  de 
ces  égalités;  ou  Iniiiveiait  siiicuicut  de  cette  inanii're  toutes  les  valeuis 
convenaldes  de  y,  eu  icjelant  celles  (|ui  n'auraient  pas  la  condition  re- 
(juise;  mais  ce  calcul  demanderait  pinsieui's  opérations  inutiles  :  c'est 
pour(|uoi  il  est  lion  de  clierclier  des  moyens  de  l'abréger. 

Je  commence  par  comparer  le  premier  terme  mu-^n  à  chacun  des 
suivants  m'a.  -f-  n',  m'y  -~-  ri, ....  et  j'en  tire  ces  valeurs  de  u 

n'  —  n  n"  —  n         n!"  —  n 


m  —  m         m  —  m         m  —  m 


pie  je  dénote  pour  plus  de  simplicité  par  y  ,  a",  «',...;  nommant  ensuite  £ 
IV.  39 


:?or,  sriï  i;rs\(,K  ni-.s  iiivctions  contimf.s 

!<•  pii'initT  Icriiic  ni'/,  -v-  ii,  je  iiicls  hi  .série  proposée  sous  eelle  lonne 


m     x—  01. 


■  -h    m  —  m     X  —  X 


£  -4-    m  —  m  ]  [X—  X 


l<i  l'on  voit  cliiireineiil  (|iie,  si  l'on  l'iiil  y  éi;;il  ii  la  plus  i^rande  des 
(|uanli(es  y',  v' ,  a",...,  le  Ici  nie  ipii  repond  ;i  celle  (jUMnlid'  devietnlia 
('gai  an  premier  terme  e,  et  que  tous  les  autres  termes  seront  plus  grands 
(|ue  c.  à  cause  qiw  les  quantités  m  —  m,  m"  —  m,  m— m  sont(liy|)n- 
tlièse)  toules  positives. 

Si  parmi  les  (luantités  «',  a",  c/ ", . .  .  il  y  en  avait  deux  ou  |)lusieurs 
égales  entre  elles  et  (|ui  fussent  en  même  temps  plus  grandes  (prancuile 
des  auti'es,  en  faisaiil  y.  égale  à  ces  (|uanlilés,  ou  aurait  Ion!  autani  de 
lernies  égaux  au  piemier  lerme  s,  et  les  autres  leiines  seraient  tous  plus 
grands  (|ue  c. 

Ayant  li-ouve  ainsi  une  valeur  de  y  (pii  résout  le  Prohième,  voyons 
comment  ou  en  pcuirra  trouver  encore  d'autres,  s'il  y  en  a. 

Et  d'abord  il  est  facile  de  voir  ([u'en  donnant  ii  a  une  valeur  |)lus 
grande  (|ue  la  plus  grande  des  quaiilités  a',  a",  «'",...,  tous  les  termes 
(|ui  suivent  le  premier  i  seront  nécessairement  plus  grands  (jue  celui-ci; 
ainsi  il  est  impossible  de  trouver,  par  ee  moyen,  deux  termes  égaux,  el 
(jui  soient  en  même  temps  les  jdns  petits;  par  consé(|uent,  s'il  exisie 
d'autres  valeurs  de  y  (\\\\  aient  la  coudilion  requise,  elles  doivent  élre 
moindres  (pie  la  plus  grande  des  cpiantilés  «  ,  a",  a",....  Supposons, 
|)our  fixer  les  idées,  (jue  a''  soit  cette  plus  grande  (juantilé,  el  si  deux 
ou  |)lusieuis  de  ces  (pianlilés  smil  ;i  la  l'ois  les  pins  gi'andes.  soit  y'  la 
dernière  d'eiilie  elles;  il  est  facile  de  voir  (pie  dans  la  série  proposée 
tous  les  termes  (pii  |)récé(leronl  le  terme  £ -)-  iti"  —  i>i)\y. —  «' j  seront 
néeessaireiiieiil  toujours  plus  grands  (pu-  c(dui-ci.  tant  (pi'ou  donnera 
a  a  une  valeur  moindre  (pie  a'',  et  c(da  parce  ([ue  les  (luanliles  m'  —  ni, 
m" —  m,  ni  —  ni,...  forment  une  suite  eroissante  de  quantités  toules  po- 
sitives; on  pourra  donc  faire  abstraction  de  ces  termes,  et  ne  considérer 
(|ue  le  lerme  i  +  im''  —  m)  fa  —  a")  avec  tous  les  suivants;  car  il  est 
clair  (pie  les  plus  petits  d'entre  ces  termes  seront  en  même  temps  moin- 
dres qu'aucun  des  termes  qui  préci'dent  celui  dont  nous  venons  de  parler. 
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Or  le  terme  donl  il  s';i^il  est  itû  y.   !    /('  du  lis  la  série  |)riii:itive;  ainsi  il  n'y 
;nira  (lu'à  eoiisiderer  la  série 


ni' X -h  ii\      m^'x-\-it",     /«'"  a -I    «'",..  ., 

el  y  appliiiiier  la  iiiélliixle  préeédeiile  ;  et  ainsi  de  suite. 

\(iiei  doue  il  (|iiiii  se  rediiil  la  sidllliiiii  du  Pi'dlili'llie  |irii|i(ise. 

On  ej;alera  siK cessi vemeiil  \r  |ireiiiicr  leiiiie  de  la  série  doniléu  il  ellii- 
eiiii  des  suivants,  et  l'un  tirera  la  \alrnr  de  y  de  eliaeiine  de  ces  éi^alités; 
la  plus  i^rande  de  ces  dillV'i'eiiles  valeurs  de  y  resdiidra  la  (pieslion;  el  les 
Iiiincs,  (pii  ruruieni  rei;aliti'  (in  les  ('j^aliles  d'iiil  (die  est  déduite,  de- 
vieiididiil  les  plus  petits.  On  partira  ensuite  du  dernier  de  ces  ternies, 
e'esl-ii-dire  de  e(dni  (|ni  esi  le  |dus  ildiiiiie  du  (■(iiiiineiiceineiit  de  la  série. 
Cl  on  l'égalera  suecessivenienl  ii  (  liacnii  des  sui\ants,  en  lirant  la  valeur 
lie  a  de  ciiaciiiie  di^  ces  égalités;  la  plus  grande  de  ces  dillereiUes  valeurs 
de  a  ri'Sdndra  aussi  la  ([iiestidii,  cl  rendra  les  plus  petits  les  ternies  ipii 
ont  pi'odiiil  l'égalité  on  les  égalités  d'où  celle  valeur  de  «  résulte.  On 
|)arlira  de  iiouveaii  du  dernier  de  ces  tenues  et  l'on  (ipérera  cdiiiine  ikiiis 
\eiidiis  de  le  dire;  el  ainsi  de  suite,  laiil  ipi'il  \  aura  des  lerines  dans  la 
série.  On  Iroiivera  de  cette  manière  toutes  les  valeurs  de  a  (]ui  peuvent 
résoudre  la  (|iiestion,  el  on  trouvei-a  d'aliord  la  plus  grande,  ensuite  les 
autres  suivani  l'erdre  de  leur  giandcur  en  diminuant. 

Cette  méllidde  a  sur  celles  de  .M.M.  Taylor  el  Slirling  non-seulement 
l'avantage  d'élre  purement  aualyti(|ue,  mais  encore  celui  de  pouvoir  toii- 
jiiurs  être  appliiiuée  avec  la  même  l'acilité,  (|ii(ds  (jne  soient  les  iidinlires 
donnés  m,  n,  m',  n' .  ni.  n" enliers  on  rraclionnaires,  (mi  niéiiie  irra- 
tionnels. 

Soit,  par  exemple,  la  série  de  si\  tenues 

G,     a -f- 3,      ?.  a  — I,     4^  —  5>      Sa  +  3,     63;—  3; 

en  égalant  d'almrd   le  premier  terme  (i  il  (  liaciiii  des  suivants,  mi  lr(H:\c 
ces  valeurs  de  y. 


—  3, 


5  2       3 

V   75'   rs' 


39. 
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cliMil  |;i  |ilii>  i^raiidc  est    v-    <|lli  n'SllIle  Af  la  ciillliialMisdll  dll   |irrinii'l'  ri 

ilii  (|iialrii'iiic  IcniU';  nu  ('•i;ali'ia  maiiilciianl  le  i|iiatiii'inc  tciiiic  !\x — 5 
;i  chariiii  des  deux  suivaiils,  cl  l'on  Inuivcia  ces  valciii's  de  v 


(iniii  la  plus  grande  est  —  i,  qui  résulte  de  la  ((iiiiparaisim  du  ijuatrième 
Irniie  cl  du  dernier.  Ainsi  l'opération  esl  ai  lievee,  el  les  valeurs  eonve- 

nahles  de  a  sont  7  et  —  i .  lui  ellél,  si  l'on  snlisliliM'  ees  valeurs,  la  série 
4 


e\ienl  dans  le  premier  cas 


et  dans  le  second  cas 


o,     2,     ■ —  3,      —  y,      -    3,      —  ç). 


5.  La  méthode  précédente  servira  dou(  à  trouver  toutes  les  valeurs 
(|u'on  peut  donner  ;i  l'exposant  y  3i;  el  pour  delermiiier  les  valeurs 
correspondantes  du  coellicient  a,  il  n'y  aura  (pi'ii  égaler  à  zéro  la  somme 
des  coefficients  des  termes  de  l'étiualiou.  d(Uil  les  e\|)(isanls  de\icndr(uil 
égaux  et  en  même  temps  les  plus  pelils. 

Ainsi,  par  e\eiu|)le,  la  (juautite  a'  elanl  la  plus  grande  numéro  pre- 
cédenlj,  pour  avoir  la  valeur  eorrespondanle  du  coellieient  a,  il  faudra 
égaler  à  zéro  la  somme  îles  deux  coelli<'ienls  \a"'  el  A' a"'\  ce  ipii  donne 
l'eipuirHUl 

\  a'" -h  X" a'"^  ^=  o ,     d'où  l'on  lire     «  =:  I  -     ,--)  : 

et  hi  let>  deux  (|uanlilés  a  et  «'  elaienl  en  même  lemps  égales  el  les 
plus  grandes,  on  égalerait  à  zéro  la  somme  des  trois  coeHieienls  Art'", 
Art'"'",  A^rt'"',  ce  (pii  donnerail 

A«"'  -r-  A'"rt"'     ■+-  A'rt'"'  =  o. 
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siivoir,  rii  (livisaiil  |i;ir'  a'" , 

A  -H  A"'rt"'"'^"-<-  A'fl'"'   '"=-  o; 

d'iiii  l'on  lirciMit  II:  l'I  :iiiisi  du  rcsli'. 

Il  |iciil  arriver  au  icsic  <|iic,  |tar  les  icdiiclioiis  du  n"  '.\,  l'i(|iialiiiii  >-(• 
trouve  réduilc  a  un  seul  tcriiu'  foiiinic  Art"'.z"''-'";  ilaiis  ce  cas  il  laiidia 
faire  A  =  (>.  ir  (|ui  donnera  une  é(|uation  (|ui  servira  ii  ditcininiri  la 
(|nantitc  y,  l'rsl-ii-dire  rc\|iosanl  ;  el  le  coellicienl  a  deinenieia  alisiiln- 
meiit  indéterminé  e(  par  e()ns('(|uenl  aihiliaire.C.e  cas  doit  necessaireincnl 
arrivei'  dans  la  résolution  des  é(|uations  dillérenlielles,  (|ni  adniellcnl  des 
constantes  arliilraii'es;  mais  il  ne  |)iinri"i  jamais  avoir  lien  lorscjti'il  s'aj^iia 
d'e(|nalions  tinics. 

t).  Si,  dans  le  Pi(ddenie  dn  n"  'i.on  vnniail  deleiininer  le  n(iini)i'e  «, 
en  sorte  que  deux  ou  plusieurs  termes  de  la  série  donnée  devinssent 
éi^aux,  et  en  même  temps  plus  iirands  (|u'aucun  des  autres  termes,  la  so- 
lution sérail  la  même,  avec  celte  seule  difl'érence  ([u'aii  lien  de  prendre 
pour  la  valeui-  de  y.  la  plus  grande  des  (juantités  y.\  y." ,  y  ....  il  laudrail 
au  contraire  en  prendi'e  la  |dus  petite,  el  il  t'audiail  coiiliniier  ainsi  ii 
prendre  toujoui's  la  [dus  pelile  des  valeurs  de  y  tirées  des  dillerente^ 
égalités;  c'est  ce  (jui  est  aise  à  démonlrer  |iai'  les  ménu-N  principes.  Par 
cette  méthode  on  pourra  déterminer  la  valeur  de  v  en  .»  dans  l'Iiypollil'se 
de  j;- infiniment  grande,  en  snivani  le  même  procède  (|ne  nous  avons  pres- 
ci'it  dans  les  n"*  3  et  'i,  ii  i(da  ()r('s  (|ue,  si  apri's  la  sul)slitulion  de  ax'^  ;i 
la  placi'  de  vil  se  ti'ouve  dill'erenles  puissances  de  .r  dans  les  e\|»osanls 
desquelles  il  y  ail  le  ummuc  mnhiple  de  y.  il  ne  l'ainlra  retenir  ipie  celle 
de  ces  puissances  dont  re\|H»anl  sera  le  plus  gi'and. 

Si  l'on  détermine  de  celle  manii're  les  leiines  ;,  ç',  :',...  de  la  fraelion 
(•(UitiiHU'.  elle  sera  alors  d'aulaiil  pins  couNcrgente  (pie  .r  sera  plus 
ii  lande. 

.Vinsi  l'on  pourra  Inujdurs  Irouver  poiii' cliaipu  \aleur  de  \ deux  dille- 
rentes  fraclions  continues;  r\  si  l'une  de  ces  IVadious  esl  linie,  l'anlre  le 
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sciii  aussi  nrccssairi'iui'iil,  j)uis(|ii('  ces  riaclKUis  riant  irduitrs  en  tVac- 
liinis  ni'diiiaircs  ddivciil  l'tii'  idciirHiiics. 

7.   Soil  proposi'i'  une  (•([iialion  dillV'ifiiru'llc  dr  la  rdiinc  sni\aiilc  <|ui 
est  ti'os-géiirralc 

N.  P.  Q,  W  claiil  des  t'oiictions  qu(d('onf|ii('S  do  .r. 

Si  l'on  siihsliliic,  daii.N  cetlc  t'(iualioii,      ^    ,  ii  la  place  de  v     I    .  on 
aura  cette  transformée  en  y' 


N'  +  P'r'  +  Q',r'=+  R' 


dx 


dans  huiutdlc 


N'  =  N  +  PH  +  Qï+R^,      P'  =  2N  +  P;  +  r'^-,      Q' =  N,      R'=-Rï. 

•  dx  ■  dx 

En  sul)stiluant  de  même,  dans  eetle  dernière  é(|uation,  — '■ — 7  ii  la  place 
de  v'.  on  aura  celle  nouvelle  transformée 

N'  -+-  P".r"  -h  Q".)-  ■  +  R  "  ^  =  o. 


dans  laquelle 

rtx  '  dx 


N"=N'-+-P'^'-+-Q'ï'=-i-R'^,  P"  =  ?.N'-hP'2'-i-R'4^,  Q"=N',   K"=~R'i', 


et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,   pour  delermiiu'r  les  (|uaiUiles  z,  B',  ^", . . .  .  il  n'y  aura 
i|u'ii  taire  dan^  ces  diU'er'entes  e(|iialions 

yzzzax",     y'^bx'^,     y"  ^  cX',. .  ., 

et  deleiininer  ensiiile  les  ex|)osants  a,  ^'j,  7. . . . ,  ainsi  (juc  les  coellicicnK 
corres|)cmdanls  a.  h,  c par  les  métliodes  e.\|)osées  ci-dessus. 
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On  ;iiii;i  ;iiiisi 


J  =  ux",     '■!  =  Ux^,     l"  =-■  ex:. 


S'il  Jinivc  ([iK'  dans  (|iU'l(iii'iiiio  tlt-s  {''(|uatii)ns  Iraiisrinintcs  le  |)rcinifi 
iLMinc  (|iii  ne  rcnriTinc  point  y  '  's'évanouisse,  on  iionrru  alors  salislaiic 
à  celle  e(|llalicin  en   faisant    V  -^  <>:   lii'  eelle  iiianii'ic  l'uiieialidri  >eia 

terminée,  et  l'un  ania  [xinr  la  valenr  de  y  une  IVactiun  continne  Unie. 
Ola  arrivera  donc  l(irsi|ue  l'nne  de  ee>  (juanlités  N',  N",  N ',  N"', .  . .  sera 
nulle. 

On  n'aura  ceiiendanl  par  ee  inii\en  (|u'une  valeui-  iu( ninpli'le  de  \-,  :i 
nidins  (|ne  les  ((((dlicients  a,  h,  <;,...  m-  renrerinent  dejii  une  ((inslanle 
arbitraire.  Pour  trouver  dans  tous  les  autres  eas  la  valeur  eoniplète  île  y, 
il  lamira  intéi^rer  réqualioii  en  j  "    ',  ce  (|ui  est  toujours  possilile 

l'ji  eU'el,  connue  N  '"    '  =  o,  celte  (kjuation  .sera 

# 

hnincdle,  en  faisant  y'"'    '=  -,  se  clian"e  en  ecdle-ci 

PC»  ■  )2  H-  QC"-  Os^  -t-  RC"    )  4-^0, 
ax 

ipi'du  voit  bien  être  inlej;ralde  par  les  inelliodes  connues,  pinsipu'  ::  n"v 
est  (|u';i  la  |)i-einièi'e  dimension. 

\p|di(|uons  ces  règles  ii  (pi(d(]ues  j'Acmples. 


S.   Soit  i'eipiation 


dy 
my  -I-  1 1  -(-  A- )  ^  =  o, 


dans  la(|uelle  on  demande  la  valeur  de  y  «mi  r  par  une  l'raclidn  ( nnlinne 
d'autant  plus  convergente  (|ue  .r  sera  |)lus  petite. 

Sidistiluaiil  d'aixtrd  rt.r^  ii  la  place  de  >',  et  di\isanl  par  r/.r'.  on  a 


///  -t-  a:  -4-  —  =7  o  ; 
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<l;iiis  l'IiNpotlii'sc  (le  a:  tiTs-pi'tilc  cfllc  ri|ii;iti(>n  se  icdiiil  à  -  =  o;  donc 

a  :=  o, 
•  ■t  II'  ciiflliciciit  a  (Irinciirf  indotcrmiiic.  On  ;iur;i  ;iiiisi 

l'I  l;i  li"iiisi'iii-mci-  t'u  y  scrn,  npi'ès  les  r(''du(ii()iis, 

—  m  —  mr  -h  [i  -h  x)  -j—  =  o. 

On  fera  dans  celle  eiiualiuii  v'  =  bx^,  ce  (jui  la  réduira  à 
—  m  -h  b  I  3  —  m   x^  -h  b  ^x>-'  =  o  ; 
iieglii;eaiil  la  puissance  x'^  vis-à-vis  de  x'<^^,  on  aura  siniplenienl 
—  m  -+-  b^x^~'  =o; 

donc 

^  =  1,     6  =  m. 

On  aura  donc 

H'  =  mx, 

el  la  Iransfoiinée  en  t"  deviendra 

dy" 

(m  —  1  )  *■  -H  [ I  -+•  (  «i  —  I )x])^'  ■+- y"^ -h  (i  -h  x)  X  -^ —  =  o. 

Faisant   y"^=cx^,  et  négligeant  d'ahord  la   puissance  x'<^'  vis-à-vis 
de  ,r^,  on  aura  ré(|uatinn 

.  lit  —  i   X  -¥-  c{i  -]-  y)xf  -^  c'x'''  =:  o; 

je  range  les  trois  exposants  ainsi,  i,  '/,  27,  et  égalant  successivenieni  le 

premier  terme  de  cette  série  aux  deux  suivants,  j'ai  y  =  i ,  y  =  -:  la  plus 

grandi'  de  ces  deux  valeurs  elanl  la  |)remièi'e,  je  rado|)le  pour  y.  el 
comme  cetle  valeur'  vient  de  la  comparaisiui  du  |)i'('mier  Icrnu'  avec  le 
second,  je  pnisenccu'c  égaler  le  second  au  Iroisii'Uie,  ce  (|ui  donnei'a  y='); 


lt\^s  i.K  c;  M.ci'i,  iNTi.(;h  \i 


:n:< 


lllilis  celle  Mileiii'  n'rsl    |i(>ilil  ;i(liiiissil)le.  piiree  ijiie  y  ildil  l'Ifi'    ,-  <»  i  1  y. 

J';ii  iliilii'  lllll(|lli'liieiil 

y       I  : 

el,  ei;;il;iill  il  /érn  l;i  sdiiliiie  <les  ((M'Ilicicnls  des  deux  [missiiiiees  x  cl  x^ , 
je  Ir'diive,  il  ciiiim'  de  y        i  . 


Ainsi  l'iiii  ;uii 


5   =  —  (  OT  -    1 1  -  ; 


el  hi  lr;iiisforiiiee  en  >'    seiii 


w  -+-  1  /         m      \     ,,         ,„        'A -¥  X  X  dy 

-, —  .r  -)-     I x\  y"  -t-  y"  ■  -+-  ^ 4—  =  o. 

;|  \  «       /  '  2  «^ 

On  l'erii  T  —  r.r^  el  l'on  troiiveiii  pur'  le  même  |ti'i)eédé  (jne  ci-dessiis 


Odmc  (in  iini'ii 


m  -i- 1  X 


el  l;i  lr;msf(irmee  en  v'*  se  liuiiNciii  de  eelle  l'orme 


2  m  —  2 


'*■  1  r'M-,r"-^- 


^-  jc  ;.i'  dy''' 
3  f/x 


(  )ii  lii'er;!  de  l;i 


m  —  2  X 


3  2 


■I   ensnile  vieiidr;i   l;i  lr;i iislorilli^e  en  y' 


4  (^/.r 


On  en  enm  lni;i 


m  -4-  2  X 
~5~  i' 


4o 
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fl  il  en  icsiillci;i  (•{■Ile  iiiiiisl'oi'inée  en  v^' 

3  (m  — 3)  /         m— I     \  ,       [i-hxixdy"' 


(         m—  i     \ 


l)f  lit  on  lidiivtM'a 

■'~  5""  ?. ' 

cl  l'on  aiirii  cfllf  (liiiist'orilict'  en  v'" 

On  tircia  de  lii 

^^ , , m  +  3  a^ 

et  la  IraiisloriiUM-  en  v"'"  sera 

4  (m  — 4)  /         m— I     \     „  ,        i-hx]xdv^" 

19  \  7  /  '  '  7  </.r 

Kl  ainsi  de  snilc.  ■ 

L)on(   on  aura  ponr  la  sali'ur  de  y  cctlc  traction  continnc 


•  m  —  I)  — 

2 

I  — 


m  -h  I  X 

I  -4- 

3       2 

m  —  1  X 

3       2 

m  -H  2  ^ 

5        2        - 

ffi  — 3  ;r 

*                     5           2 

m-h  3  X 

7        2 

Kl  comme  celte  expression  de  1   renl'einie  une  constante  aritilraire  m. 
elle  doit  élic  iei;ai'(l(''e  comme  com|di'le. 
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Si  w  t'sl  un  iKdiihiv  entier  (|iiel(<iii(]iie  positil'  ou  iié^alil',  l;i  l'iiKlinn 

(■onliiiiie  s'iiiièle.  el  |i;ir  (•iiiisé(|iieiit  hi  valeur  de  y  est  finie;  sinon  hi 
IrMclidii  niiiliinir  ii:i  ;i  l'iiitiiii. 

!).    Si  l'un  |ir(  ihI  rr(|ii;iliiiii  |H'i)|)(»sée 

dy 

mr -\-  il  -h  x)  -j-  =  o, 
dx 

«•1  iin'ciii  l'inli'i^ii'  ;i|ii('.s  l'avoir-  iiinllinlice  par ,  ou  aura 

log)-  H-  m  log  I  -f  X)  =  log^, 
X' etani  une  cotislanlc  arliitraiic;  d'dii  l'on  lire 

_        /.• 

■   ~  {\  +  x]""' 

or  en  faisant  ,r  =  o,  un  a  ici  y  =  k;  et  dans  l'expression  dn  numéro  pré 
icdent  on  a  v -- r/  lorsi|ue  .r  =  o;  donc  k  =  a\  (loin 


-f-  X  i'"  ;  :  -  ; 

r 


don( 


[\  -\- X r  —  i 


mx 

[m- 

-'! 

m-^  i  X 

1  -+■ 

3           2 

m  —  7.  X 

3           2 

5 

I  H 


m  —  3  X 


5         2 
I 


m  H-  3  a: 

7       a 
m  —  4  0? 

7        ' 


40. 


:}1() 


SI  I!  i.iisvdK  ni:s  ruvcrioNs  con  i  inuks 


Ct'dc  ('\|)i'i'ssi()ii  (II'  la  puissance  d'iiii  hiiKunc,  en  traction  cDiiliiHic, 
est  assez  reinar(|iialtle.  tant  par  sa  simplicité  (pie  parce  (pi'eile  a  l'avan- 
taj^c  d'i'lre  finie  pour  lniites  les  puissances  enlieres  lanl  posili\es  (pie  né- 
li'atives.  On  pnun'ail  aussi  la  déduire  de  la  riniiiiilc  de  Newton  par-  une 
division  conliriiielle.  eu  oper'ant  coniine  si  l'on  vniihiil  chercher  le  plus 
i^rainl  riiiiirnirii  diviseur  iMilr-e  l'unile  e|  celle  rorriurle;  c'est  ce  (pr"a  d('j;i 
lail  M.  Laiiihcil  dans  le  second  vidurne  de  ses  /In/nt^ar .  rlc.:  mais, 
i|uoi(|irc  la  Irailrori  coiiliniic  (pidii  Iihiinc  de  celle  rnaiiii'rc  s'acciM'dc 
dans  le  fond  avec  la  pr'ecedeiile ,  elle  se  pi-eserilc  néanmoins  sous  une 
l'orme  heaucorrp  moins  simple  ci  moins  (de^anle.  IVner  le  i^  mi  du  Iroi- 
sii'ine  .\l(''moir-e  de  r(tuvrai;e  cilc. 

10.  (iornmc  la  (pianlile  \  -h  .r  "'  devienl.  dans  le  cas  de  ///  inliuniiciil 
petit.  1  -I- «Hog  r  -hXj,  ou  aura,  eir  srrp|)osaiil  ///  iiiiinimciil  iielit  dans 
la  iVaclion  continue  ci-dessirs,  cl  divisaiil  pai'  ///  apii's  avoir  reiranclié 
l'unile  de  part  cl  d'antre. 


logi 


I-t- 

X 

2 

I-H 

1 

3 

X 
2 

2 
3 

2 

- 

2 

5 

x 

I- 

3 
5 

2 

3 

X 

n-  - 

1 

7 

2 

-+- 

4  ri 

"^     2 

Et  si  l'oir  met  —  ii  la  idace  de   )  .  (|ii'enMiile  on  suppose  ///  iiitinimenl 
jr-arid.  ce  (pii  donne 


I)  \NS   I.K   C  \  Il  II.   IN  IKCK  \l.. 


I     X 
3     2 


I      X 

5  T 


I     X 

5"! 


I     X 

7   -^ 


1 1 .    On  [iciil  l'iK  nie  siiii|)lilici'  ces  Iriiclioiis  ((iiilimii's,  cl,  en  t;cii('i 
Idiilr  IViM'tiuii  l'diiliiiiic  (le  \;\  1(111111' 


r 


l'iMii  icl;i  |c  coiisidi'ii'  (iiic  la  t'i'iiction 
P 


I  -t-  r 


SI'  rrdiiit  a  cfllc-c 


/>'■-^/^)  ^  pi^  +  q  +  n-  pq  . pq 

i  -^  q  +  r  i  +  ç-lr  '         \  -\-  q  - 


aiti-Ni  I  on  aura  d  alxird 


=  S- 


1  +  S'  + 


3IS  SUR  L'LSAr.i:  DES  I  k\(;ti(>ns  continues 

cl.  Ii;iiisriiiiii;iiil  (le  iiK'iiic 


en    ^"  ■ 


?' 


r-.  -i:i 


el  iiiii.si  (le  smli',  la  Iraclidii  [iroposcc  (Icviciidra  <lc  ct'llc  loriiie 


?- 


i-r 


I  -I-  il"  -i-  ?" " 


i  +  S'  +  ?"-  — 


,    l'-r- 


et,  si  l'on  ne  lomiiiciicc  les  Iransl'uriiiatioiis  iircct'ilciilcs  (|ii'aii   sfcdiid 
Ici'iiic    -'■-■:  on  aura  uiif  IVaclioii  de  la  rornic  snivaiilf 


^^. IX 


.-.^^■^r-i::^ 


12.   Si  l'on  a|t|)li([ii('  ces  rcdiictions  ii  la  rdi'imilf  du  m"  !),  on  aura  (  es 
dt'ii\-(i 

m  ^w  —  I   — 

i  1-)-  x)"'  ^  I  -I-  m  X  H 


(m-t-ij  (m  —  2)  x^ 


(m — z)x  9               4 

1.3  (m+  2)(m—  3)  ar' 

(m  —  2.41^  2.5             4 

3.5  (m— 2.Q)x 

(  1  -(-  X  }"■  =  I  H 


-I-  1  I  —  /«  i 1- 


3 

4 

X 

m'  —  4  ^' 
3.5      4 

m-  —  9  ^' 

X  5.74 


DANS  LE  CALCUL  INTKC.UM..  «1" 

D'où,  eu  su|i|iosiml  m  inrmiinciil  prlil  «m  iiitiiiiiiiciil  iir;m(l,  un  ilf(liiir:i 


les  Nlll\aiil('^ 


log(i  +  x)=.x 


2    X^ 

9  4 


2.3  x^ 
I.^.X    _  25      4 

X5"  "     ^  M  f! 

,  a.  îiM  _   49  4 

5.7  H-. 


e'  =:  l  -\-  X  -\ 


lOgl  I  -\-  X): 


1   x^ 

X                        9  T 

'  "     3                                          t    X' 

X                            25    4 

'       3.5    ' 

X 

1    ar' 

'49  4 
1  — . 

I  x' 
X                     3  T 

'  '    2                                 4    ^' 
:c                3.5   4 

?•                          9 

x' 
? 

1  a;' 

1 
3: 

I     x' 

5.7  4" 

I     a:' 
.     7^4 

3-20  SUK   L'USAGE   OES   FHVCTIONS  CONTINUES 

13.   Sitil,  pniir  aluégtT, 

I  x'' 
34" 

i  =  I  H 1 

I       X^ 

375  4" 


I      x^ 

I     x'^ 


on  iiiir:i,  [liir  lii  (Iciriieit'  toi'iimlc, 


s  — 


<iii  I  un  tue 


donc  si  l'on  met  partout,  à  la  place  de  x,  2X\/—  1  ,  la  valenr  de  s  sera 


sinx         langjc 

X       , 

Ile  (Ml  on  aura  taniJar=— ;  done 
1  o  4. 

tangx  = ^ 


3.5 
I 


5. 
I 


7-9 


Celte  expression  de  la  laiii;cnte  |)ar  l'are  s'aeeorde  dans  le  lond  avee 
eelli'  (|ne  M.  I.aniliert  a  doin)ee  dans  les  Mémoires  de  \-j(h  ,  et  ipi'il  a  de- 
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(luile  (les  séries  l'onmies  «lu  sinus  et  <lii  rosituis,  divisées  l'une  par  l'autir 
snivani  le  |)r()eé(lé  «|iii  sert  ii  lionver  le  |)!us  grand  eoninmn  diviseur. 

\\.    (iiirisidenuis  iiMiiiili'iiaiit  re(|iiali(iii 

<ly 

I  —  (1  -t-  J"i  -,—  —  ", 
ax 

et  clierelions  par  noire  niélliode  la  valeur  de  )  en  r  exprimée  par  une 
Craetion  eonlinue  d'autant  plus  convergente  que  .r  est  plus  petite  dans  la 
supposition  de  ri  >■  o. 

r"  On  trouvera  ç  =  a\  el  l'on  aiiia  «elle  Iraiisl'oiiiii'i'  en  y' 

—  X"  -I-  (i  —  a;")  J  +7  '  +  (I  -I-  ^"  J^-J—  =  o; 

2"  On  aura  c'= >  el  de  l:i 

n  -+- 1 

n^x"  1         «—I      \     ,,         „,       \i-^x")x  flr" 

(  «  -t-  I  )'        \         n  -\-  J      )  •  rt  -t-  I        (Ix 

3"  On  aura  £"=  , r-, >  et  de  là 

(n  +  i)(2n  ■+■  1' 


[n  +  ifx"       /  x"     \     ,„         „,, 

—  ; ^,-  -f-    I ■ — -    r"  ■+-  r  '  + 

{2n-hi?        \         ?.«-*-!/• 

/("  On  aura  c  =  , --^ -■>  «M  «!«■  la 

'  -         V2/H- i)(3/n- 1) 

3n  -I-  0'        \         3«  -t-  I      / 


[i  +  x")x  dy"' 
an  +  I      dx 


\  +  x'')x  dy'' 

=:  o; 


(3n-l-0'        \  3W-+-1       /■  '  3n-l-i       r/.r 

4re» 


3"  On  aura  :'*' =  ^^ ,    , ^  el  «le  l;i 

(3/1-1-  «){4«  +  li 

( ?. n  +  II' o:"        /             X"     \     .         , ,       n  -^-  X") 
-, ■ -I-     I  —   ,    — —  I   Y  -t-  )    ■  -t-  —, 

(4«  + 1)'       \      4«  -•-  '/  ■  4"  -t-  ' 


Il  +  x")x   dy" 
dx 


()'    (  tn  aura  ;  =  -7-^ -— = :i  el  «!«'  la 

,  ^n  H-  i){5n-h  t) 


qn'x"  1  n—  \       \     . 

5n-4-i)»        \         5n-l-i       /• 


i  '\-  x)"  X  d )•' ' 

y-'--\ ■-—  —  o; 

5/;  -(-  I        dx 


M-2  SUH    LL)S\(iE   DES   IKV(TIONS  CONTINUES 

7"  On  iiuiit  S"  —  -= ^^-^ »  et  de  là 

'  ^         (5«-t- 1)( 6/1-1- 1) 

(3h-*-i]'x"       /  X"     \  ,       {i -^  x")x  dy"" 

(6/14-1)'  \        ëii  +  ij-'  ■'  6/1 -h  I       <lx 

8"  On  aura  £-  =       ^^/t-nj'^'         ^^  _,  _  ,.,^ 
(6/1-1-  i!  (7/i-t-  I) 

Ainsi  l'un  aura  pour  la  valeur  de  v  ccllf  rracliun  cuiitiuiic 


(/l  -H  l)(2/l  -I-  I) 


(  2  /l  -)-  I  )  (  3  /l  -h  I  ) 


(2/l)=a7" 


(3/1-1-  i)(4/H-  «) 
(a/n-  \?xr 
(4/1-1-  i)(5/î-i-  i) 
■^ "^ — T"; — 


(5/1  4-  i)(6/n-  i) 


(3/n-i)'^" 

(6/^  -I-  i)(7/i  -1-  1) 


Oi-  récMialion  dillcrcnlicllf  propuscc  dounc  |>ar  l"mt('i;ra(i(>n 

dx 


-\^^ 


par  coiiscMiucul   la  valeur  (If  cfllc  iulet;rale  sei'a  re|)reseiilee  |)ar  la  (rac- 
liou  (■(uiliiiue  (jue  uoiis  veuiins  (le  lr(uiver. 

lô.  Si  Tun  fait  n  -^  \  .  alors  v  —  loj;  i  i  -H  J', ,  et  la  IVaclion  ((Uiliiiue 
qui  exprime  la  valeur  de  x  reviendra  au  nuMiie  (|ue  ((die  (|ue  nous  avons 
trouvée  plus  liaiil    10   . 

Si   r(ni   l'ail   ji  —  x.  ahus   v  -   arc  lani;.i  :   ainsi   l'on  aura,   pour  l'ex- 
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pression  de  \'nvc  |):ii' s;i  t;iiii;ciilc.  celte  ri-iclidii  eniiliriiic 


iiii  laiig^'  - 


J 


3.5 


9^ 
57? 


T9 


25  X' 

9^ 
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Olle  (leriiière  e\|iressi(>n  a  aussi  dejii  ele  Iroiivee  par  Al.  Lainhcrt  dans 

rOiivrai^^e  cite,  d'apri's  la  série  x 5-  -+-  -^  — ...,  mais  sous  une  Iniine 

^l<>in^  >iniple  (pU'  la  preeediMile. 

16.    On  \()it,  par  le  n"  I  ï,  cpie  les  \alenrs  |,  ç',  £" ne  vinil  pas  en 

diminuant;  de  sorte  (|ue  tpudcpie  loin  (pie  l'on  |)oiisse  la  l'raelion  eonli- 
niu',  on  ne  sera  jamais  en  dr'oit  de  néij;lii;ei'  les  ternies  snivanis.  Mais,  si 
les  valeurs  dont  il  s'ai^il  ne  vont  pas  en  diminuant,  elles  eouM'i^cnt  ce- 
pendant vers  une  même  (pianlité.  et  cette  circonstance  donne  le  moyen 
de  ti'ouver  il  très-peu  pri's  la  valeur  du  reste  de  la  traction  continue. 

l'ouï'  cet  ellet  on  n'a  ipi'ii  considérer  les  dillereiiles  transformées  en  y', 
v",  v",...,  et  l'on  \eria  (pie  la  Iransrormee  y"""'  sera  représentée  ainsi 


(?«)■- 


\2    /  r  in  —  i)ar"    1    ,  ,      ,       ,n  (i-i-x"ix     dy<i'> 

[(a  — 1    «-4-I'       I  fy.  —  I    n  +  ip  '■•^      '        (u  — i)«-t-i     (Ix 

si  ij.  est  pair,  el  de  cette  maniiTe 


[(  f/.  —  I  i  «  -(- 1 1 
si  jx  est  impair. 


a  — I   w-l-ij''  '•■'      '         (X  — i)n-i-i     ax 


4.. 


Wt  SUR   L'USAGE  DES  FRACTIONS  CONTINUES 

Or,  si  a  est  un  nombre  fort  grand,  alors  il  est  visible  (jne  le  premier 
terme  se  réduit  toujours  à  -  '-ri  cl  iiiie  les  autres  termes  se  reiluiseni  à 
ceux-ci  j'"^'  -t-  f  j"^'J';  de  sorte  qu'on  a,  dans  ce  cas,  la  liaiist'ormée 

X» 


,  .r<^'  +  [}<^'>]' =  o , 


d'où  l'on  tire,  en  t(énéral. 


^■(.)^-'±^'  +  ^, 


nais  les  valeurs  de  y  devant  èti'e  nulles  lors(|ne  .r  =  o,  lui  aura 


,.,.,  =  -'  +  n/'  +  ' 


Donc,  lorsqu'on  aura  poussé  assez  loin  la  fraction  continue  du  n"  14, 
il  faudra,  si  l'on  veut  s'arrêter,  ajouter  apri's  l'unité  dans  le  dénominateur 
de  la  dernière  fraction  la  quantité  (|ue  nous  venons  de  trouver,  ou  bien  on 


donnera  à  la  dernière  fraction  pour  dénominateur  la  (|uautité ^^ 

On  pour  la  en  user  de  même  dans  tous  les  cas  send)lables. 

17.   Soit  encore  proposée  cette  ei|nali(in  dill'erentielle 

I  +  1.  m  X  y  —  >-  -1-  nx'  -f-  =  o, 

(IX 

dans  laquelle  on  demande  la  valeur  de  j  en  a-  par  une  fraction  continue 
d'autant  plus  convergente  que  x  sera  plus  petite. 
i"  On  trouvera  |  =  i,  et  la  transformée  en  y'  sera 

dv' 
—  imx  —    2  -h  y-mx  y  —  ^'  '  -t-  nx^  ---  =  o ; 

2"  On  aura  Ç'=  —  mx,  et  de  là 

dy" 
m  —  n   X  —  [-i. -\-    n—  ?m   x]  y"  —  a  r"'  ■+-  nx-    . —  =  o  ; 
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j"  On  iiiini  :  =  a-,  el  <li-  la 

2 

—    m-(-/i  X—    2-1-2  m  il)-    — 2)   '-(-«j:=— j — =o: 

dx 

4     On  aura  i   = x,  et  ilc  la 

m  —  1/1   X  —  I  2  -(-    n  —  a  m   x    )■"  —  a  )•"■  -t-  nx'    i —  =  o; 

ax 


5"  On  aura  ='"  = 


dr 


—    m  -^  7.n  X  —  ^1  -i-  ■?  mx  ,r  —  2  >•'  -  -h  n  x'  -=-   :=  o  ; 
j  j  (/x 


«J  — 3/i'X  —  [2-1-   '•  —  2/n    XV"  —  2_^'"- -r- «X- — ^ — =:o; 


</x 


7"  On  aura  -  '  = x,  et  de  la 


Ainsi  la  valeur  Je  y  sera  exprimée  par  eelte  tradion  continue 


m  —  3n 


laquelle  se  terminera,  ((.iinnu-  l'un  M>it.  toutes  les  fois  que  l'on  aura 
m  =  /  n.  '/.  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  négatif. 

Dans  ce  cas  on  aura  donc  une  valeur  tinie  de  y.  mais  celte  valeur  ne 
sera  pas  complète,  puisqu'elle  ne  contient  aucune  constante  ;irl)ilraire. 


Mii  SUR  L'USAGE  DES    FRACTIONS  CONTINUES 

l'iMir  hi  coiiipléter  on  suivra  la  méthode  l'Usoignéo  ilans  le  ii"  7. 

Km  cllrl.  en  coiisidcraiil  les  dilléreiiles  transformées  en  y',  j",  )'",..., 

un  Vdil  aiseiiii'iil  (|iic  la   traiistiirmee  y"""  sera,  en  sii|)|i(isaiit   m  ^  -  n 
lors(|iie  a  esl  |)air.  el  m  =  —  ~ n  loi'S(|Ue  a  esl  im|tair, 

—  [■>.  —  [a  —  iix]_r'^'  —  '•[j"''!'  ■+-  «-^'-4 —  =o. 

Ia(|nelle  en  l'aisanl  v  i^  -  -  -  deviiMil 


[i  —  [(j.  —  \i  x\  z  +  ■}.  -\-  nx'  -j-  =  o ; 
d'oii  l'on  tii-e.  par  l'inleiiration. 


"       dx  \  e""  X  "    ■ 


/•  flani  iiiif  iiinslanle  arjjitiaire. 

Donc,  lors(|ue  dans  la  fraelion  eontinue  (|ni  exprime  la  valeur  de  y  il 
arrivera  (|u'un  des  numérateurs  devieinlra  nul,  ce  (|ui  fera  disparaître  le 
reste  de  la  fraction,  il  faudra,  pour  avoir  la  valeui'  coinpli'le  de  y,  écrire 
après  riinite  dans  le  deiiuMiiiialeur  de  la  dernière   frailidti    partielle  la 

(|Mamile  -_  ■   en  preiiaul  pour  ■;.  le  rallia  de  celle  Iradioii. 


Par  exemple.   l(MS(pie  ni  -  -  /i .  on  a  y 


iix 

I  -H  o 

termine  ;i  la  seconde  fractii)n,  je  fais  a  =-  2,  ce  cpii  uic  doini 

z  =:  1  /i  —  -    je    "^  X       "     dx  I  e'"  .r" , 
cl  j'ai,  piiur  la  valeur  ((impli'le  de  r,  l'expicssion 


comme  la  série  st' 


lit  ainsi  des  autres  cas  sendilahles. 
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18.    Si  (l:iii>  rf(|n;itii>ii  iliU'cri-iirn'Ilc  du  iiiiiiUTn  pirccdriil  nu  Inil 

.»'  —  (/  /',       )•        h  Pu, 

I  •*!  M  t'l;mt  (le  iinuvfllfs  v;iri;il)lt's,  file  (IcvhmiI,  ;i|irt's  les  sul)stiluliuiis  i-l 
li-s  ivdiiclioii.x. 


— 1-      ■- —  i,—i-,ff7  _^_  — ^ 

ill  II  t         lia  iifili 


l;ii|lli'lli'.  i'l;iMl  cuillliMl'cc  ;i  l;i  ruilllc  f^fiifl'Jilf  de  riM|ll;ili(ill  de  IVicciili 
du 


dt 


KtPii'  -h  Bli  =  o, 


doiiiK 


^  ^       p-^g  +  f      3^  p-<i      m  _         p-q  ^^       ar  ^ 

'  2  n        7.(p-hq-h7]  «v/Tb' 


\n- 


de  sorte  (in'il  reste  encore  une  iiidetei  luinee  n.  (|u'on  peut  hiire  égale  à 
tout  ce  que  l'on  veut. 

L'équation  dont  il  s';ii,Mt  sera  donc  intéi,nal)le  toutes  les  fois  que  les 

exposants  p   et   q  seront   tels,    (|ue   hi    valeur  lie    -  •    savoir   la   ()uantile 

— - — — — ■>  sera  égale  ;i  un  uoniliii-  entier  iiuelconoue  nositit  ou  ne- 
■?.  p  -h  g  -h  -y  "  '  '        ' 

galif;  ainsi  les  conditions  île  l'integrahilite  de  l'eiiuation 


du 
dt 


—  Mi-u'-i-  B/'  =  o 


seront  lenfermees  dans  cette  égalité 

Il  —  2I  p  —  4 ' 


),  étant  un  nombre  entier  qnelcou(|ue  positif  ou  négatif:  ce  qui  s'accorde 
avec  ce  que  l'on  s;iil  déjà. 

19.   Onnnie  la  forme  des  traitions  continues  est  peu  commode  pour 
les  opérations  algi-hriques.  nous  allons  réduire  ce>  fractions  en  frac  tions 
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onliiiHircs,  ce  qui  donneni  lieu  à  des  conséquerrces  imp(irl:iiilt's  sur  lu 
n;itiiir  lie  res  mêmes  fraclioiis. 

Piiiii  cchi  il  m'y  m  (|irii  ic|iiciiilrr  les  loiiiuilfs 

n-.)-''     •^        '-*-.''"'  '-i-j'"' 

(lu  II"  1  cl  siilislitiicr  siicccssivcmciit  dans  la  picmii'i'c  les  valeurs  de  j'', 

y",...  (Idiinccs  par  les  suivantes:  ce  (|ui  ddUiiera 

^        g  +  ^r"  ^      g^gr+gr  . 

I  -h  _r'      1  -h  r  +  J-"      n-  ^'  -f-  ^"  -4-  (  I  -(-  ^'  )  _7-"'     ■  ■  ■  ' 

mais  pour  lendre  plus  sensible  l'ordre  (|ui  règne  entre  ces  formules  suc- 
cessives on  fera  les  deux  séries 

p  =  o,   P' ^ ?,   P"  =  p r -(- p',    p'  =  p' ï" -H p' ,    p« ^ p" 2'  -(- p 

0=>.    Q'-  I.    Q"-Qr  +  Q'.  Q'=Q'r+Q",    Q-  =  Q"r+Q"',- ••. 
et  l'on  aura 

,.  —  Pj'  +  P'  „  P'.r"  +  P"  _  P".r"'  -t-  P'"  _  P">- 


QV  ^  Q'      Q',1-"  -t-  Q"      Q".r"'  +  Q'"      Q"'.i-'  +  Q" 

De  sorte  (|u'il  n'y  aura  plus  qu'a  substituer  dans  ces  expressions  les  va- 
leurs de  |.  S',  I',....  ainsi  que  celle  de  la  dernière  des  (|uanlilés  v',y, 
y" , . . .  pour  avoir  la  valeur  conipli'le  de  ^■. 

2(1.  Je  reuiar(|Mr  uiainiciiani  ijuc  comme  les  (juanlités  y'.y,  y , . .  . 
sont  necessairemenl  com|)rises  entre  tes  limites  ce  et  o,  si  l'on  substitue 
successivement  ces  valeurs  cxlrenies  ii  leur  place,  on  aura  cette  servie  de 
fiaclions  rationnelles 

P       P'       P"        P^       P- 

o"     o"     ()"'     O"'     ô"'     ■' 

qui  convergeront  nécessairement  vei's  la  vraie  valeur  de  >-. 

Pour  prouver  cette  convergence  et   en  déterminer  la  (pianlite  pour 
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cIkuIiii'  ''■"iiiiii,  (•()iisi(l«'T(m.s  les  (linV'iciici'S 

Pj  + 1''      P       PV  -f-P"       1^ 
QZ  +  O'      Q'    Q'r"  +  Q"      Q''"" 

l('S(Hi('lli'N  se  ti'dni^ciil  il 

P'Q-Q'P  P'(j'-Q'  p 

0  Q.)'+Q')'     Q'(X>'.r"^Q" )'■■■' 

or  on  ttoiivc 

I'  Q       Q'P       ^ 

|>"Q'_Q"1>'        (()'!>         |.'Q^'_         g^'^ 

P'"Q"_Q"P'    Q"p'  p'0')r=??'r. 

cl  ainsi  de  siiilc;  ddiic  les  dilIV-icnccs  doiil  il  s'agit,  c'cst-à-dirt'  les  fxt'i'S 

I'     P'     P" 

(le  la  vraie  valeur  de  v  sur'  les  IVaclions  -  ,    -?  ^;7'---  senml 


U' 


\XX' 


Q  (Q  r'  -1-  0')  Q'f  Q'.r-"  +  Q"  ■      Q"(  Q"/"  +  Q'") 

D'où  l'on  voit  (jne,  si  l'une  des  quantités  |',  £",  2'",...  devient  null<'. 

aui|iiel  cas  la  fiaelion  idnlinue  est  iinie.  la  fraction  eorrespondaute  dans 

P     P'     P'' 
la  suite  —•.  ^,-,  >y7'  •  •  ■  donneia  la  valeiii-  exacte  de  v. 

Kn  général,  coninie  les  (|iiantilés  |',  ;",  |'  ....  sont  toujours  lirs-petitcs 
lorsque  x  est  supposée  Iri's-pelile  (1  j  et  (|u'il  en  est  de  même  des  (]uan- 
liles  v',  y",  v",...,  il  est  clair  (|ue  dans  celte  supposition  les  (juantilés  Q, 
Q,  Q", .  . .  deviendront  égales  ii  l'unité,  et  (|ne  les  (]iiantites  Q  v  ,  Q'.v". 
r)' >■  , .  .  .  deviendront  milles  vis-ii-vis  de  cidles-l;i:  donc  en  ^iipposanl  x 

tri'.s-petile,  les  excès  de  j' sur  les  tractions^,       ,  n  "'      ^*  lediiiniiit  à 
par  conséquent  ces  fractions  seront  exactes,  aux  (piantites  des  ordres  5, 


près. 


IV. 


42 
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21.   Prenons  l'I-AcnipIf  du  n"  8.  di'i  l'on  ;i  trouvé 

on  trouvera  les  l'ormuics  suivantes,  où  je  supjiose.  poui  plus  de  simpli- 
cité, a-=  \, 

P  =  0, 
P'=i, 
P'  =  I , 


.-^"'-'■'■t-, 


_  2(/n — 2)  /n  —  ■}.]   m  —  1)     , 

4  4-3 

^^  a  (m— 3)  m  — 3)^m  — 2) 

P""     =1 p X  -^ ~—j x\ 

3  5.4 

3  (m — 3)  3  (w  —  3  )  Hi  —  21  >ot  —  3)  (m  —  2   (m— i) 


6.5 


6.5.4 


„  3  m  —  1)  Z  m  —  4 K"!  —  3 ^     .        m  —  4  i  !  w  —  3     »t  —  2  )     , 

pv,,,  _   , ?_  j,  _| T^i ^.2  . T_ ^ ^3, 

7  7.6  7.0.5 

4('«  — 4)  6iw  — 4>  w  — 3      .      ^[m  — &){m  —  i){m— ■>.)    , 


«  8.7 

[m  —  4)   "*  —  3)iOT  —  2)(m  —  i)     ^ 
8:^:675  "^  ' 


8.7.6 


Q  =.. 
Q'=  I  -t-  »(  x. 


3.2 
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^  2(ffi-(-2)  (m-i-2  (/n  +  i)    , 

^  3(/n-f3)  3(mH-3)f/n  +  2)    ,      (m  +  3)(m  +  2)  (m -1- i) 

Q...    -:,,+ _ ^+ __ x^^  g-g-^  X, 

_         4(m-t-3)  bimH-3)(OT  +  2)     ,       4(/w  +  3)(OT  +  2)(mH-i)_^, 

^  7  7.6  7.6.5 

(m-f- 3)(m-i- 2)  (»n- i)/w    , 
■^  776751  ""  ' 

,    4i/w  +  4)„,    6(w-f-4)(m  +  3)  _,  ,   4(m-<-4)(m-«-3)(m+2) 

(m -h  4)('w  +  3)(m -t- 2)(m  +  I  )    , 
"*"  8.7.6.5  "^  ' 


Or  nous  avons  vu  dans  le  11"!)  (iiic  la  valeur  de  y  est  : — - — -;  ainsi, 

p    P' 

faisanl  a        1,  (Hi  aura  [Hiiir  la  valeur  de  (i -*- .r)~'"  les  tVartions  ^)  ^, 

^,5---,  les(|ueiles  seicuil  exaetes.  aux  (|uanliles  |)ri;s  des  ordres  x",  x' , 

x",  x^ 

Donc,  si  l'on  renverse  ces  f'raclions,  ou,  ce  qui  revienl  au  même,  si 
l'on  l'ail  m  uégalifel  (]u'on  néglit;e  les  deux  premières  fractions,  (ui  aura 
les  approximations  suivantes  vers  la  valeuide  ',  \  +xj"' 


i  -h  mx, 

m  -r-  I 


2(m  -t-  1)  {m-\-  i  m 

5 X  -i 5 

3  3.2 
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2(m-+-2)  (/w-H2)(  ni-hi) 

1  4-3 


•  /"     •         "'    ■.>.)(m-I) 

3(/n-t-2}  3(m  +  2)(m  +  i)     ,       (m -h  2)(m-l-  i)m    , 

'T^"^^  5.4  "^  "^  5.4.3 

2(m  —  3)  (m— 3)(/n  — 2)    , 

I ! — ■  X  ■+- -f^. x^ 

5  5.4 

3(/H-f-3)  3(m-i-3U'«  +  2)  ^m-(-3   (m  ~  2)   ni-\- 1 1 


6.5  6.5.4 


3(m  — 3)  3(m  — 3)(/n  — 2!     ,       t  ot  —  3)(m  —  3)  i/w—  i) 


6.5  -  6.5.4 


et  ces  expressions  sont  exactes,  aux  (|iiiuitit('s  près  des  ordres  ^7-,  .r',  x*, 

x^,  x^ .  .r' e'esl-à-dire  qu'elles  soûl  exactes  jusciu'à  la  [)uissance  de  a; 

iMcliisivciiicnl  (|ui  sei'a  le  produit  des  deux  plu^  hautes  puissances  de  x, 
dans  le  numérateur  et  dans  le  deuuniiuateur:  c'est  de  (|uoi  on  pourra  si 
l'on  veut  se  convaincre  à  posteriori  in\  résolvant  les  fractions  précédentes 
en  séries  et  les  comparant  avec  la  série 


On  peut  traiter  de  mémo  les  autres  fractions  continues  (|ue  nous  avons 
trouvées  dans  le  cours  de  ce  Mémoire  et  en  tirer  des  conclusions  seui- 
hlables;  c'est  sur  quoi  nous  ne  nous  arrêterons  pas.  puisque  ce  n'est 
qu'une  atfaire  de  pur  calcul. 


sdi.i  Ti(i\  \i,i.r;iiiii()i  K 


^l!OlîM^Ml•:  i)i:  ('.KiniKTiiii;. 


soi.i  Tln^  M.c.fiisnioi  r 


UOBL  f:\lK   IIK  (.KOMKTIilK 


[Nniiveaii.r  Ménioiifs  de  /"  4inilfiiiir  rouilr  drs  Siîciêii's  ri  ISfllf\-l.clli 
ilf  liriiiii.  iiniiéi'  I  ""(>.) 


Pli()IiI.KMI%. 

Étant  donné  de  grandeur  et  de  position  te  cercle  R.M.NP.  inscrire  dans 
ce  cercle  un  triangle  MNP,  dont  les  trois  cotés  N.M,  P.M,  P.N.  prolonges  s  il 
est  nécessaire,  passent  /)iir  trois  points  donni-s  A,  15,  C. 

Soi  I  ri()\    \i,(.i;i!Hioi  '■• 

Je  tiiT  (les  trois  points  (lonni's  ;iii  ci'iilri'  ()  du  icicir  les  dioilcs  AO. 
HO,  CO;  CCS  droites  sont  données  de  ;;i;indenr  el  de  positidn.  pince 
(|u'ell('s  (lelefniinent  la  position  des  trois  points  donnés  A,  H,  (!. 

Nonnnaiit  donc  AO.  a\  BO,  h;  CO,  c;  l'angle  AOH,  m\  l'angle  AOC.  //: 
les  cin(|  (pianlites  «,  /',  r,  m,  ii  sont  données  el  coiinnes. 

(")  Cène  solution  a  été  publioc  p;ir  M.  de  Caslillori  on  UMed'iin  MiMnoiiv  mlitiili'  ;  Sur  une 
nnuvctlr  pniprivlé  tics  xccliim.i  cnniijiirs  ni  qui  l'ait  partie  (lu  volume  de  l'Aïadéniie  de  Bi'rlin 
pour  l'année  1776.  Voici  en  quels  termes  s'exprime  l'Auteur  du  Mémoire  : 

"  Le  lendemain  du  jour  dans  leipiel  je  lus  à  l'Académie  ma  solution  du  Problème  eoneer- 
■1  nant  le  cercle  et  le  triani^le  à  inscrin'  dans  ce  cercle,  en  sorte  (pie  cluKpie  coté  passe  jiar 
»  un  di'  trois  points  donnés.  M.  de  la  (ïraoL'e  m  en  en\ova  la  .solution  aliiébriipic  suivante.  « 

i  Mille  (tr  l'hitilriir.) 
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Je  lire  piTsiMilt'inciit  aux  trois  pdiiits  M,  N,  P  de  la  circoiirereiirc  du 
cercl»',  où  sont  les  anij;lcs  du  triangle  eherclié  MNP,  les  rayons  OM,  0.\, 


OP  :  il  est  clair  (|uc  ics  li'ois  lii^iies  sont  (ioiincc^  de  i^iaiideiic,  paice  (juc 
le  eerele  est  supposé  donné  de  grandeur:  mais  leur  |)osili(in  est  incon- 
nue, et  c'est  ce  (|n'il  faut  (  lierclier. 

Nommant  donc'  Tangle  AO^M.  .r:  l'angle  AON,  v.  et  l'angle  AOP.  ;:  la 
question  sera  réduite  ii  trouver  les  valeurs  des  trois  inconnues  .» .  ^ ,  z. 
Je  nomme  de  plus  le  rayon  du  cen  le,  /. 

Cela  posé,  je  considère  d'abord  le  tiiangle  isocidc  NOM,  datrs  lc(|nel 
on  a 

l'aiiiîlc  au  ceiUre  NOIVl=r  —  x; 


donc 


!•       1    /-wvT»«        i8o"— r-(-x            ,,       r— ar 
I  angle  ONM  =  •■ =  90"— 


linsnile  je  considi-re  le  triangle  AON,  dans  lc(juel  on 


I'ani;lc  nii  contre  \0N  --  r,      et      l'angle  ONA  =  qo° — 


y  —  jc 


donc 


l'angle  OA.N  sera  =  90"  — -• 

Donc,  par  la  prii|>ortioniialité  des  cotés  aux  sinus  des  angles  o"p|)osés, 


DlIiN    l'IiOlll.KMI':   l»K   GKOMKTHIi; 

m  ;iMi:i  (hiii>  le  iiii'iiic  Iriiiiii^lc 


/  y—x-\      .    /  r+*\ 


(l'on  1(111  lire  r('(|uati(iii 


:{;n 


l;i(|iicllc,  |);ir  les  Tln-nivincs  cdiiihis.  se  icdiiil  ;i  (■cllc-ci 
n    cos—  cos—  —  siii  —  SI  11  —  )   -  /•    (OS  • 

\  2  ?.  ■>.  1  j  \  2 

OU  Ilicii 

ifl  —  r  fos  --  cos^  =  (rt  4-  '■  1  siii  —  siii  —  ; 


•    cou- — f-  siii  —  sin  — 

2  2  2  2 


■I .  div  is:iiit  |);ir  ' n  -+-  r;  cos—  cos  -5 


inii^  -     utiii 


2        ti  -t  ( 


On  Iroiivciii  niic  muIic  (•(|iKilioii  sciniihiMc  en  ((m.sidcrjiiil  d'iiliord  le 
lii;iiii:l('  isocclc  P03I,  et  cnsnilc  Imil  le  lri;iii|;lc  l'OH:  cl.  sans  l'aiic  un 
iKMivean  calcul,  il  sullira  de  sulislilucr  la  lijiiic  OB  au  lieu  de  la  lii^nc  0.\, 
cl  le  rayon  01' au  lieu  i\\\  layoïi  0\;  donc  au  lieu  de  ci  on  aura  A,  au  lieu 
de  l'aiiLile  MOA  .i';  on  aura  l'auj^ic  MOIS  t  m  ,  r\  au  lien  de  l'anj^le 
\()A     V    on  aura  l'angle  P()H     --     -  mj. 

Donc  la  nouv(dle  e(|ualion  scia 


m         b  —  , 


IV. 


4i 
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lùitiii  on  tri)iiv('i;i  une  troisiènu'  é(|uation  semblable  par  la  rousidéra- 
liiiM  ilii  liiaiii;le  isocèle  POM  el  du  triangle  POC.;  el  |Hinr  cela  il  n'y  aura 
(in'à  nn'ltre  dans  la  première  équation  (i),  à  la  place  de  la  liiiiic  \(\  (a) 
la  li<4;ne  OC  'Cj,  à  la  place  de  l'angle  .MOA  (.r)  l'angle  NOC  \  y  —  n ),  et  à 
la  place  de  l'angle  NOA  (y)  l'angle  POCfs  —  rij-,  de  sorte  qu'on  aura 

)•  —  n          z  —  n       c  —  r 
(3)  laiiK- tang- —  ■•, 

el  (  es  Irois  e(|nations  sciviroiil  ;i  dclcrminer  les  Irois  angles  inconnus  x, 

Faisons,  pour  pins  de  sini|)licite. 

lang  —  =z  i,      tang  —  =  <,      tang  -  -    u, 
?  2  2 

m                         II                 a  —  /•         ,         6  —  ;•        „        c  —  / 
lans—  "    P,      laiig-  =  '/,       =  A,       -, =  B,      —  (,; 

'    ■?.        '  2  (I  -h  r  b  -h  r  c  +  r 

les  Irois  équations  (|iie  nous  venons  de  trouver  (i),  (2),  ('5)  devicndidiil. 
par  la  pinpiicle  connue  des  tangentes. 


st=  A., 


±—JL   "~P  —  R     1:1-1-  "  —  '/ 


l  ^  ps    I   -^  pu  I  ~i-  qt    I  -r   '/« 

La  lurniii'rc  doiuie 

A 

1=  -; 

la  seconde  donne 

B  —  p-  -T   i  -i-  B  ;  ps 

"  ~  -"T-^B  /j~    i-B/j^t" 

et  ces  valeurs  elanl  suiistiluces  dans  la  Iroisieinc,  on  aiii;i 

K—  qs      B  —  p-  -^    1  -hB   pq  -h  i  i  ^  H]  p  —    \  —  Bp'   q    i  , 

\q  -^s  —    i  ->-B  p  -^-   B  —  p-  q  -x-[i  —  Bp^  +    1  -+-  B  )  ^7  '  » 

c(|nalioii   (pii.  (iani   ordonnée   pur  rapport  ;i   rinconiiue  ,f.   moulera  au 
second  degré,  el  sera  par  coiise(|uent  icsoluhle  par  la  li'i^le  el  le  ronipas. 


D'UN    l'KolU.KMi:   l>l-:  (IKdMKI  itli:. 
Soi(.  |)(iiii-  ïiliiT^fcr  ciicdic, 

B  ~  //'  -H  (I  +  B)/**/  -  H", 
(  I  -4-  B  /<  -     I  -    B/>'  q  —  Cl, 
-  {i+  W  l>   ,     B      ji'  <i  =  II, 


:{:{!i 


m  ;i(ir^i  rt'(|ii;irniii 


Âç-P*  H  -1-  Ri  ~   " 


l;i(|lirllc  M'  l'rdiiit  :i 

(K       (ir/ u   4-l(;H  -  AG  +  (CK  —  F   Aç]^-  AF-  CH7  , 

il'oii  il  est  facile  de  lirt'i'  s.  l-lnsuilc  on  ;iiii;i  /  i-t  11  |i;ir'  les  lormiilcs  ci- 

I  ,.  1  II  1  I        ^<'^I      AON 

dessus.  ()ii  ((Uiiiiiili;!  donc  |);ir  l;i  les  tiiiineiilcs  des  jinyles  » , 

I  ,  '^  ■?.  2 

AOP 

—  — ;   par  (•(iiise(|iieiil  les  [Kiiiits  .M,  .\.  P  seninl  «leteriniiies  par  i'ap|)(itt  à 

la  ligne  OA. 


43. 


lUKIlKIICIIKS 


KKMINVTION  IJI   NdMHIIi:  DKS  KVCIMIS  hIAdIN AlliKS 


DANS    I.KS    KOI:  M  IONS    1,1  I  T  K  l{  U.  KS. 


UKCIIKHCIIKS 

Slll    l.A 

TKHMINATION  DU  MlMIiUI'  DKS  KVCINKS  IMACINAIUES 

DANS   LKS   ftyUATKiNS   III  rflt  \  I.KS   (*). 


{ Moi/vetiiir  .Mriiifiiri:\  liv  l\4i(idéii>ic  royale  îles  Sciences  r(  Belles- 1, en ii 
de  Berlin,  année  1777.) 


Di's  (|ii'uii  riil  résolu  les  ('(Hialioiis  ilii  scciiiid  ilci^rc,  on  dut  rfin;ii(|ih'r- 
i|iic  li'iiis  racines  lie  |»eiiveii(  èli'e  réelles  ii  iiioiiis  (|iie  le  carre  île  la  iimi- 
lie  (hi  cdellicieiit  du  second  ternie  ne  soit  plus  i;rand  (|ue  le  dernier 
leriiie  pris  avec  un  signe  contraire;  parce  (|ue  l'expression  de  la  racine 
contient  le  radical  carre  de  la  dill'éreiice  de  ci's  deux  (|uaiiliti's  el  n'en 
contient  point  d'autre.  On  ne  peut  pas  dire  la  iiiéun!  cliose  par  rapport 
aux  équations  du  troisii'Uie  degré;  car  on  sait  (|ue  l'expression  de  la  ra- 
cine de  ces  équations  rent'erine  des  radicaux  carres  et  culti(iues  cumpli- 
(jucs  de  nianii-re  (|u'il  est  très-dilliciie  de  démêler  tous  les  cas  oii  le^  ra- 
ciiio  peuvent  être  réelles.  Aussi  voyons-nous  que  les  premiers  Algéliristes 
italiens,  ii  (|ui  c>l  due  la  résoliilion  des  é(|ualioiis  du  troisit'iiic  degré, 
l'ureul  l'ort  emljarrassés  à  juger  de  la  nature  des  racines  de  ces  équations 
d'après  l'expression  générale  de  ces  racines,  surtout  dans  le  cas  (lu'oii  a 
appide  depuis  irréductible,  et  dans  le(|uel  les  racines  sont  représentées 
sous  une  rornie  imaginaire.  Harriot  me  parait  être  piMqtreiiient  le  premier 

'  "  )  Lu  le  1.  janvier  1777. 


■.iïï  ï)v  NoMiilu:  nr.s  hvcinks  niMiiNMUKs 

(jiii  ;iit  (lémonln''  truiic  manit'ic  diiocU'  cl  iiii;ilyli(iiic  ([lie  les  ('■(|ualioiis 
<lii  li'oisièmc  (U'gré  sans  second  terme  iic  sauraient  avoir  leurs  racines 
réelles,  à  moins  ipic  le  culu'  du  tiers  du  cdcllicieul  du  troisiiuue  trruu', 
pris  avec  un  sii;ne  contraire,  ne  suit  [)lus  i;rand  (juc  le  carre  de  la  moitié 
(lu  dcinior  lernie;  ce  qui  donne  précisénienl  le  cas  irréductible.  Il  est 
vrai  (|ue  Viète  et  même  Bombelli  avaient  déjà  prouvé  avant  lui  que  dans 
ce  cas  les  racines  sont  réelles  malurré  leur  déi;uisemenl  sous  une  fm-nie 
imaginaire;  mais  ces  Auteurs  n'avaient  eu)|doyé  pour  cela  (pie  de>  (  imi- 
sli'uctions  i;e(unéti'iipies ,  au  lieu  ipu'  le  savant  Analyste  anglais  a  lait 
\n\v  à  priori  r\  |)ar  la  tli(''orie  uieine  des  eipiatious,  (pie  la  conditiiui  dont 
iiipiis  \('iioii>  de  parler  esl  iiidispeiisahle  pour  la  réalité  de  tontes  les  ra- 
ciiio:  en  suite  (pie  (piand  (die  n'a  pas  lieu  il  Tant  nécessaireiiieiit  (pie 
(piel(pies-uiie>  des  racines  soient  imaginaires,  (pudle  qyn-  puisse  être 
d'ailleurs  leur  t'oiuie  imaginaire.  \ Oici  ii  peu  pri's  counueut  llarriol  s'y 
prend  pour  démontrer  cette  proposition  roye:  la  Section  V  de  son  .4///.v 
anolvlicit'  praxis  ^ . 

1.  Soient  a,  b,  c  les  trois  racines  réelles  d'une  équation  du  troisième 
degré  et  x  l'inconnue;  cette  équation,  par  les  principes  élahlis  dans  le 
nuMue  Ouvrage,  sera  re|)résentée  |)ar  le  produit  des  trois  (piantites  .r —  «, 
X  —  h,  X  —  c,  de  sorte  (pi'elle  sera  de  la  l'oi'Uie 

.r'  :—    a  -\-  b  -^-  c   X-  -^    ah  -+-  ac  -+-  ht-  x  —  nln-  =  o. 

Pour- taire  évanouir  le  second  terme,  il  faudra  supposer  « -f- i -h  c  ^  o, 
d'où  l'on  voit  qu'il  est  impossible  (pie  les  trois  racines  soient  positives 
ou  négatives  à  la  fois;  il  y  en  aura  doue  nécessairement  deux  positives 
et  une  négative,  ou  deux  négatives  et  une  positive.  Soient  A  et  c  le-- deux 
racines  de  ménu'  signe,  et  a  celle  de  siijne  contraire,  (Ui  auia 

b  z=±  p,     c  =  ±  ç ,     a  =.  zîz   /)  ->-  f/  . 

/j.  y  étant  des  nombres  positifs:  snbstiliiant  (■es\aleurs  (hm--  re(pi;ilion 
jn-ecédente.  on  auia  la  transforinée 

x'  —  ,  p-  -+-  pq  -r-  ']■    X  ±   />'{]  -+-  q-p   i=  o, 
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i|iii  scia  (IdiH   la  rniiiiiilc  i;iii(ialc  des  «'(lualioiis  du  tniisièiïlc  (U'f,M'('  ilmil 
\r  xcdiid  IcniK"  ol  i\aiiiiin.  cl  diiiil  loiilcs  les  l'aciiics  snnl  icfdlt'S. 
DiMic,  si  l'dii  r<'|irc>ciilc,  eu  ^ciii'ial,  celle  é(|iialioii  jiai 

x'  —  Dx  -I-  C  =  o, 
on  aiii'ii 

I>.  <i  elalll  (les  (|llaillile>  li'cllcs  posiliNCS. 

(>r  llai'iidl  (IcllKillIlc  (|iic,  (|iiclles  (|iic  sniciil    les  \alclirs  de  p  cl  y.  un 
a  toujours  iicccssaiifiiiciil 

■■'•7  /'•'/    •   '/'/'"<  î>'  <  pq-hq"\ 

et  sa  dômonstratidii  est  l'ondée  sur  ce  Tliéori-iiic  d'KudKU',  que  si  (/ua(re 
^ronfleurs  sont  proporlioniudles,  la  somme  des  exlrêmes  est  toujours  plus 
grande  (jue  celle  (Us  moyennes  ','  )\  d'où  il  s'eiisiiil  (|uc  Ion  aura 

p'q'  +  />'7'  <  pUf-  -,  />Vy'  <  pq  -,-  pq-  <  //  +  q'-, 

ilonc,  ajonlani  ensemble  les  roiinnlcs  snixanles 

^p'q'  -+-  ip'q'  <C  3y/'  ■;   ^q'\ 
inp^q^ -r- iip^q^<ii-}.pq    ■    ly/iq, 
p'q'-^p'q'<p''^q\ 

■î^pUp  -(-  i.'ApUp  +  jf^pup  -     ■.>.'i/>'(/-   t    iiipUp  'i-  i-^p'q', 
on  aura 

?'j>-(j--h5/ipY-^  ?.7;>Vy'<4//-f-  i2/jVy  +  r  ojup  ^  4  q'  -h  ?,4 //(/=-+  ■îSpy-r-  ^p'q', 

c'est-à-dire 

27  pq^  pq-  ■<Mp'  +  pq  +  q'f. 

Donc  on  aura 

27(±C)'<4B',     c'esl-à-dire,      (|y>(^y. 

(*)  L'Auteur  soush^iiIimuI  ipic  les  iziiinileiirs  proiiortidiinelies  dont  II  s'agit  sont  disposées 
de  manière  à  former  une  suite  croissante  ou  décroissante.  [NoU-  dv  t'Ëttitciir.) 

IV.  44 
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Ce  sonl  là  les  premiers  pas  (|ui  aient  ele  faits  dans  cette  |iarlii-  de  la 
Tliéorie  des  équations;  j'ai  rapporté  l'Analyse  même  d'Harriol,  parce 
qu'elle  est  Irès-iiii^énieiise.  et  (lu'il  est  (l'ailleiirs  agréahie  de  cunnaitre 
les  chemins  i|ue  les  premiers  inventeurs  ont  suivis. 

2.  .\(ius  remar(|uerons  d'ahmd  (pi'im  peut  rendre  la  denninstralinn 
précédente  plus  générale  el  plus  simpli'  de  cette  manière.  Quelles  ipie 
soient  les  raeines  a,  h,  r,  on  aura  nécessairement,  pour  que  le  second 

terme  disparaisse, 

a  +  h  -+-  c  =  o, 

clone 

«  :=  —  h  —  c: 

donc  on  aura  la  transformée 

.»■  —    6-  -1-  bc  -\-  c-   X  -+-  l)-c  -+-  bc'r=  o, 

el  pai'  consé(|uent 

B  =  lj--h  bc  -+-  c-, 
C  =  l)-c  -i-  bc-, 

B'=  b'-\-  3/>'c-)- 6 /)'(?-+  -jb'c'-t-ùh-c'-*-  ^/>c'-+-  c«, 
C'  r^  b'  c-  -+-  ■}.  b'  c'  H-  b-c' 
et  de  là 

4B'  —  27(?=:  4//-1-  i-?ljc  —  36"c-'—  ■y.tyb'c'—  ib'c'-h  i7.bc'-h  -\f 

=  'o.A'H-  3b'c—  36c=—  7.c'f=<b  —  ci=[?.:6=+  bc -\-  c'    -(-  Sbc]': 

d'où  l'on  voit  évidemment  (|ue  la  (juantile  '|l{'  doit  necessairemeril  elre 
plus  grande  que  la  (juantité  27C-',  tant  que  les  racines  />  et  c  sonl  reidies. 
parée  (|ue  la  diiréreuce  '\\V  —  o.-jV.-  est  égale  au  carré  d'une  (pianlile 
réelle,  leipud  est  toujours  nécessairement  positif. 

;}.    .Mais  il  y  a  plus:  uoii-seulemeiit  la  c(iiiditi(Ui  de 

4  B' >?:(.' 

a  nécessairement  lien  lorsque  tontes  les  lacines  sont  ié(dles.  mais  aussi. 
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l(>rs(]irrllc  ;i  lien,  loiili's  les  raciiirs  noiiI  m'ccssaircinciil  riM-llcs.  Il  est 
visililc  (|iii'  (•(•Ile  |)r(p|)i)siti(iii  ne  siiil   |)as  iiiimrMliiilciDciil  de   hi  |ir(''c<''- 
(Iciitf.  cl  ([ircllc  ili'iiKiiiilr  iiiir  (ltiiioii>li;irHMi  iKirliiii  lii'i'c  ;  l;i  vdiii. 
ir;i|p(i|(|  (III  sait  i|llc  rrillialiiiii 

X^  —  hx  -4-  C  r  -  o 

a  néi-cssaircmcnt  iiiic  racine  rrcllc,  parce  (|u'elle  esl  iriiii  de^^ir  iiii|i,tir: 
supposons  (jonc  (|iie  r/  soil  la  racine  [•('■elle;  donc  pnis(|iie  d  h       c. 

il  esl  ciail' (|ne  h  ■  c  sera  une  (|ualllile  icelie;  donc,  pniscpie  le  coclli- 
cioiil  l'éel  C  esl  éj^al  à  (h  -1-c,  hc,  il  s'ensnil  (|in'  /«•  sera  aussi  une  (pian- 
tité  réelle;  or  on  a  trouvé 

îl{-  -  97C'—  (i  —  c'['i(b'-h  bc-hc')  -t-  36c]'; 

duiic,  liranl  la  racine  carrée,  on  aura 

v'4B"— "270=    A  -   c)[2{b  -hcY-i-  bc]; 

d'où  l'on  voit  que,  lors(|ue  'jB^  -  -a-jC^  est  une  quantité  positive,  b  —  c 

sera  aussi  une  (pianlilé  léelle;  ainsi  h -h  c  et  /'      r  étant  des  (|uantités 

réelles,  il  est  clair  ipie  />  et  c  seront  Tniie  el  l'anlrc  reidles. 

Si  l'on  avait 

4B^-  27(?  — o, 


alors  on  aurait,  o 


b  —  c  ^  o. 


et  par  coiisé(iuenl  ù  =  c,  ou 


5Uc 


2( 6  +  c)'  +  6c  =;  o,     savoir-     b-  h h  c-  =  o, 


ce  (|ui  donne 


A  = î     ou     b  =  —  t-c. 


de  sorte  (|ue,  comme  a  —  —  b  —  c,  on  aura,  ou  a  =  b,  ou  «  — <•;  d'où 
l'on  voit  (|ue  la  condition  de  4B'  —  27C'  =  n  rend  toujours  deu\  des 

racines  de  rc(|iialioii  proposée  égales  eiilrc  elles. 

44. 
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i.  Voilà  donc  le  canictèrc  auquel  on  peut  reconnaitre  à  priori  si  une 
é(|uation  du  troisième  degré  nian<(uanl  du  second  terme  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  ou  si  elle  en  a  deux  iinagiiiaiics  nu  ileux  égales;  et  conmie 
on  peut  toujours  faire  évanouir  le  second  Iciinc  de  toute  é(|uation  en 
augmentant  toutes  les  racin<'s  du  coellicicnl  du  m  rnnd  tciine  divisé  |»ar 
l'exposant  nicinc  de  r('(|uatiuii.  ce  (pii  n'iidliic  ru  rien  sur  l'clal  de  rea- 
lité ou  d'iniaginarile  ou  niènie  d'égalité  des  racines,  il  s'ensuit  que  le 
caractère  (|u'on  vient  de  trouver  peut  sei'vir  pour  toutes  les  équations  du 
troisième  degré. 

Soit  proposée,  en  eU'et,  l'eipialion  geiu'rale  du  Irnisii-me  degré 


x'^  —  A  a.  •  -4-  B  X  —  C  -=  o  ; 


si  l'on  v  lait 


X  ^=  X    +    -^  1 


elle  se  cliauiii'ia  en  celle-ci 


,r''  —  D'.f'  +  C  —  G, 


A- 


B'  =  -  -  B,     C 


2A^       AB 


<-; 


donc  les  trois  racines  de  la  proposée  seront  ou  toutes  ré(d!es  et  inégales, 
ou  réelles  mais  deux  égaies  enlre  (dies,  on  une  retdie  et  deux  iniai^inaires, 
suivaiil  (pie  l'on  wwva 


,ik--       „>■'  Î7.k'       AB        ,v- 


>    ou    -"    ou    -<  o, 


)U  l)ien 


A»B=+ iiSABC- 4AH:^4B^- 27C=>  un         ou  <o, 


de  sorte  (jn'il  ne  rcsle  rien  i:  désirer  sni'  la  i onnaissance  de  l;i  nature  des 
racines  des  iMpcilions  du  Iroisii'Uie  denre. 


5.   .Nous  reniai(pierons  ici  en  passant  t\nv  de  ci'  (ju'ou  a  li'oiivé  dans  le 

n"  2 

4B  —  77(;-i^  {7.b^-~  3h'r  —  ibr-       ■}.<■'  \ 
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on  pciil  dcdiiiri' iiisciiiciil  l;i  icM)liiliuii  des  é(|iiarunis  <lii  Irnisièinr  di'iiic. 
lui  l'dcl,  l'ii  lir:inl  l;i  iMciiii'  carrri',  (iii  ;iiii';i,  iipii's  avoir  divise  par    ', 

2  >  ~"  9. 

ipi'iiii  ajoiili'  il  cclli'  ('(iiialiuii  icllc-ci 

AV-+-  hc'  —  C, 
iiiiihiprnc  pai'  iiii  ('(M'Iliciciil  (|ii('l('>)ii(pi('  /n.  un  aura 

A'  -h  I  m  -(-  -  1 1>'  c  —  ( w  j  /(  c=  —  c'^  —  w  (.  -(-  i-î ^ 

Qu'on  sii|)|)Ose  le  premier  membre  de  eette  équation  égal  an  ciihe  de 
}h  —  •j.c.  À,  7.  étant  (lt;s  eoellicients  indéterminés,  et  eumparanl  terme 
il  li'rme.  on  aura 

3  3 

'  9.  '  9        • 

Les  deux  é(|natioiis  >,'=i,  a' =  1.  t'onl  voir  (pie  ).  cl  ;j.  ne  penveni  elre 
(pie  les  i-iciiies  ciihiiiiies  de  riinile;  mais  il  esl  t'aeile  de  Noir  (pi'oi;  ne 
dm!  |Kis  preiidic  '/ ■      u.,   car  les  deux  autres  (Mpialions  domieraieni 

5  ^=  —  m  —  -  ?      i  =  m 1 

■?.  2 

ce  (pii  ne  se  peut;  ainsi  il  faudra  (pie  >  el  u.  soieiil  deux  dillerenles  ra- 
cines de  r(''(pialion 

x-^  —  I  :=  o  ; 

or  sU|)posant  (pie  /  soit  nue  de  ces  racines,  eu  soile  ipie  /  '  —  1  ,  un  aura, 
en  divisani  reiiii;ili(in  par  ju  —  À,  ctdle-ci 


x'  -t-  /a;  -+-  ?.-"  =:  o, 

hopieile  reiireniiera  les  deux  aiili'es  racines,  de  s(Ute  (pi'il   raiidra  (pie 
l'on  ait 
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iiiiisi  il  r;iiil  voiisi  (('Ile  ('•(HKitiiui  s'accorde  avec  les  deux  aiilrcs 

3  3 

■^  2  '  ?. 

Ics(|iii'llcs.  CM  cliiissaiil  ///.  (Iiiiiiiciil 

3/"  7.  -+-  3),y.'^=  —  3,     ou  bien     À\t/  -+-  '/.u-  -h  i  =  o; 
(•'«■sl-ii-(lii-c,  cil  miillipliaiit  par/,-  et  iiifllaiit  i  à  la  place  de  A'', 
lu.  -+-  u}  -(-  ^'  ~  o. 
Ainsi,  poiiiMi  (|U  lin  prenne 

/n  =  3  /  u-  -\ —  : 

2 

on,  si  l'on  veni  avoii'  une  valeur  de  m  dans  huiuelle  '/.  cl  a  cnlrcnl  éga- 
lement, 

_  3Àp.(f/  —  À' 


el  (|ue  À,  [i.  dénoleiit  deux  racines  difrérentes  de  l'equalioii  o;^  —  i  =  o, 
on  aura  l'c<|ualion 


l'iui,  liraiil  la  lacine  cubique, 


v/4B^-27D 


^,H--'    V_4B3-27C=.     , 


\b  —  U.C  =  V  inC  -+-  — 


ainsi  i'iui  pourra  trouver  h  et  c  en  (lonnant  diUerenles  valeurs  ii  /  ou  a; 
par  exi'iiipic.  en  Taisant  /=i.  on  aura  pour  la  ilelcrinination  de  u., 
rcqualioii 


ipiidli'  donne 


a'  -4-  u  +  I  :=  o, 


V-3. 


de  sorte  (in'en  substituant  ces  valeurs  pcuir  À  et  ;/.  et  prenant  successive- 
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iiii'iit  le  simili' Mi|M'ri('iir  iiu  l'intérieur  <li' \  >.  du  aura  deux  é(Hi;irK)iis 
i|iii  si'r\iriiiil  a  lriiii\er  h  e|  c.  Mais  iioii>  ne  mms  arrètei'ons  pas  davan- 
laiif  sur  relli  ni:iliiTe  i|ni  esl  ('Iraniil'i'e  ii  nuire  (il)jel,  el  (|ni  a  déjà  ('-lé 
Irailée  assez,  an  loni;  ailleurs. 

li.  ilarriol  n'a  pas  poussé  ses  reeiiei'eiies  sur  les  eondilions  ni'cessaires 
P'Mir  la  realili'  des  racines,  an  didii  dn  Iroisil'ine  dei;re,  et  auiiin  de  ceux 
ipii  sont  M'Olls  apre^  lui  ni'  s'est  neeilpe,  ipie  je  sai  lie.  de  eet  idijet.  jlis- 
(jn'à  Ne\vt(Hi  (|ni  dans  son  \nlhimtufuf  iinivcrscllr  a  donné  une  refile 
assez  simple  pinii'  reconnaître  a  jxion  ipiand  une  eipialioii  de  de^n-e 
ipielciin(|ne  rent'ernie  des  racines  imaginaires,  et  condiien  (die  en  reii- 
leiine;  mais  on  sait  qm-  celte  ri-^le  esl  insnnisaiite  el  imparlaile.  nienu' 
a\ec  l'extension  (pie  MM.  Matdanrin  et  (lamplxdl  v  ont  donnée.  La  laisim 
en  est  ipo'  celle  iv^le  n'est  |ias  déduite  de  la  cnusideialidn  inimediale 
des  racines  iridles  el  imai^inaii'cs,  mais  seulement  de  la  consideratinn 
de  (juehpies  conditions  particulières  (pii  doivent  in'cessaireinenl  avuii- 
lieu  (|nan(l  tontes  les  l'acines  sont  rindies.  et  (pii  cdnsisteni  eu  ce  (|u'alors 
la  somme  des  carres  des  racines,  on  des  cari'cs  de  leurs  diirei-ence>,  nu. 
en  i^énéral.  des  carres  de  l(dles  fonctions  ralionnidies  (pi'on  vinnlra  do 
racines  d'une  ('(pialinn,  doit  louj(Uirs  être  une  (puuitile  positive.  I'".n  ellel 
il  esl  facile  de  tirer  de  ce  principe  un  i^rand  UdUilire  de  cnnditidus  parli- 
cnlii'res  sans  les(pulles  les  racines  ne  peuvent  être  toule>  re(dles,  mais 
on  aurait  tort  de  reiiarder  ces  condilions  c(imme  des  cai'acli'ics  distim-- 
lil's  des  l'acines  re(dtes  et  imai;inalics. 

7.   Soil,  par  exemple,  re([ualion  générale 

X'"  —  Al"'    '  -+-  Ba'"    '  —  Cx-"'-'  -+-  Dx'"    '  —  ...:;=<), 

ddUl  les  racines  soient  .r',  x" ,  x" , . .  . ,  x"'\  On  sait  (|ue  le  cneilicieut  A 
sera  la  somme  de  toutes  ces  l'acines,  le  coellicieiil  B  la  somme  de  leurs 
produits  deux  ;i  deux,  et  ainsi  de  suite;  (huic  si  l'on  (dieri  lie  une  e(pia lion 
dont  les  laciues  siuenl  les  cai'l'cs  de  celle>-la,  el  (|ue  celle  ('(piatiou  >oil 
représentée  par 

.) " -  I'.) -^  Q  v"  •■  —  l{ )-•  ' -4-  S.>-"'  <  —  ...  =  o, 
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véliUit  =  X-,  il  est  vi>ililc  (|iic  le  ((icniciciil  1'  st-ra  égal  à  la  somnie  des 

i-arrés  .r'-,,r'-.  .r  - tiiu'  le  ciicllicicnt  Q  sera  égal  à  la  somme  des 

[H'uiinils  (lcii\  il  (lrii\  (le  ces  carrés,  c'csl-a-dir'c  ii  la  somme  des  carrés 
des  piiidnils  r .»' ,  a\c",  x"x"',...,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  comme 
le  caiTc  de  Iniilc  (|nantilé  réelle  est  toujours  positif,  il  faudra  uécessai- 
reniciil,  pour  (|uc  les  racines  a;',  a?",  a;'", .. .  soient  toutes  réelles.  (|uc  les 
quantités  P,  Q,  R,...  soicnl  Imiles  positives. 

Oi'  puis(jue  .r- =  V,  il  n'y  aura  (in'ii  ('limiiier-,  pai'  ce  mo\cn.  i  de 
reipialion  proposée  pour  avoir  la  Iraiisformee  en  v,  et,  pour  cet  cllcl,  il 
n'y  aura  ([u'a  substituer  y  y  a  la  |dace  de  .r,  ce  (|ui  donnera 

y"  —  ky  '    -\-By'      — Cr  '        +D,>-'      —Er   '        -t-..,  =  o; 

or.  counne  —  ou  est  nécessairement  une  liaction,  pour  la  taire 

évanouir  on  transportera  de  l'autre  cote  Ions  les  termes  qui  reni'ermenl 

dans  les  exposants,  on  élèvera  ensuilc  les  deux  inemlircs  au  carré, 

apri's  (]U()i  on  ordonnera  ré(|uation  par  ra|)p(Ul  aux  puissances  de  y,  et 
l'on  lr(Uivera  par  la  comparaison  des  termes 

P=A'— 2B, 

Q  =  B=-2AC  +  2D, 

R  =  0  —  2BD-1-2AE-2F, 

S  =  D^  -  aCE  -h  2BF  -  3  AG  +  2H, 


Donc  on  aura  nécessairement,  lorsque  toutes  les  racines  x',  x",  x'",. 

.sont  réelles, 

A=—  2B>o, 

B=-2AC  +  2D>o, 

C'  —  2BD  +  2AE  —  2F  >o, 


Si  ((U(d(|n'une  de  ces  conditions  n'a  pas  lieu,  on  en  [xuiira  conclure 
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i|iir  l;i  |»r()|)os{''c  rfiil'ciiiM'  iifci'ssainiiii'iil  ilrs  laciiics  imaj^iiiiiircs;  riiiiis 
ou  ne  scr"!  [)i\s  en  didil  de  ((HiviMlir  la  iHdixiMlioii  ni  disaiil  (|iii'  les  ra- 
cines ne  scrdiil  jamais  iina^iiiaircs  laiil  (iiic  rcs  ((iiHliliDiis  scidiil  nliscr- 
vécs;  cai'  il  csl  visiMc  {|iit'  si  l'im  a 

A>-o,     B<<o,     C-<o,     D>-o,     E>o,     F  •<  o,     G-<o,..., 

les  (•(indilioiis  (ImiiI  il  s'agil  aiitoiit  loujinits  lieu;  de  sorte  (|ii"nii  deMail 
«lire  ([lie  toute  é(|uatiun  de  la  t'oiine 

.r"'  —  \x"'   '  —  \l.x"   -  H-  V.x"'-  '  +  Y)x"   '  -   Ex'"   '■   -  F.i""   '  +  ...-=  o, 

où  A.|{,(^...  sont  des  (|iiaMlitcs  |i(isilives  (|uclcoii(|iics.  n'aura  jamais 
de  racines  imai;iiiaires ,  ce  (|ni  esl  l'an\;  cl  il  csl  reniai(|inddc  (|ue  les 
é«|ualioMs  de  cette  forme  nieltcnl  en  delanl  les  iri^lcs  doni  nous  avons 
l'ait  mention  plus  haut  f6i. 

8.  Si  l'on  lianst'oi'me  l'étinalion  |iro|iosee  en  une  antre  dont  les  ra- 
cines soient  des  jonctions  (|nclcon(|in's  ralionncllcs  des  racines  (le  celles- 
là,  ce  qu'on  peut  toujours  exécuter  pai-  les  méthodes  connues  \voyez  les 
Réflexions  sur  la  liésolittion  algébiKiiiv  des  ('(iiKitioiis .  Section  IV,  Mé- 
moires ài^.  1771  f*)j,  ou  aura  nue  é(iuation  dont  tontes  les  racines  seront 
réelles,  si  la  proposée  a  toutes  ses  racines  léelles;  par  consé(|uenl  on 
(xMiiia  apprupier  à  cette  transfornu'e  h's  mêmes  conclusions  «pi'on  a 
trouvées  ci-dessus;  ce  (pii  fournira  de  n(uivelles  ((Mulitions  entre  les 
coeiricients  «le  ré«iuation  proposée,  cou«liti«)iis  dont  le  défaut  indi(in«'ra 
iiécessyinMuenl  re\ist«'n«'e  «le  «iiudipu's  racines  imaginaires. 

Qu'on  clierclie.  par  exemple,  une  transf«u'mée  «huit  les  racines  soient 
les  sommes  de  celles  de  rc(|nalioii  |ii'oposée 

X'"  —  Kx'"  '  +  hx'"  '  —  Cx'"  '-(-...  =^  o, 

piises  deux  ii  «h'ux:  on  trtmvera  c(dle-«i 

2'  —  az'^-'  -+-  (3s^-=  —  yz'^-'  -\-  .  .  .=  0, 

(')  Oliuvrrs  lie  La^r(uia.c,  t.  lit.  p.».o5. 

IV.  45 


35i  l»l     NOMIIUK    |)i:S   U  VCINKS    I  M  \  (■  I  N  \  I  15  KS 

in{m  —  I  ) 


X  ^   m  —  I  )  A, 


Donc  on  aiiia,  |iitiir  la  ri'alitc  des  racines,  ces  condilioii 
a'  —  ?.  j3>  o, 
j3^  —  2  «y  +  ->. ô  >  o, 


Donc 

1)1^  —  I    A-  —  •->,   m  —  i  I  B  >  o, 


Si  l'on  cliei'chc  une  transformée  de  la  même  é(]ualioi'  diml  les  lacines 
soient  les  ditl'érences  entre  les  laciiies  de  ((dle-lii.  el  ([n'im  lepresente  de 
même  cette  transformée  par 

Z'^  —  aZ'-'''  -i-  ^Z'-'—-  —  ■/  Z'-^^^  -\-  o  Z'^-  '  —  .  .  .  :=  o, 

on  trouvera 

P  =  —    m  —  r  A^  -I-  :>  /«  B, 
y  =  o, 

8='^~"^"'~-^A'-?.w  /n-2iA-B— ?(w-3  AC-+-'.mD4-f?.ffl-<-3):/»-a)B% 

£  ^  o, 


Donc  on  aura,  (mur  la  réalité  des  racines,  ces  conditions 
—  ^>o,     0  >■  o,     —  Ç>o, ..., 
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(3<o,     ô>o,     r<o,...; 


.luiir 


m  —  t)  .\'  —  7. m B  >  o,  , 

—      '    '"       '   A'— ?.m;m— :•.  A'B  — ?  m— 3  AC-4  ?.mI)-f-(2m  +  3](/n  — 2)B'>o, 

On  v(ii(  |>ar  là  cuiiiiiu'iil  on  peut  s'y  |H('ii<lre  pour  (roiivcr  aiihinl  de 
conditions  (lu'dii  voiidia  entre  les  eoellicienis  A,  H,  (>.  •  •  ■  de  ré(iualiuii 
proposée,  lesi|ne||es  seront  aiiscdntnent  neeessaires  ]Miin'  la  réalité  des 
racines  de  celle  e(|ualion;  on  [lourra  encore  niulli|dier  ces  conditions 
par  la  considération  des  ecinations  des  liniiles  dont  nous  IraileiMins  ail- 
leurs; mais  on  ne  parviendra  jamais.  |)ar  ces  moyens  seuls,  à  des  con- 
cdusions  exacU's  el  i^éuérales  sm-  le  nomlii'c  des  racines  imai;inaires.  Il 
est  donc  nécessaire  d'employer  dans  cette  reclier(  lie  des  principes  pins 
directs  et  (|ni  tiennent  de  pln>  pri's  a  la  nature  même  et  ii  la  t'oiine  îles 
i-aeines  imai^inaircs.  \ Oici  (piehpics  rellexions  sur  ce  sujet. 

il.  Il  est  démontré  (|ne  tonte  e(|nalion,  de  (piehpie  dei;ré  (pie  ce  soit, 
est  toujours  décomposahie  en  i'aclenrs  réels  du  premier-  cl  du  second 
degré  [l'ovez  le  Mémoire  sur  la  forme  des  racines  imaifi/iaires  des  Equa- 
tions. Mémoires  \.\i'  1772  ('jj  ;  et  il  e>t  visii)le  (pie  les  racines  imai^inaires 
ne  |)euveut  venir  (|Uf'  des  facteurs  dn  second  degré,  oii  le  dernier  terme 
est  pins  grand  (pie  le  carré  de  la  moitié  du  coellicieiit  dn  second;  ainsi, 
pour  recoiiiiaitre  si  l'eipiation 

,".       A./'"   '  J-  W.r'"   '  —  (.■.•>■'"  ^  -4-  .  .  .  —  (. 

a  des  racines  iina:;inaires  on  non,  il  n'y  aura  (|u';i  examiner  si  elle  esl 
divisilde  par  un  on  plusieurs  i'actenrs  tels  ipie  x'- —  ax  -J-  h,  oii  l'on  ail 

/>>-,)  c'est-à-dire  où  -,     -ftsoit  une  (jnanlitc  néi^ative.  On  di\isera  donc 
4  4 

la  proposée  par  .r'-  —  ax -\-  b,  et  ayant  pousse  la  di\i>inii  jn^ipi'ii  ce  (pie 
(•)  Olùtvics  (le  Im'^iiiii'^c ,  t.  III.  p.  479- 
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l'on  |i;ii'vi{'mic  ;i  un  rrsir  (jiii  nr  irnrrrini'  plus  (|iir  la  iirciiiii'rc  (liiiicii- 
sioii  (le  X,  on  fera  ce  reste  éij;al  à  zéro,  en  taisant  évanouir  séparément  la 
partie  allectée  de  .r  et  la  partie  sans  x;  ce  (|ni  donnera  deux  é(|uati(ins 
en  (i  f{  /',  li'S(|iii'llis  serviront  ii  détei^miner  ces  deux  indclciiuinécs.  On 
fera  niaiiitcnani 

4 

c'est-à-dire  nur  l'on  sultstilnera  -r  —  u  ii  la  place  d(»  h,  cl  (diniinant  a  on 

I 

arrivera  à  une  é(|uation  tinalc  en  //,  donl  les  racines  [)0sitivesel  négatives 
serviront  à  reconnaître  les  racines  i(''cllcs  cl  imaginaires  de  la  proposi'c. 

10.  lui  cllct  il  est  (  lair,  |)ar  ce  (|u'on  a  dit  ci-dessns,  (|uc  la  proposée  ne 
pourra  avoir  de  lacines  imaginaires  (|u'aulaut  i\\\v  la  Iransi'ormée  en  u 
aura  des  racines  réelles  négatives;  de  soi'te  que,  si  ré(juatioii  pioposcc 
n'a  aucune  racine  imaginaire,  la  transformée  ne  pourra  avoir  ainune  ra- 
cine négative,  et  l'ice  versa  si  celle-ci  n'a  aucune  racine  négative,  ctdle-là 
n'en  aura  aucune  imaginaire;  or  connue  par  la  règle  connue  de  Descartes 

O  '  le? 

une  équation  ne  peut  avoir  (|u'aulant  de  racines  positives,  et  autant  de 
négatives,  (iu'(dle  a  de  variati(Uis  ou  de  successions  de  sigiu's,  il  s'ensuit  : 

1°  Que  si  les  termes  de  la  Iransforniéc  en  //  sont  altei'naliveinent  |)o- 
sitifs  et  négatifs  eu  sorte  qu'elle  n'ait  aiu'une  succession  de  signes,  la 
proposée  n'aura  aucune  racine  imaginaire; 

2"  Que  si  la  ti'ansl'or'mi'e  a  des  successions  de  signes,  la  |U(qiosec  aura 
nécessairement  des  racines  imaginaires,  mais  donl  le  nombre  ne  p(unra 
être  plus  grand  (|ue  le  dcuihle  de  celui  des  successions. 

Voilii  d(nic  ini  caractèic  sim|)le  et  général  auqucd  on  peut  reconnaître 
si  une  e{]uarion  a  toutes  ses  racines  réelles  ou  non;  mais  l(US(pi*on  s'est 
assuré  par  là  (jue  l'équation  [iroposée  a  nécessairement  des  racines  ima- 
ginaires, il  reste  encore  à  déterminer  le  nombre  de  ces  racines;  c'est  à 
(|uoi  on  peut  parvenir  par  les  considérations  suivantes. 

1  I .   (!onnue  mi  suppose  (|iie 

X'  —  (IX  -h  b  =  o 
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l'sl  Mil  (livisciir  de  r(''(|ii;iri()ii  |iiii|iiis('(',  on  ;iiir:i  rdiiimc  l'on  suit 

a       .r'  -t   .r",     l>       x' x" 

(en  (It'si^iianl  par  .r',  .«"  deux  (|iii'Ii(iii(|ii('s  des  laciiics  de  cftlc  (■■(|iia- 
(ioii  \  donc 

n'       ,       [x' -h  x"  )''         ,   ,,      ix'  —  x"y 

—  —  O  ^^ —  *•  '*'    —  - -  • 


4 


—  XX    z= 


4       ' 


ainsi  a  cl  //  sont  des  l'oiiclioiis  des  iiicnies  racines  .r',  x",  cl  de  pins  ces 
l'ondioiis  soiil  Icllcs,  (|n'(dlcs  dcincnrciil  les  nicnies  en  v  (  liaiii^caiit  x' 
en  .(  :  d'oii  il  s'eiisnil  (jiie  les  (|iiaiililés«  cl  ii  doiveiil  clic  diniiiccs  pai' 
des  c(|ualions  du  inciiu'  degré,  et  (|iie,  dès  que  l'on  coiiii;iilr:i  nue  des 
valeurs  de  ii  par  la  ri'soInrKni  de  rcipialinn  en  //,  on  poniia  lonjoiirs  di'- 
lerininer  par  son  inoyeii  la  valenr  correspondanlc  de  //.  cl  cela  par  iiiie 
(■(ination  dn  |ireinier  degré  si  la  valenr  de  u  est  une  lai  iiic  inégale,  on 
par  une  é([naruin  du  second,  du  Iroisii'ine,...  degré  si  la  valeur  de  //  est 
niic  liicinc  doiilde,  triple,.-.,  voyez  la  dénioiislratioii  dans  la  Seclion  \\ 
dii  Mémoire  cite  ci-dessus,  n"  8;.  Donc,  iJiiisipi'on  a  déjii  deux  é(|nalioiis 
cil  (/  cl  A,  on  liicii  en  ii  et  //  iiniiK'ro  |)recedenl  ,  il  n'\  aura  (pi'ii  siilisli- 
tncr  dans  ces  deux  c(|iiarioiis  la  valenr  de  //  ipie  Ton  ;nira  Ironvée.  e|  si 
celle  \aleur  est  une  racine  iiii'gale,  lui  sei'a  a>suii'  ilc  parvcnii',  pur  l'eli- 
ininalion  snccessi\c  des  puissances  de  c/,  ;i  une  c(pialion  oii  a  ne  se  Iroii- 
vcra  |diis  (pi'au  premier  degré,  cl  ipii  donnera  |iar  consi'(|iicnl  une  \  a  leur 
réelle  t\i'  a;  >i  la  valeur  de  //  est  une  i'a<iiic  doiildc  on  ne  pourra  par\cuir 
par  ri'liminalion  (|n';i  une  eipialioii  où  a  luoiilci'ii  ;iu  >eciMid  degré,  l'I 
si  u  est  une  racine  Iii|ile  on  ne  pai\  iciidra  ipi'ii  une  ('(pialion  en  a  dn 
troisiôine  degré,  et  ainsi  de  snilc;  de  sorte  ipic  dans  ce  ca^  li-  \alcnrs 
correspondanles  de  a  |MMirioiil  cire  réidles  ou  imaginaires. 

12.  C(da  pose,  je  dis  (jnc  cluopic  racine  negar!\('  cl  ilic;^;ile  de  l;i 
Iranslorim'C  en  //  donnera  toujours  deux  racines  iuiaginaires  dans  l'i'ipia- 
tiou  proposée,  et  (|ne  clia(|ne  racine  négalive  cl  égale  de  la  même  Iraiis- 
roriucc  (loniicia  loni(mrs  aniaiil  de  p;iirc>  de  racines  imaginaires  dans  la 
proposée  ipic  l'cipialion  en  c/  aura  de  racines  rc(dles:  cl  il   ne  pourra   v 
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:i\i)ir  (hiiis  hi  |)r((|iost'('  (|ui'  le  iituiilnc  des  racines  imaginaires  (|ui  se 
Inuivera  détermine  de  la  sorte. 

C.ai-,  ((imiiie  toute  e(|iiation  |)ent  se  (h-eomposeï'  en  faoteui's  réels  du 
second  dci^re,  il  s'ensuit  (|ue  les  racines  iniaj^inaires  jteuveiit  toujours 
se  combiner  deux  ii  deux  en  sorte  qu'il  en  résulte  des  l'acleurs  doubles 
lel^  (|lle 

X^  aX  -Ir  b, 

où  (i  l'I  h  seri)nt  reel>.  et  où  h  sera    ~>  -^i   c'est-ii-dir'e  des  t'acteui'S  réels 

4 
de  la   l'orme 

a' 

x'  —  ax  H — y  —  II, 

4 

on  II  ama  une  \aleui'  nei;ative  et  a  nue  valeur  réelle  (|uelcon(|ue  ;  oi'  il 
est  facile  de  [U'ouvci-  (|ue  ces  combinaisons  ne  peuvent  se  l'aire  (|ue  d'une 
seule   manière.   Kn  oii'et  considérons  quatre   racines   imaginaires,  (|ui 

étant  combinées  deux  à  deux  forment  les  deux  facteurs  tout  réels 

( 

x'  —  a  X  H — ,-  -h  r  ,     x^  —  a  X  h — -, — h  r  , 
4  4 

r'  et  r"  étant  des  (juantités  positives,  et  supposons  s'il  est  possible  (|ue 
les  mêmes  quatre  racines  puissent  aussi  former  ces  deux  autres  facteurs 
réels 

X"-  —  oi X  -I-  -7-  +  0',      x'  —  a.  X  -+-  -7 — I-  p'', 

4       '  4 

0'  et  0"  étant  aussi  des  (juantités  positives;  il  faudra  donc  (|ne  re(|ualion 

a'- 
X-  —  a  X  -V-  -j-  -h  r  ;^  o 
4 


ail  une  racine  ((unniune  avec  re(|nalion 

a' 
1 


x-  —  x  X  A — -. — 1-  p  =:  o  ; 


mais  les  racines  tle  c(dle-là  sont 


I)\NS   l.i:S   r.OlUTlnNS   l.ITTi;!!  M  r.s. 
cl  les  riiciiii's  de  cfllc-ci  sutil 


XM 


-  ±v/— p  ; 

9. 

(Iiilic   (•(iill|p:ilaiil    lr>   |);irlirs   n'cllcs   avec    les  réelles,   el    les   iiil;ii;ili;iires 
M\fc  les  iiii;iijili;ill-es,  il  raililliiil  une  l'nli  eiil 


«         «  _i_   / ;      _i_  / ; 

;--    -     '-t     ±sj-r'  =  ±yl-p', 

lione 

a' =2  a!      el      r'^^p'; 

lie  S(tr1e  (|iie  li'  l'acleiir  x'^  —  a' x  -\-  -y-  -\-  p'  sci'ail  le  nieiiie  ipie  le  raeleiir 

X' —  a'x  +    ,- +  r' \  ce  (lui  est  ('"iilie  l'In  iinllii'se.  D'où   il  est  faeile  de 
'\ 

iiuieliiic  (|ii'iilie  e(|iiatiiiii  (|iiele(iiii|ii('  |»ri)|(iisee  aiifa  iiecessaireiiieiil  aii- 
laiil  (le  cimples  de  l'aciiies  imaginaires  (|ii'il  y  aiiia  de  valeurs  iu'i;alives 
de  n  au\(|uelles  i^'poiulronl  des  valeurs  r(''('llcs  de  (t. 

1  3.  Ainsi,  des  ([u'un  aura  liduve  la  Iransfiu  luee  eu  //,  mi  |inuria  (rahuid 
juii'er  par  les  sii^nes  mêmes  de  celte  e(iuali(in  si  la  |>i(i|Hisee  a  t(JUtos  ses 
racines  r(''(dk'S  ou  non;  ensuite,  pour  connailic  le  nombre  des  racines 
imai;inaires  de  la  proposée  dans  le  cas  oii  <dle  en  doit  contenir,  il  suMira 
de  connaiire  le  noudire  des  racines  négatives  de  la  nuMue  Iranslormee; 
mais  inalheiireusemenl  on  n'a  point  de  méthode,  (|ue  je  saclie.  pour  re- 
coiHiailre///>/7o/Y  le  nombre  des  racines  positives  ou  ni'galives  d'une  i''(|ua- 
lion  ipi(dcon(|ih',  il  nmins  (pi'on  ne  soil  assinc  d'avance  (pu'  toutes  ses 
racines  sont  nrllis. 

(>|)endant,  si  l'on  l'ail  alteiilioll  (|lle  le  deinier  Iciiiii'  (le  Imile  e(|Ua- 
liiin  pi'is  avec  son  |H'opre  signe  si  le  degie  de  l'eipnilion  est  pair,  ou  avec 
un  signe  contraire  si  le  degré  est  impair,  est  loujiHiis  nécessairement  po- 
sitil' ou  iK'gatif  suivant  (|ne  le  nombre  des  racines  n(''galives  esl  pair  on 
impair,  on  pinirra  recoiinailre  snr-le-cliamp  pai'  le  signe  du  dernier  terme 
de  la  Iranslormee  en  //  si  le  nombre  des  racines  imaginaires  de   la   uio- 
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posée rsl  iiinll:|ili'  df  '(,  mi  iniilli|ili'  de  ]  jiliis  2;  le  |iii'mi('r  cas  aur:i  lii'ii 
lnis(|ii('  If  ilciiiKT  tciinc  (If  la  liaiisroriiK'f  sfra  iiosilil'ou  négalirsuivaiil 
i|iu'  If  (If gré  sera  pair  ou  impair,  el  li^  sfcoiul  ras  aura  lieu  lorsque  le 
(leruier  tcriiif  sera  posilil'ou  n(''i;alir  siiivaiil  (|iif  le  (lfj;r(''  de  la  tiaiislor- 
UK'f  scia  au  fiuilrairc  iiii|iair  ou  pair. 

li.  Si  la  traustorniff  doul  il  s'ai^il  avait  des  raciufs  uullcs,  alors  il  est 
clair  (|Uf  cha(|Uf  laciuf  nulle  iiidi(iuf rait  une  (!'galit(''  futre  deux  racines 

(Ir  la  hnipiiM'c:  car,  taisant // =^  o,  (Ui  aurait  le  i'actf ui' a;-  —  ax -h -y>  le- 
•  4 

([iif  I  claiil  MippiiM'  1-  (I  diinuf  les  deux  racines  égales  .r  =;  ->  x  =  -■ 

Ainsi  une  racine  mille  dans  la  Irarrslorrrrr'c  //  indi(|uera  deux  racines 
(«gales  dans  la  proposée;  deux  r'acines  nulles  dans  la  transforuM'ê  indi- 
(|ueroul  deirx  cduples  de  racines  ('-gales  dans  la  propns(''e;  tr'ois  racines 
nulles  dans  la  rrK-rrre  lr'ansror'rr)(''e  iri(rr(iuer(trit  trois  eou|des  de  racines 
l'gales  deux  i»  deux  dans  la  pr"opos(''C.  ou  liien  tr'ois  racines  (•gales  errtr-e 
elles;  et  ainsi  de  suite. 

15.  La  rné'thode  (]ue  nous  avorrs  propos(''e  ei-dessus  pour  trorrver  la 
tr'ansf'ornrée  dont  il  s'agit  peut  se  simplifier  i)eaucorrp  de  celte  manii'r'c  : 

pni>(|(re  .r'-  —  ax -^  —  —  u  doit  êtr'e  un  diviseur' de  la  proposr'e,  il  esl  clair- 

(|ire  X hv"  et  x \  11  devrorrl  c'Irc  l'irn  el   l'autre  err   riieiiif 

(errrps  divisfurs  de  la  rrr('mf  e(|iralion:  doirc  il  rr'y  aura  (pr'ii  sulisliUrcr' 
darrs  ccllf  f(pralion  -±  \u  à  la  place  de  ,r,  et  l'aire  eir  sorte  (|ire  Teipra- 

lion  resrrltarile  ail  lierr  (''gaiement,  soit  que  le  radical  \u  soit  pris  en  -t- 
ou  en  -:  c'esl  ce  (pr'orr  olilieridr-a  en  faisant  deux  (^qrrations  s('' parées, 
l'urre  de  la  partie  loule  ralioriirelle,  el  l'aulrc  de  la  partie  iriatiormelle  el 
atl'ectée  de  \it:  par'  ce  moverr  orr  aura  d'ahoril  les  deux  équations  clier- 
cliées  en  </  et  //,  d'où,  [lar-  l'errmiiralioir  de  a,  lur  lir'er'a  la  ti'ansformée 
en  II. 

.Noirs  allorrs  en  dorrirer'  (pr(d(pres  exemples,  mais  pour'  éviter'  les  l'r'ac- 
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li(p|i>  ii(iil>  iiic||i(iii>  /  il  l;i  |)l.icc  (le     ^  en  sdilc  (|ii('  le  iliMM'iir  dil  M'coihI 
(It'i^rc  siiil  fc|ir('>ciili'  |i:ir 

x'  -    'itx  ■+  f  —  a, 

cl  It's  deux  (lu  |iii'iiiici  |);ii- 

r       /-+-  \ //. 

10.   Soil  (l'iiliord  rf(|uali(iii  du  sccuiid  dci^ro 

.1  ■  —  A.r  -t   B  :  -  o; 

dans  Cl-  cas  on  aiiia  sui-l('-(liaiii|) 


d'où 


/=  — î     l'—  M  =  B; 


Il 7-  +  B  =^  o  ; 

4 


de  sorte  (iiic  les  laciiics  de  la  |H'0|)os<''('  s(;roiil  refiles  iiieijales  un  égaler 
ou  Mnaii'iiiaires  suivant  (|ui' 

A'       .. 

-7 B  >•  ou         ou  <<  o. 

-I 

17.    Soit  l'eouatinu  iiéuerale  du  Iroisii'iiie  dei-i'e 

x'  —  \x-  -iHx  —  C  =;  o  ; 

suli^lituant  /+  \ii  ii  la  place  de  a-,  ou  aura 

r  +  3l\u  (   3/«   •   iis,'i(  —  \(t-  -i   ?./v'«  -'   "i  +  BV  -f  y«  I  -  C  -   o. 

Donc,  e^alaul  ;i  /.eni  se|ian'iueul  les  (|uanlites  ralidiiiielles  et  les  11  laluMi- 
uelles,  (Ui  aura  ces  deux  é(|Ualions 

l^—  A/'-f-  (B4-  3«   /  —  \u  —  C  =  o, 
•5/'       -A/       B  +  «r=o, 
ir<Mi  l'on  tirera  ctdic-ci 

?.(3B  —  A' H-  ia«:/  +  AB  -   yC-  8A«  —o; 
IV.  46 
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cl   lie  lii 

.      A=-3B    ,      (A'— 3B?  4(A'-3B)(B»  — 3AC)  — (AB  — qO' 

2  ib  3.(4 

En  ne  considérant  que  lo  dornicr  tormo  de  cette  tr;insr()rni«-e  et  faisant 
altcnlKUi  {ju'iine  équation  du  ti'oisii'me  degré  ne  peut  avoir  an  plus  (|ne 
deux  racines  imaginaires,  on  en  conclura  d'abord  '13  et  lij  (|ue  les  ra- 
cines de  la  proposée  seront  ou  lnutcs  trois  lécllrs  inégales,  ou  toutes 
trois  réelles  mais  deux  égalés,  ou  une  réelle  cl  deux  imaginaires,  suivant 
que  l'on  aura 

4  I  A»  -  3  B  )    B=  —  3  AC  j  —  ;  AB  —  9C  \-  >  ou         ou  <  o, 

ce  (jui  s'accorde  parfaitement  avec  ce  qu'on  a  trouvé  dans  le  u"  i. 

On  peut  remar(|uer  ici  qu'à  la  rigueur  les  racines  de  la  proposée  ne 
peuvent  éli'e  loules  réelles  (|u'en  supposant  (jue  les  termes  de  la  trans- 
formée soient  alternativement  positifs  et  négatifs  (12),  ce  ijiii.  outre  la 
condition  précédente,  donne  encore  celle-ci 

A^-  3B>o; 

mais  comme,  d'un  autre  coté,  on  est  assuré  (|ue  la  condition  de 

4'A'-  3B     B=—  3A(V  -    AB  -<)C  '>o 

snllil  piiur  la  i(''alite  des  racines,  il  s'ensuit  {|ue,  dès  (|ue  celle  dcruit^rc 

(•(inditiou  aura  lieu,  l'autre  aura  aussi  nécessairement  lieu. 

Pour  le  prouver  d'une  maniiM-e  directe,  on  remar(|ueia  (pTen  laisanl, 

poui"  abrégci', 

A=— 3B  =  a,      <)C— ABi^jâ, 

la  cimdilioii  ddut  il  s'agit  se  l'éduira  à  celle-ci 

_  3^'-H4A«;3-H4Ba' 

d<un'  il  faudra  (|im'  W\\\  ait 

3|î'  —  ^S.y.'^  -+-  4Ba-   -  —  k\ 
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/•- claiil  une  (|u;iMlitc  {|iu'l(tni(|iii' |)()sitivr;  or  si  l'on  irsoiit  cctlc  (''(|ii:i- 
(idii  (11  liiaiil  hi  \;ilriir  de  /5,  on  aura 

;i  (3  -f-  a  \  a      V  '^'ilF~^'Ji'  ; 

(le  MMlr  (|iril  r;iiiili;i  nt'eossaiix'iiicnt  ijik'  I;i  i|ii;iiilil('  y  soit  imsilivr;  ;iii- 
liciiiciil  la  \  a  leur  (le  '^/3  +  2A!<  ilfVM'iidiait  iiiia^iiiaiic,  ce  (|ni  iiii|)rn|iic- 
rail  ('(iiilradicliiiii. 

IS.  Passons  aux  ('(|iiali(iiis  du  (|iiatri('iiii'  dri^re.  cl  sii|)|insi)ii>,  |iiiiir 
plus  (le  sinipliciti',  (|ii('  le  second  Iriiiic  soil  cNaiioiii,  en  soric  (|iii'  la  tni- 
mult;  générale  de  ee  degré  soit 

x'  +  Bx''  —  Cx  -f-  I)  --  o; 

niellaiil  /  ;  \ii  n  la  place  de  .r.  cl  ei^alaiil  si'pareinenl  a  /.eid  la  pallie  la- 
lioniielle  el  la  [pallie  alleilee  de  \ // ,  on  aura 

i' -h  n  +  ('u(  i-  —  Cl  +  i)  -hBii  -h  ii'=-o, 

4<'  -+-  (2i{  +  4«  !<  —  c  =  o, 

d'iiii  l'on  lire  d'alNU-d 


|{  -f    >()«  /'—  3C/-h4  D  +  Yiii  -h  II'  —o. 


eiisuile 


[(2B  +  4",  ,U  +  loH  ■  —  iS  1) -+- 11»  +  «■     |{-(-io«    -i-f)(;-|/ 

—  i2C(D  -+-  Bu  -h  II-    —  C  B  -I-  io«  ■■  ^  o, 

•t  en  lin 

iiB'  +  4D  -  i4B'-i-8BD-i- i3(;- 

n  57. 

i7B'  +  24B^D  — ii?.D'-h48BC' 

■^  ?.56  "' 

—  2B'—  qB'C—  loSC'U  +q6BD'—  i(lHM) 

5 1  ' 

256 D'-  i3.8B'D'-t-i44B(:i)  ^  idB'l»  —  4BM>-  27C'  _ 


4oi)6 


46. 
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Donc  : 

i"  La  pi'oposrc  aiiiM  tniilcs  ses  ?'aciiirs  iccllcs  si  li's  tcriiii's  de  ci'ltc 
Iraiisfornirc  en  ii  soiil  allniialivciiiriil  iiosilils  un  négatifs;  s'ukmi  iIIi' 
aura  des  rat'incs  imaginaires; 

2"  Commi;  une  équation  du  i|ualiii'ni('  dciirc  ne  |icul  avoir  (|Ui'  deux 
ou  quatre  racines  imaginaires,  ou  pouria  distinguer  ces  deux  cas  par  le 
signe  du  dernier  lernie.  Ie(|nel  devra  elre  jinsilir  dans  le  premier  el  né- 
gatif dans  le  second  ; 

•5"  Si  le  dei'uiei'  terme  esl  nul.  il  \  aura  dans  la  prdpnsi'e  deux  racines 
égales;  si  ravant-dernier  est  aussi  nul.  il  \  aura  deux  ((inples  de  racines 
égales;  et  si  les  li'ois  derniers  termes  sont  nuls  ;i  la  t'ois,  il  y  aura  uéces- 
saireineul  trois  r-icines  ('gales  entre  (dies,  el  ainsi  de  suite. 

1  It.  Ou  pourra  de  même  recounaiire  le  iKuuhic  des  racines  imaginaires 
dans  les  (Mpiations  du  cincpiii'me  degré;  car,  si  la  liansioiniee  en  //  a  tous 
ses  termes  alternativeuwnt  positifs  et  négatifs,  la  |)roposée  aura  toutes 
ses  racines  réelles;  autremeul  (die  eu  aura  d'imaginaires,  et  connue  alors 
(die  ne  pourra  avoir  (pie  deux  on  (pialre  imaginaires,  ou  pionra  dislin- 
guer  ces  deux  cas  par  le  signe  du  deiuier  terme. 

Passé  le  eimpiii'me  degi'é,  on  ne  ponri-a  pins  |)ai-  (  c  umimii  déterminer 
précisément  le  nombre  des  racim's  imaginaires.  Car  picnaiil .  par  exemple, 
une  (''ipiati(Ui  du  sixième  degré,  on  recounaitia  d'alKU'd  par  les  signes  de 
la  transformée  «mi  u  si  toutes  les  racines  smil  reidles  ou  non:  or' s'il  v  eu 
a  d'imagiriaii'es,  (dles  porrrf(Uit  etr'c  an  riiMulii-e  de  deux,  orr  de  (piatrc, 
(ur  de  six,  et  le  signe  dir  dernier'  terme  fera  ('(Uiuartrc  seulement  si  elles 
soirt  au  uomhr'c  de  (praire,  on  arr  liinnhr'e  de  deux,  on  six  :  de  s(U'le  (pr'il 
l'est ei'a  uir  cas  indeter'miire.  Il  farrdrail.  poni'  jrrgei'  si  les  imaginaires  sorrt 
an  nmirlirc  de  derrx,  ou  de  six,  porrv(ur'  reciuiiraitie  si  la  Iransl'oiruee  err  // 
a  une  seirle  racine  negali\t'.  on  liien  tr'ois;  mais  c'esl  de  iprm  on  ire  saur'ail 
M'iiir'  il  lioiil  par'  aucune  iiietliode  conriiie. 

20.  Ou  a  vrr  1  1  (|rre  la  iprantile  //  est  égale  au  car  1 1'  de  la  derrri-dif- 
l'er'errce  de  deux  ipielcori(|ues  iIcn  i';iciriesde  la  piiipo^,.,.:  ainsi  hi  Irairs- 
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l'ormr'f  on  ii  n'i-M  jnilic  cliosc  ([iic  rt'(iii;ilinii  doiil  les  l'iiciiics  smil  les 
ciiiirs  tic  toiilo  les  (Irmi-diUcrnicrs  fiitri'  les  dillV-i'i-iilcs  r';i(iiii's  de  l:i 
proposée,  lui  coiisidcriiiil  cctli'  tiiiiislor'iiH'c  suii>  ce  |iiii[ii  dr  \  ne,  DM  tniii- 
vcra  aisiMiiciil,  |nir  les  |iriiMi|M's  (|iic  nous  iivoiis  cl^ildis  iiillfiiis,  (|iii'  (  iiic 

.  ,  .  m    III        \  , 

r(|ii;ilii)ii  iiKirilcra  i^iMifiiilciiiciil  iiii  dc^ir  ni  |ii'('ii;iiil  ///  |)um  le 

di'i;i('  de  i:i  |)i()p()S('(';  Cl  l'on  pourni  inrnir  cnlciilci'  diicclcincnt  Ions  m-s 
Ici'nii's,  s:ui.s  cinplovcr  iiik  une  snlislilnlion  on  ('rHiiin:iliiin. 

De  pins,  on  voit  (d;ni'i'ni('iil  l:i  riiison  poni'i{nni  |;i  proptiscc  nr  piiil 
;ivon'  <\v  racines  iinaginaiics  (priuilatil  ipir  l:i  li;insliii  incc  ;iiir;i  de  i;i- 
cincs  réelles  nei;aliv('s.  C.af,  pnis(|iril  csl  di  iiionlic  i|iii'  iliaipic  iimplc  de 
racines  iniaiiinair'cs  csl  nccessairenicnl  de  la  lui  inc 


p  cl  q  étant  des  (piantités  réelles,  il  s'ensuit  cpw  le  carré  de  la  demi-dir- 
férencC  de  ces  racines  scia  y-  cl  par  c(Misé(pien(  uécessaiienienl  né- 
i;alil;  d'où  l'on  doit  conclure  (|iie  (  liacpie  racine  réelle  ui'^ative  de  l'é- 
tpialion  en  //  indi([ue  nécessairenienl  un  con|)le  de  racines  iniaj^inaires 
dans  la  proposée,  etc.  Snr  (|uoi  on  peut  aussi  voir  les  Mémoires  des  an- 
tu'cs  I  7G7  et  l 'jGS  ('  j. 

21 .  D'apii's  les  uieuies  principes  on  jiourra  aiis-,i  irionrr  de>  Iranslor- 
iiiees  lidies,  (pie  riMiualidii  pro|)osi'e  ne  puisse  avoir  il  la  l'ois  (piaire  ra- 
liiies  iuiaj^iiiaii-es,  ou  six  racines  iiiiai^inaires,  ou.  elc.,;i  moins  (pir  sa 
liaiisroriiii'f  u'ail  des  racines  nr'i;atives;  ce  ipii  poiii  rail  l'ouriiir  des  cii- 
li'res  pour  reconnailic  si  une  e(piation  donnée  (pToii  sait  dejii  avoir  iie- 
cessaireiiient  des  l'acincs  iiiiaiiinaii'es,  mais  doiil  ou  ii;riore  le  nomlire, 
doit  au  moins  en  avoir  (|ualre.  lui  six.  ou,  rlr. 

Pour  c(da  je  (dusidi'rc  (pie,  si  r('(pialioii  proposci'  (diilii'iil  (pialre  ra- 
cines imaiiiuaires,  elles  seront  de  la  l'uraie 

I'   ''  'I  \       '  •     /'  ~  7  v' ~  '  '     r  -^  s  v'^  r ,     r  —  s  y'  —  i , 
(•)  OEiims  ik-  Lfigiaiii;,-,  1.  II.  |i.  iîg  et  58 1. 
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/),  q,  r,  s  étant  des  (|ii:mtil(''s  irollos;  donc  la  (iiiantitc'  — {g  -h  s)^  sera 
('sseiitH'llonit'nl  vceUe  et  négative  tant  (|ue  ces  (|ualrc  racines  seront  à  la 
l'ois  iniaiiinaircs.  Or  nommant  ces  racines  (^/,  A,  c,  <•/,  on  aura 

, a—  b  I c  —  d 

lIlIlIC 

fa  -h  C  —  b  —  J\' 
-(<?  +  .)'=  ^—^ j. 

Si  donc  on  clicrclic  nnc  Ir'ansl'oiinée  dont  les  racines  soient  le>  carrés 
des  demi-diflerences  entre  la  somme  de  deux  lacines  (|uelconqnes  et  la 
somme  de  deux  autres  racines  de  la  même  é(|uation,  cette  transformée 
;inra  la  propriété  ([u'elle  n'aura  de  racines  réelles  négatives  qu'autant 
i|iu'  la  pro|)ost''e  aura  au  moins  (|uati<'  racines  iniaginaii'es. 

22.  Je  remai'(|ue  maintenant  (|ue.  comme  les  (|uantilés  </ et  .v  peusenl 
être  prises  indilléremmenl  avec  les  signes  -+-  ou  —,  il  s'ensuit  (|ue 
—  (q-hsY  et  — (q  —  sY  seront  également  deux  racines  négatives  de 
la  transformée  dont  il  s'agit,  provenant  des  (juatif  raciiu's  imaginaires 
p^qsj —  I  ,  r±s\ —  I  de  la  proposée;  et  il  est  facile  de  se  convaincre 
(jue  ces  racines  imaginaires  ne  pourront  donner  dans  la  transformée 
d'autres  racines  réelles  négatives  (|ne  les  deux  précédentes. 

Ainsi  chaque  combinaison  de  deux  couples  de  racines  imaginaires  dans 
la  proj)osée  doinieia  toujours  dans  la  transformée  deux  racines  réelles 
négatives  ni  |ilus  ni  moins.  Pai'  consé(|uent.  si  la  pi'oposée  conlicnl 
■?.ri  racines  imaginaires,  il  en  résultera  nécessairement  dans  la  transfor- 
mée un  nond)re  de  racines  réelles  négatives  égales  à  deux  fois  le  nomlire 
des  condiinaisons  de  //  choses  jirises  deux  à  deux:  or  ce  dernier  nonduc 

est.  comme  l'on  sait,   '■ -,    donc  le  muidire  des  racines  réelles  né- 

2 

gatives  sera  nin  —  i).  D'autre  part  il  est  manifeste  (]ue  les  racines  réidles 
de  la  proposée,  si  idle  en  a,  soit  seules  soit  comhiuées  avec  les  imagi- 
naires, ne  [peuvenl  jamais  donner  dans  la  transformée  en  (|ueslion  (|uc 
des  racines  récdies  positives,  ou  des  racines  imaginaiies.  Dcuic  on  peut 
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cniicluic,  (Ml  ^('IK'I':!!,  (liii',  (|iicllfs  (iiic  Sdiciil  les  r;H  iiics  de  l;i  |iro|)(iS(''f, 
la  transformée  aura  loiijimrs  iiéccssaiii-inciil  un  i  ra(  iiirs  réelles 
iléf^alives,   ?.«  étant  le  Udinlire  des  laeiiics  iiiiai;iiiaircs  de  la   |iici|)osée. 

2:5.  IViiir  trouver  la  Irausiorinee  doni  1!  -.'a-il,  nu  |i('iil  s"\  |ireudie 
de  plusieurs  uiauières  d'après  les  uielliddes  (|ue  ikmis  avous  dnmiei's  dans 
nos  Recherches  sur  lu  n'solnlion  dli^èbrique  des  l'ijuations .  pniM|n'il  iir 
s'agit  (|ue  de  trouvei'  une  é<iualion  dont  les  racines  soient 

^  c  —  b  —  tl  \"- 


a,  h,c,  (/étant  ipiatre  (|uel(on(|ues  des  racines  de  rc(iuatinii  pmposée. 
Kl  d'abord  on  prouvera,  pai'  les  principes  élajjlis  dans  la  Section  IV  de 
ces  Recherches,  (jue  si  m  est  le  nombre  de  tontes  les  racines  de  la  propo- 
sée, c'est-à-dire  l'exposant  de  sou  (lei;re,  la  transformée  montera,  en  gé- 

,           ,        ,    mi  m  —  1 1  (  m  —  i](ni  —  3  ) 
lierai,  au  dey-re  — -• 

Car  :  i     |inis(|ue  la  iouctKui  I ^ )    contient  (|iialic  laciiics, 

il  faut  coiuliiner  le  iioinlire  total  //i  des  racines  (|iiatre  ;i  (|iiatic,  ce  (|ni 
donne  rnim — ij(m—  ■?.)  [m  — '.'t.;  ^î"  comme  la  l'onction  dont  il  s'ai;il 
ne  change  pas  en  échangeant  a  en  c,  ou  h  en  (/,  (Ui  a -\- e  en  h  h  c/,  et 
rice  versû.  il  s'ensuit  (|u'il  \  a  en  tout  -^.'^.2  comhinaisons  (|ui  donnent 
la  même  fonction;  par  consecpuMit,  en  divisant  le  noiultre  précèdent  de 
IcMites  les  coiuhinaisons  possibles  par  c<lni  des  combinaisons  (jui  dmi- 
neul  la  même  l'aciue  dans  la  transfiniiiee.  on  aura  le  nombre  total  des 
l'acines  dill'ércnles  de  cetle  (''(luatiiiii .  et  par  ciuisc(|iieiit  l"e\p(isant  de 
son  degie. 

24.    Supposons,   pai'  exeiuple ,  (pic   rei|naliiiii   pinpiisec  muI   du  (|iia- 
trième  degré;  mi  aura  ici  ni        \\  dmic     iinineiii  preredent     le  degré  de 

la  transformée  sera  -^—^ — '—  —  3.  Or.  si  toutes  les  racines  de  la  proposée 
2.2.2  '       ' 

sont  imaginaires,  on  aui'a   on    -  '\  cl  //     -  :>.:  donc  la  tiausioruice  aura 
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2.1  ryriiics  ircllcs  ii(''i;alivcs  '22);  ainsi  dans  ce  cas  toutes  k's  racines 
lie  la  tiansl'ormée  seront  réelles,  |)uis(in'étant  du  troisième  degré  elle  ne 
iirnl  avdii'  deux  racines  réelles  sans  (|ue  la  troisième  le  soit  aussi. 

Si  la  proposée  avait  toutes  ses  (|uatre  racines  réelles,  alors  la  transfor- 
mée aurait  aussi  toutes  ses  l'acines  réelles,  mais  positives.  Enfin,  si  la 
proposée  a  deux  racines  imaginaires  seulement,  la  transfornH''e  aura 
aussi  nécessairement  deux  imaginaires. 

Pour  mieux  taire  >(nlir  la  vérité  de  ces  conclusions,  on  remarquera 
i|ue  (I.  h.  c.  il  (liimlaiil  les  (|ualre  racines  de  l'équation  proposée,  celles 
de  la  translormee  ne  |iourronl  être  (jue  ces  trois-ci 

la  +  c  —  b  —  dy        la-k-d  —  b  —  c\'        /a-h  b  —  c  —  d\\ 

car,  de  (pichpie  t'açoii  (ju'on  ecliange  entre  elles  les  lettres  a,  h,  c,  d,  il 
n'en  résultera  jamais  (|ue  ces  tiois  expressions  dillerenles. 
Or,  si  toutes  les  racines  sont  imaginaires,  on  aura 

a=;/j  +  (/ y-f-i  ,     b=p—^(j^'—i,     c=^r-i-S\—i,     c?=;— s^'— i; 

donc  les  trois  ([uanlités  précédentes  deviendront 

—  1 9  -^  *  ;■',     —iq  —  s',     ip  +  r  )'. 

Et,  s'il  n'y  a  que  deux  racines  imaginaires,  en  sorte  que 

a=p-hq\—i,     b  —  p  —  q  ^—i , 

alors  les  trois  (|uanlites  dont  il  s'agit  seront 

/c  —  d  \  -        / 6-  —  d  : \ '        1         f  -h  d 


,   (-:=..' _,,^y.   (,-^^) 


.Ainsi  l'on  poiiira.  par  le  moyen  de  la  lianslormée  dont  il  s'agit,  jugei- 
de  l'espèce  des  racines  d'une  é(iuation  du  (|uatrii'me  degré;  car  si  elle  a 
des  racines  imaginaii'cs,  la  proposée  en  aura  deux  imaginaires  et  deux 
récdles;  si  elle  a  toutes  ses  racines  réelles,  la  proposée  les  aura  toutes 
l'éidles  ou  toutes  imaginaires,  suivant  (|uc  la  Iranstorim'c  aura  toutes  les 
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liiciiii's  |i(isilivfs,  (III  liifii  deux  iii'i;;itivi's  cl  uiir  |i(psilivc,  ce  (|ii'oii  rccoii- 
luiilra  alors  par  les  signes  dv  celle  équation;  ce  (|iii  tuiiniira  des  critères 
plus  simples  (|uc  ceux  (|ue  nous  avons  trouvés  plus  iiaut  (t8j. 

25.  Soit 

X*  +Mx'-i-  N x'  +-  Px  -y-  Q  ~o 

\'ri\\\A[\i)\\  pni|iii.s('e  (iii  (|ii;i|i'i('iii('  (lei;r('',  diiiil  les  racines  soieiil  c/.  h.  c, 
(l\  la  Iraiistdiiiiee  doiil  les  racines  seront 

{a  +  c  —  b  —  d)\      a  +  (I  —  b  —  cy,     ia-hb—c  —  d)' 

sera,  coinnie  nous  l'avons  dejii  trouvé  dans  nos  liechcrches  sur  la  résolu- 
tion algchrujui'  (les  ct/uations  i'i'lj,  celle-ci 

<'-(3M=-^8N  <=-f-  3M<-i6M'N+i6N'-hi6MP-64Qi/-(M'-4MN-f-8P)'=o, 

la(|ii(dle,  en  l'aisaiil 

A  =  3M=-8N, 

B  =  3M'  -  i6M=N  -4-  i6N'-i-  i6MP  -  64Q, 

C  =  rM^-4MN  +  8P)% 

se  rédiiil  ii  la  t'orine 

/'  — A/--f-  B/  — C=o. 

Donc  : 

I"  Parce  qu'on  a  démontré  plus  haut  f  17j  rolativomcnt  aux  équations 

du  troisième  degré,  la  proposée  aura  deux  racines  imaginaires  et  deux 

réelles,  (Ui  liien  (|iiatre  iniaginaires  on  (jualre  l'i-cdles,  suivant  (|iic  l'on 

aura 

4(A'-3B  (B=- 3AC)-(AB  — 9C)'<o  ou  >o: 

2"  Dans  le  dernier  cas,  si  A  et  13  sont  positifs  en  inéinc  lemps,  la  pro- 
posée aura  lontes  ses  (|ualre  racines  réelles;  mais  si  l'une  des  deux  (juan- 
tités  A.  H,  ou  toutes  deux,  sont  négatives,  la  proposée  aura  ses  (piatre 
racines  imaginaires. 

IV.  47 


;n{i  Itl    NOMHKE   DES   UACINES   IM  A(;  IN  A  1  UES 

26.  Li)r.S(|ii('  toutes  les  racines  de  la  |ir(»post'e  sont  réello.  nu  |hiiI 
par  l'inspection  ties  signes  reconiiailre  eonihien  il  y  en  a  de  positives  et 
(le  iiéi;atives;  mais  (|nan(l  il  y  a  des  laeiiies  imaginaires,  on  sait  (|ne  la 
ri'i^le  est  en  dcfaiil  :  ii-priidaiit  la  liansloiinee  ci-dessiis  i'iMii'nil  ciicnrc  le 
moyen  de  jlij^er  du  signe  des  deux  racines  icelles,  dans  le  cas  oii  les  deux 
nnli'es  sont  imaginaires. 

It'aliiiiil  il  est  claii'  ([ne  par  le  signe  du  dernier  teiane  Q  de  la  proposée 
on  peu!  jnger  si  les  denx  racines  réelles  sont  de  même  signe  on  de  signe 
diliérent;  le  premier  aura  lieu  lors(|ne  Q  sera  >•  o,  et  le  second  lors(|ne 
Q  .sera  <o.  Il  n'y  a  donc  de  diil'cnllc  (|ue  dans  le  premier  cas,  et  (die 
consiste  à  déterminer  si  les  deux  racines  s(Mit  liuilcs  deux  positives  ou 
lonles  deux  négatives. 

Pour  C(da  je  remai(|uc  (pie  le  dernier  lerme  (",  de  la  liaMsInrmee  en  / 
elaut  le  produit  des  ti'ois  racines,  on  aiua,  en  gênerai, 

M   —  4MN  -H  81')-=    a  +  c  —  b  —  d r  a    -  d  —  h  —  c  r   a  ^  b  —  c  —  d  ■. 

et  liraiil  la  racine  carrée 

M  —  ^  MN  -H  8P  =  ±   fl  -t-  c  —  6  —  </  w<  -H  f/  —  />  —  c)  i  a  +  A  ~  c      d  . 

Pour  savoir  f|U(d  signe  on  doit  |)rendre,  je  suppose,  par  exemple,  (pie 
les  trois  racines />,  c,  c/ soient  nulles,  au(pnd  cas  on  aura 

M  —  -  a,     N  =  o,     P      (),     Q  =  o  ; 

ain>i  le  premier  memlu'c  de  l'cMpialion  précédente  deviendra  -  (/'  et  le 
seciuid  deviendl'a  ztrt'.  d'où  l'on  voit  ipi'il  laul  preiulre  le  signe  iute- 
lieur;  en  sorte  (jue  l'on  aina 


M'-  4MN   (   8I> 


-      Il  -(-  r 


b  —  <l     a  -t-  d  —  b  —  r  1  la  -\~  b  —  c  —  d  . 


Substituons  maintenant  ii  la  place  de  a  cl  />  leurs  valeurs  imaginaires 
l>  ^  (/  \  —  \  ,  p  ~  (j  \       \  \  on  aura 

a  -t-  c  —  b  —  (/  =  5  ç  ^  —  I  -(-  c  —  d,     a-h  d  —  6  —  c  =  2  ^  y'  —  i  +  </  —  c, 
Il  ■¥  b  —  c  —  d  =^  2/>  -   c  —  d  ; 
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(liPlic  rc(|ii;irioii  |)ii'cc(lciilc  (lf\  iciiilrii 

M'^4MN  -(-  8P       [.'iii'  y-ic  —  dj'](ii>-  c  -  d). 

Or  '|c/-'  -H  (c    -  df-  l'Iaiil  liinj >  iiiir  (|ii;uililc  |i(isilivc.  il  s'ciisiiil  (|iii' 

l;i  (|ii;iiilit(''  ip       c       d  SVVA  du  iiiriiir  sii;iic  (lue   M^  —  i'|MN  -i- HP. 

Cchi  |)ii.s('',  (■(iiniiic  r(''(|ii;irniii  |iiii|ii>si''c  ;i  |i(iiir  i-;iciiics  p  ry  \ -- i . 
//        y  \         I  ,  f  ri  (/,  rllc  m'|;i  <lii|ir  le  |i|'<J(lil'il  île  ces  (lrll\  ('(llKilinlis  ci 

.r'  —  ip-v  +  p^  -{-  (j^  -    o,     jt'  —  ( f  -4-  f/;  JT  H   cd       o ; 

et,  puisqu'on  suppose  que  les  deux  nieines  réelles  c  et  d  sont  de  luèinc 
signe,  il  est  elair  (pic  rf/sera  toujours  une  (puintitc  positive,  cl  (pic  r-  d 
sera  une  quantité  du  uh'Uic  sii;uc  (pic  cIuk  une  de  ces  deux  niciucs:  de 
sorte  ipi'i!  sullira  de  dclciiuiiicr  le  sii;iie  de  c -i- d.  Or  il  est  visildc  (pie, 
si  p  et  c  -f/sont  positives  eu  uiciiic  Iciups,  les  signes  seidiil  allcriiatifs 
dans  les  deux  ('(pialiiuis  picccdciiles;  ils  le  sei'oiii  par  (  i>nsc(picnl  aussi 
dans  le  priMJuil  de  ces  deux  (upialions,  e'est-a-dirc  dans  re(pialioii  pro- 
pos(''e.  |-!l  de  iiiciiie,  si/>et  c-+-f/sont  négatives  ii  la  luis,  les  signes  seront 
tous  positifs  dans  les  mêmes  ('(pialioiis  cl  par  c(iiisc(picMl  aussi  dans  le 
produit  de  ces  ('(piations,  e'est-ii-dirc  dan>  la  proposée. 

Donc  si  ['('(pialion  pr()|)()S(''e  n'a  [las  les  signes  allcnialivciiieiit  posilil's 
et  iK'gatit's,  ou  tous  iiositil's,  aloi's /^  et  c --  d  seront  nt^eessaireuiciil  des 
(piantiles  de  signes  dillcrenls;  donc  2/j  et  6•^- r/ seront  des  (piantiles 
(le  iiienie  signe;  (huic  aussi  la  soinnie  2/>  -  c -i- r/ sera  une  (piantite 
du  UK-nie  signe  (|ue  c -+- </;  doue,  par  ce  (pi'on  a  deinonln''  ci-dessus, 
c  H-  d  sera  nécessaireuu-nt  du  signe  oppos('  à  c(dui  de  .M^  ~  /|MN  -)-  HP; 
pai'  coiisc(|uciit.  dans  ce  cas,  cliacuuc  i\v^  deux  racines  reidics  scia  du 
iiu'ine  signe  ipie  la  (piantité    —  M''  -h  /|MN  —  8P. 

Mais  si  l'cipialion  proposée  avait  tous  les  signes  allcinalifs,  (ui  tous 
posilils,  alors  les  deux  racines  n'cllcs  sciaieiil  iiecessaireinciil  |iosili\es 
dans  le  premier  cas,  et  négatives  dans  le  second;  puis(iu'on  sait  (prune 
étpiation  (pii  a  t(ms  les  signes  alterualils  ne  peut  avoir  de  racines  réelles 
négatives,  cl  (pTuiic  c(piali(Ui  (pii  a  tous  ses  signes  iiosilil's  ne  |)eiit  avoir 

•i"- 
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«If  iMciiifs  rrcllcs  imsilivcs,  cl  (lu'cii  LtciH'Mil  une  (■([iKitiiui  (|iicl(iiii(|iic' 
ne  pciil  avoir  {|ir;iiit;iiit  de  racines  positives  (|ii'elle  a  de  eliani;cmeiils  de 
signes,  et  (ju'autant  de  iiéi^atives  (|ii'(dle  a  de  pennaiieiices  de  sii;nes. 

La  règle  précédente,  ponr  jnger  des  signes  des  racines  léclles  d'niie 
é(|uation  dn  (|uatri(Mne  degré  (|u'on  sait  en  avoir  deux  imaginaires,  a  déjii 
été  donnée  par  M.  Waring  dans  ses  Medilationes  algchmico',  mais  sans 
dcmonslralion  ;  et  comme  celte  demoiistralion  n'avait  eneoi'e  été  donnée 
par  personne,  (pie  je  sache,  j'ai  crn  (juc  les  Géomètres  sei'aienl  l)ien  aises 
de  l:i  ifouxcr  ici. 

27.  De  même  ipie  nous  avons  démontré  plus  liant  (|iie  la  liaiislor- 
mée,  (|ui  aurait  pour'  racines  les  carrés  des  dilTérences  entre  la  somme  de 
deux  racines  (juelconques  de  la  proposée  et  la  somme  de  deux  autres 
(|U(dconques  de  ses  racines,  ne  pourrait  avoir  de  racines  réelles  négatives 
(pi'aulanl  (|ue  la  proposée  aurait  au  moins  (|uatre  racines  imaginaires; 
de  même  prouvera-t-on  (jue  la  transformée,  dont  les  racines  seraient  les 
carrés  des  diirérences  entre  la  somme  de  trois  racines  et  la  somme  de 
trois  autres  racines  de  la  |)ro|)osée,  ne  pourra  renfermer  de  racines  réelles 
négatives  (|u'autant  (|iie  la  proposée  aura  au  moins  six  racines  imagi- 
naires. 

On  démontrera  de  jilus,  par  des  principes  analogues,  (|iie  si  m  est  l'ex- 
posant du  degré  de  la  ])ropo.sée,  celui  du  degré  de  la  transformée  dont  il 
s'agit  sera  représenté  par 

m   //(  —  1 1  (  m  —  2  )  '  m  --  3     m  —  4     "'  —  5  ) 


aXi.2.3Xi.2-3 

et  que,  si  9./1  est  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  proposée,  la 
transformée  auia  nécessairement  un  nomlire  de  racines  réelles  négatives 

n[n  —  I  )  ( rt  —  2 ) 


égal  à  4 


2.3 


28.  Kn  général,  si  l'on  considère  la  transformée  dont  les  racines  se- 
raient les  carrés  des  dilférences  entre  la  somme  de  x  racines  de  la  pro- 
posée et  la  siimmc  de  s  liiilrcs  racines,  celle  Iraiisformec  moulera  au  de- 
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^IT  dont  l't\|ins;iiil  si'iM  cxiiiiini'  |);ii- 

m  (  w  —  I  )  \  m  —  2  ) . . .  t  m  —  25  -4-  I  ) 
?..(i.?..3...s)»  ' 

l'I  l'Ile  ;iiiiM  mi  Moiiiliri'  de  racines  réelles  négatives  ej^al  il 

^  I  n(«  —  i)  i/i  —  ?.)•••'«  —  i  -t-  1^ 

I .7.3. . . s 

en  nommant  m  l'exposanl  du  (lei;ré  de  la  iJidposee  el  -.ui  le  nnmlur  de 
ses  raeines  imaginaires. 

L(irs(jiU' .y  est  ^  /^  aiois  le  iKimhre  des  racines  icidles  négatives  de  la 
transformée  sera  nécessairement  nul;  mais  elle  contiendra  lonjonis  né- 
cessairement un  nombre  de  racines  réelles  positives,  de  sorte  (|u'on  est 
assure  (|ue  clia(|ue  transformée  coiilienl  toujours  des  racines  reelie> 

Nous  appellerons,  p(Hir  plus  de  simplicité,  premièir  Iranslormee.  se- 
conde tianslorniée,  ti'oisième  transformée,  olc,  celles  où  le  nomln-e  .v  est 
l'unile.  ou  deux,  ou  trois,  etc. 

29.  .le  dis  maiiilenani  (jifau  moyen  de  ces  dill'ereiites  Iranslorinees  on 
pourra  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée,  pourvu 
(|u'on  ait  un  criti're  pour  reconnaître  si  une  écpiation,  (|u'on  sait  contenir 
nécessairement  (h^s  racines  réelles,  en  a  de  uégalives  ou  non.  .l'avoue  (pu- 
je  ne  connais  point  jus(|u'a  présent  un  ])areil  critère,  et  que  je  ne  vois  pas 
même  comment  il  serai!  possible  de  le  trouver;  je  crois  néanmoins  (|ne 
c'est  simplitier  beaucoup  la  re(  lienbe  du  uombi'e  des  racines  ima;;inaii-es 
(jue  de  la  réduire  à  celle  de  l'existence  de  quel(|ues  racines  négatives 
dans  (les  équations  que  l'on  .sait  devoir  contenir  nécessairenn^nt  des  la- 
cines  réelles. 

Voici  donc  comment  on  pourra  s'y  prendre  pour  déterminer  combien 
il  y  a  de  racines  imaginaiics  dans  une  (Miuation,  lors(|u'on  sera  en  état  de 
jugei',  en  géuéi'al,  si  une  ei|uati(iu,  ipi'on  sait  conlenii'  des  racines  ri'fdles. 
en  a  de  négatives  ou  non. 

Ou  cbercliera  d'abord  la  première  tran>i'oiiiUM'  de  l'équation  proposée; 
si  cette  li'ansformée  a  tous  ses  lerm<'s  alternativement  positifs  el  négatifs. 
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on  scrji  ;i>siirc  (|iif  hi  piuposi'c  ;i  loules  ses  racines  icrllfs;  sinon  on  t-n 
(■i)nclnrii  (|iir  l;i  |iio|ioscc  conlicnl  iicccssMii'cnicnl  do  iNicim-s  iiM;ii;in;tii'('s 
10,  20 

Dans  ce  «Icinicr  ça.-',  on  ciicrchcra  cncoïc  la  secoinlc  transformée  de  la 
nu-nic  ('(inarnni.  hH|nfllc  conlicndra  ncccssaircnii-nl  des  l'acincs  réelles: 
el  si  celle  IransInrnK'e  n"a  |ioinl  de  racines  nei;alives,  on  en  eon(dnra  (|ne 
l;i  |iio|»osee  ne  |ienl  pas  conlenir  (|nali-e  racines  imaginaires;  par  consé- 
qnenl  elle  ii'ania  que  deux  laeines  imaginaires;  mais  si  la  transformée 
dont  il  s'agil  a  des  lacines  nei;alives,  alors  la  proposée  contiendra  néces- 
sairenu-nt  qnatre  racines  imaginaires  ou  davantage  (2\ ,. 

Pour  délerminer  dans  ce  dernier  cas  le  nombre  des  racines  imagi- 
naires, il  fauilra  clierclier  la  ti'oisièine  Iranslbrmée  de  reijnalion  propo- 
sée, et  examiner  si  cette  transformée,  laquelle  aura  d'ailleurs  nécessaire- 
ment quelques  racines  réelles,  en  contient  de  négatives  ou  non.  Si  elle 
n'a  point  de  racines  négatives,  on  sera  assuré  (|ue  la  pro|)osée  ne  contient 
pas  six  racines  imaginaires;  par  conséquent  Jes  racines  imaginaires  de 
l'équation  proposée  seront  au  nombre  de  (|uatre.  Mais  si  la  troisiènu' 
ti'ansforniée  a  des  racines  négatives,  ce  sera  une  niari|ne  (|;ie  hi  pro|K)sée 
contient  au  moins  six  racines  imaginaires. 

On  |)rocé(lera  donc,  dans  ce  dernier  cas,  ii  la  (|uatrieiiie  li'ansfornice, 
pour  juger  si  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  proposée  peut  nion- 
tei'  il  huit  ou  mui,  el  ainsi  de  suite. 
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^iiiit'cmi.i  iMrnKiircs  de  V Armlèmie  royale  des  Sciences  et  nclle-'-l.etlies 
de  Berlin,  année  1777.) 


I.  l'iiiiiii  le  l;i;iii(I  iniiiiliif  de  hcaiix  TIicihvihcs  (l'Arillimcli(|tic  (|iic 
Fermât  iiuiis  a  laissés  dans  ses  Ohservalions  su/  Dio/j/id/i/f,  iiii  des  plus 
romaK)ual)l('s  est  (•(dui  (|ui  est  (Mioncé  dans  roliscrvatidri  >Mr  la  Ques- 
tion XXVI  du  Livre  VI,  parce  (pie  c'est  le  seul  doiil  Fciiii;it  ail  donné  la 
déinonslration. 

Ce  ThcDri-nie  esl  (pic  ùi  f/t/fc/r/icc  de  clcii.r  ikiinIiits  ht-ranés  ne  peut 
jamais  cire  un  carré;  cl  la  dcnHiiisliatidn  de  Tcrniat  consiste  à  taire  voii' 
(jue,  s'il  y  avait  denx  nonihres  entiers  hi-carres  dont  la  dillérence  IVil  \\n 
carré,  on  ponrrail  toiijonrs  trouver  denx  antres  noinlires  entiers  nmindrcs 
(|ue  ccnx-la,  (pii  auraient  la  niénic  |)i(ipriclc,  cl  ainsi  de  suite:  y\t'  sorte 
(|u'()n  parviendrait  nécessairement  ii  de  petits  nnmhres  hi-carrés  dont  la 
dillérence  sci'ait  lin  carré;  ni'  cela  est  im|)iissil)lc,  comme  on  pcnt  s'en 
assurer  cil  cxaininaiil  Micccssi\i'niciil  les  pi'eiiiiei>  iioiiilno  de  la  sinle 
naturelle.  Le  Theoréine  étant  ainsi  déinoniré  pour  les  nomlires  cnticis,  il 
est  clair  ipi'il  l'est  aussi  pour  les  nomlires  r(uiipns,  pniscpie  si  la  dillé- 
rence des  lii-carres  de  deux   iioinlues   iniiipns  esl   un  carre,  et  ipToii  re- 

(*)  Lu  le  zn  mars  177;. 

IV.  /8 
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iliiisi'  les  (lcii\  iniiiilncs  iiii  iin'iiii'  ili'immiiialrur,  il  s'ciiMiil  (|iic  lu  dillc- 
rt'iici'  (les  lii-ciuics  des  niiuii'iiilniis  st'i;i  ('llc-iiH'iiic  tiii  cjurc. 

I.c  principe  de  lu  (Icinniislriilidii  ilc  |"criii;il  rst  un  des  pins  t'cconds 
d;ins  tmilc  la  Tlicniic  des  nonducs,  d  siirloul  dans  ((die  drs  nondu'cs  cn- 
liers.  M.  Knicra  (Icvcdoppr  davaiilai-ecc  principe,  cl  l'a  aiJpTupic  àdcnioii- 
li"ci-([ncl(]ncs  anii'cs  Tiicoicnics  analoi^ucs,  savoir  :  (|nc  la  somme  de  dcu.r 
lii-niin's  ne  peut  èlre  un  canr  :  \\\\v  ni  la  somme  ni  la  différence  d'un  bi- 
carré el  du  quadruple  d'un  autre  bi-carrè  ne  peuvent  être  des  carrés;  ipic 
te  double  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  bi-carrés  ne  saurait  ja- 
mais être  un  carré  ;  (in'cntin  la  somme  d'un  bi-carré  et  du  double  d'un 
autre  hi-carré  ne  peut  aussi  être  un  carré.  {Voyez  le  (lliapilie  XIII  de  la 
seconde  Partie  de  ses  Eléments  d' Algèbre.) 

2.  ^lais  si  la  somme  d'nn  l)i-carié  el  du  donhle  d'un  antic  hi-eairé  ne 
saurait  être  un  carré,  il  n'en  est  pas  de  même  de  leur  dillérence;  car  il 
est  visible  (m'on  satisfait  à  l'égalité 

7.x*  — y*  r=  □ 

en  prenant  .r  =  i ,  j  =  i  ;  et  (piant  a  l'égalité 

il  n'y  a  (pi'it  |irendre  j-  ^=  3,  v  =  2. 

On  a  Iniuve  aussi  pour  la  premii're  ('galile  ces  autres  valeurs 

.r:=r3,  T       I,      Cl     ,T        Jid'joi  7,    )•=- 5.37  2i5g, 

el  pour  la  seconde  celles-ci 

.r  =  n 3,  y  —  84,     et     .r       57 1  i>.3,   )■  =  261  4  ; 

on  pourrait  en  trouver  encoi'c  plusieurs  aulrcs  par  la  méthode  connue 
pour  ces  sortes  d'égalités,  suivant  la(|iielle  on  peut  déduire  de  nonvcdles 
solutions  de  cidles  (|u'iiu  a  dcjii,  cliiiipic  suliilido  en  rnuruissanl  lunjiuirs 
une  autre  dillérente,  si  le  l'i'ohli'mc  en  admet  plusieurs  voyci  le  Traité 
intitulé  Doctrinœ  analyticœ  i/ncntum  /nniini  dans  l'édition  de  Dioplianle 
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(le  i(i7(>,  et  les  Cliiipilics  \  III.  I.\  il  X  il<'  l;i  ^cnjuilc  l>;iilic  de  V  Al^èhrr 
fie  AI.  Klilcrj;  mais  rcltc  iiirtiiDdc,  hi  seule  i|iie  l'ciii  ail  jiis(|n'it  préseiil 
|)(iiir  les  égalités  (|ni  passeiil  le  secuiid  (le};i'é,  n'est  (|iie  |»ai  liciilière  et  ne 
saiirail  jamais  (liinnef  Imiles  les  scjliilions  possililes;  on  a  même  remar- 
qué (|iie  sonveni  elle  ne  donne  pas  les  solutions  les  plus  simples  el  (|in 
se  présenlenl  d'ailleurs  d'cdles-mèmes.  Ainsi,  s'il  élail  (|ueslion  de  re- 
siiudre  d'une  manii'ic  complele  les  deux  éi;alités  ci-dessus.  ou  du  moins 
de  trouver  toutes  les  valeurs  ])nssil)les  de  .f  et  )'(|ui  ne  sur|»asseraient  pas 
des  limites  données,  la  méthode  dont  il  s'aj;il  ne  sciait  pres(|m' d'aucune 
utilité,  puisqu'on  serait  loujoiirs  iiicerlaiu  si  les  valeurs  triuivées  par 
cette  niéthodo  sont  les  .soûles  (|ui  satislassont  à  la  (|uestion,  el  l'on  ne 
pourrait  se  tirer  de  ce  doute  qu'eu  essayant  successiveuienl  tous  les  nom- 
lires  entiers  pour  .r  et  1'. 

3.    L'égalité 

2j?'  —  y*  =  D 

pst  surtout  remar(|ual)Ie,  parce  ([u'elle  renCernie  la  solution  d'un  Proldème 
proposé  par  Fermât  comme  tri's-dillicile,  dans  la  deuxii'uie  Observation 
siii-  la  Question  .\.\I\'  du  Livre  \'I  de  Dioplianle.  (  ,e  l'iohii'me  ((Uisisle  ;i 
trouvei' un  tiiangle  l'cctangle  en  nomhics  dont  riiy|i(>tenuse  soit  un  cari'é 
el  dont  la  somme  des  deux  cotés  autour  de  l'angle  droit  en  soil  un  au.ssi, 
c'est-à-dire  à  ti'ouver  deux  immlires  diuil  la  somme  soii  un  caiii'  et  doni 
lasommc  des  carrés  soit  un  hi-carre. 

Soienl/>  et  q  les  deux  nombres  ciierchés,  en  sorte  (|ue 

p  -^  q   --  )•',     i>-  -I-  </'  —  X'  ; 

étant  du  double  de  celte  dernière  e(|uatii>n  le  carre  de  la  première,  on 
aura 

donc  taisant 

p-q  =  z, 

ou  aura  l'équalion 

2.r'  — j*  =  z', 

48. 
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<lr   la  l'(''sii||iti(ill   lie  l;ii|ii('llr  (l(''|irli(l  (Idiic   hi   Miliiliiiii   illl    l*ni|i|i'iiii    jU'o- 
|ins(''  ;  f;ir  ;i\;iiil  linii\  c  les  \  ;i  leurs  (le  .r.  >',  r,  on  ;iiir;i  sm-lc-rli;im|i 

.)•=  -t-  z  r'  —  z 


Si  l'un  prend  [lour  x  et  v  les  v;ileiirs  iloniircs  ci-dessus,  un  aura 

1°        x=.i,     )■•=■>     d'où     3  —  1,         donc    i>  =  i,       q=^o; 
2°        a:=r  i3,  )■•=  I,     d'où     z  r^  ?.3r),     donr     />       lao,  q:^—\ii); 
3"        a;  =  ?.  idSoi'j,  ■>•  =- 2  H'ja  i5(),     d'oîi     ï  ~.  i  66059074^  y^cj, 
donc    y;  =  I  061  (15?.  ^çjS'iso,     (/ —  4 ''6'>4''^''0'*7  7*>'- 

4.  Do  CCS  trois  solulious  on  voit  (|iril  ii'v  a  que  la  dcrniiirc  qui  soit 
admissililc  lors(|u'on  demande  (juc  les  nonihn's  clicrcliés/jct  y  soient  en- 
tiers et  |)ositirs;  maison  voit  «mi  nièiiie  tenijts  (|tn'  ces  valeurs  de/>el  </ 
sont  exlrèmement  grandes,  et  il  serait  naturel  de  croire  (|u'on  pourrait 
satisfaire  ii  la  (|uestion  ])ar  des  nombres  |)lus  petits  si  Fermât  n'assurait 
pas  positivement  le  contraire  dans  l'endroit  cité  ci-iless'.is;  cepenilant, 
comme  cette  assertion  n'y  est  pas  démontrée,  et  tju'elle  ne  me  parait 
même  pouvoir  l'élro  par  la  méthode  que  Fermât  indique  et  (jui  n'est  autre 
chose  (|ne  ('(die  dont  nous  avons  parlé  plus  liaul.  on  peut  regarder  comme 
non  résolu  le  Problème  de  trouver  les  plus  petits  nombres  entiers  positifs 
(|ui  satisfassent  à  la  double  condition  (]ue  leur  somme  soit  un  carré,  et 
que  la  s(unme  de  leurs  carrés  soit  un  bi-carr(''.  Mais  comment  doll-on  s'y 
prenilre  pour  parvenii'  à  une  solution  comjtli'te  de  ce  Problème  et  des 
l'roblènu's  analogues?  Il  me  semble  (|u'on  ne  sain'ail  atteindre  ii  ce  but 
(jue  par  un  arlitice  semblable  ii  celui  (|ni  a  servi  ii  denionircr  les  Théo- 
rèmes dont  nous  avons  fait  mention  au  commencement  de  ce  Mémoire: 
car,  si  l'on  peut  prouver  que,  lorsipi'il  y  a  des  valeurs  (|uel((Ui(|ues  eu- 
lières  de  .r  et  V  (|ui  satisfoni  ;i  l'égalité 

il  V  en  a  necessairemeul  deux  anlre^  plus  |)eliles  (|ui  \  salisfoiil  unssi.  cl 
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iiu'iii  iiK'ino  temps  on  ait  une  rnétliixle  i^éni'iMle  pour  déduire  ces  v;ileurs- 
la  de  celles-ci,  il  est  (  lair  (|u'eu  parlant  alors  des  plus  petites  valeurs  pos- 
sibles de  .«■  cl  V.  les(|iielles  sont  x  —-  I  et  y  =  i ,  (Ui  pmiiia  en  rernuntant 
trouver  suecessivenicMt  toutes  les  auli'es  valeurs  satisfaisantes,  suivant 
l'ordre  de  leur  };randeur.  Toute  la  dillieulté  eonsiste  done  à  réduire  la 

solllllon  de  l'ej^alil(' 

?.,r'— >  '  — n 

a  ((die  d'une  autre  éj;alilé  semblable,  mais  dans  la(|uelle  les  nombres  .r 
et  V  soient  nécessairement  plus  petits  (jue  dans  la  première;  c'est  l'objet 
de  l'analyse  suivante,  laquelle  me  parait  la  plii>  simple  il  la  pins  directe 
(|ii'on  puisse  employer  dans  celle  re(dierche. 

5.  (Considérons  donc  reipialion  indelerniiiiee 

■ix'-  x'  —  z-, 

et  supposons  qm'  l'on  connaisse  des  valeurs  entières  de  .r,  y,  z  qui  v  sa- 
tisfassent, je  remar(|ue  d'abord  ((u'on  |)eut  su|)poser  a- et  v  premiers  entre 
eux;  car  s'ils  avaient  une  coninaine  mesure,  il  faudrait  (|ue  r  (Vit  divi- 
sible par  le  carré  de  celte  eommune  mesnic,  cl.  la  division  l'aile,  les  (pio- 
tients  satisferaient  également  ii  ré(pialioi!. 

Je  renianpie  de  plus  (pie  les  nond)res  j,  >',  r-  doivciil  être  lou>  ini|)airs; 
car  si  j  était  pair,  il  faudrait  (|ue  c-  fût  divisible  |)ar  2,  done  userait  pair 
aussi,  donc  r'  et  z'-  étant  i»  la  fois  divisibles  par  '1,  il  faudrait  (|ue  2,r*  le 
fût  aussi,  donc  .r'  serait  divisible  jiai'  3,  donc  .r  serait  pair  el  ne  sérail 
pas  premier  ii  y  eonlic  l'Iiypotbi'se.  Or,  vêtant  impair,  il  est  visible  que  ; 
sera  aussi  nécessairemeiil  impair.  Kntin,  comme  on  sait  (pie  le  carré  de 
loiil  nondire  im|iaii'  est  necessaireuieiil  de  la  l'orme  >^m  ^  1.  il  s'ensuit 
(|ue  ;'-  +  v'  sera  de  la  forme  Su  -\-  ■?.,  donc  20-'  sera  de  cette  même  forme 
et  par  conséquent  .r*  sera  de  la  forme  '\n  -+-  1 ,  donc  ce  sera  aussi  impair. 

('(da  posé,  rcijualion 

d(unii'  ('('lic-cj 
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d'où 

r    .    )--^i^,t'i^ — iz  —  >"- 1^=    9..r' -t- z  —  r^\'->..v- — s -r- r-'  . 

Os  (k'iix  l'aclcuis  sont  tous  les  dt'ux  piiiis,  |)iiis(|uc  v  et  r  sdiil  iiiipaiis; 
soil  diinc  Iciii'  (■oiiiiiiiiiic  mesure  =  2m,  en  sorte  (|iit* 

2X'+  Z  — J'^--  T.mp,       9.x-  —  Z  -h y'  ;rr  2/wg, 

/)  cl  y  cliuil  |)i'ciiiicrs  ciitic  eux;  on  aura 

donc  il  iaiidra  que  le  nonil)re/>(/  soit  un  carre,  et  comme// et  r/  sont  |hc- 
miers  entre  eux,  il  faudra  que  l'un  et  l'autre  soient  earrés:  melt(Uis  donc 
//■  et  q-  à  la  place  de/3  et  </,  on  aura  les  équations 

2.x' -{-z — y^zz::  7.1)1  p-,     ix' — y  -\-  f'' ~  ^mq',     [z+y']--^    ^ni-p'-q-, 

d'où 

z  -!-/■=  ■?nipq. 

Celle  dernière  donne 

2  =  iinpq  —  )•-, 

et  substituant  cette  valeur  de  r  dans  les  di'iix  autres,  on  aura  ces  deux-ci 

X-  — .>•'=  nip  p  —  q  \,     x-  -¥ y'=:  'nqip  -^  q  . 

D'où  l'on  voit  que  m  divisant  la  somme  et  la  difrérence  de  «■-  d  de  v- 
doit  diviser  aussi  -Jtx'^  et  y.y'-;  mais  .r  et  y  sont  premiers  entre  eux  livpo- 
thèse),  donc  m  ne  peut  être  que  i  ou  2.  Si  /«  —  i ,  on  aura 

x'-y  -'  p  p-  <j  .     X»  -!-)■==  q  p  +  ,/  : 

si  m  ---  2,  on  aura 

x'  — .)■•  =  yp  p  —  q  ,     x'-h  y'  ^=iqi  p  -r^  q', 

et  si  l'on  l'ail  dans  ce  deiiiieP'  cas 

ou  aura 

x^-  —  y'~pp'-q'  ,     x'-i-y-=g'\p'^(l'). 
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Ainsi,  suil  <|iii'  ///  soit  i  nu  x,  (Ui  iiiiim  iic('<'ss:iii'i'iiiriil  ilciix  i'i|ii:iliniis  ilr 

ci'IIi'  Idllllr 

x^  —  y^      p' p      q\,     ^'  -H y"-  —  7  yp  -  q  ■ 

Je  (■(HisidiTc  il'Hliunl  hi  [)ii'inii'i'c  de  ces  ('■quittioiis,  cl  ji'  l;i  iur|s  m)1i>  la 
loiriii' 

■^  +  r  ^  />  -  g  ■ 

p         x—y'' 

ji'  ri'iii,ii(|ii('  iiKiiiitciiiiiil  (pic  .V  •  y  csl  un  nonilirc  |i:iir.  |iMis(|nc  r  cl  i- 
sorti  iin|i;iiis  ;i  l;i  l'ois,  cl  (|iic  ^i  est  ncccssiiiiciiiciil  iiii|i;ur;  ciir,  s'il  ii;iit 
[lAW.  il  iMiidiMil  \\Ai  la  seconde  c(|iialioii  (|iie  y  IVil  |iair  aussi,  atiii  {jtie 
y  /'  *  '/  ''''^'"'  ^"'  ii'iinhi'c  |);iii';  mais  alors  ce  nuiuliic  sciait  |taii'cnieiil 
|iaii',  cl  lie  pourrait  |)a!'  coiisé(|uciit  être  é^al  à  la  soiuiiic  de  deux  eaiies 

impairs.  Doue,  si  l'on  n'duit  la  fiaclioii  '-- i\  ses  moiiidrc>  tenues,  elle 

'  /' 

,     ,     ,.  ini  I 

sera  de  la  toi'iiie  — »  n  étant  impair  cl  premier  a  //;,  (jonc  on  aura 

x+)-r    7.ms,  p       IIS     Cl     /;       (/        >ni/.    r       ) — nt, 

A"  t;l  /  étant  d<Mi\  nomhi'cs  euliers  (|ii(dcoii(|ucs;  et  comme  r  >•  est  né- 
eessairemciit  pair,  ci  (pie  n  est  impair,  il  laiidia  i|iic  /  soit  pair;  de  sorte 
•  prcii  mcllaiit  :>.{  ii  la  place  de  /,  on  aura 

p  —  q=^^mt,     X — y=^int, 

t  étant  quelconque,  mais  premier  à  .v;  aulrcmcnt  r  cl  v  ne  seraient  plus 
premiers  entre  eux.  On  tire  de  là 

r       nix-k-nt,     y       nis       nt,     j)  -   ns,      ij       m       \nil: 

ce  sont  les  valeurs  (|ui  salist'ont  a  la  prcmieii' e(|ualioii  :  mais  il  tant  aussi 
ipi'idlcs  satislassent  ii  la  sceiuidc  iMpiatioii 

x--k-x''=.q  p  +  q  ; 

en  \vs  V  sulisliluaiil  donc,  on  aura 

»i'«-  4-  rt'/^  :  -  ,  ns  —  ^,mt     IIS  —  -ynil  , 


m 

s-  — 

8/= 

u, 

n 

m 

u  - 

-3sl 

n 

s-  - 

-Ht-' 
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li  (li'V('l()|i|);iiil. 

m-  s'  —  8<-    -t-  Gmnst  -f-  nV  /•  —  *';  =  o, 

(■i]ii;ilioii  {|ui   t''l;ml  inultiplirr  jiiir  s"       H/-  peut   se    iiicttic  sous  cotli- 

loniir 

\in  s—St'    -r-  '6nst\'  -^  n=[y5'/=—    r- —  s'     5=  -  8/';  j, 

s;ivi)ir,  en  divisMiil  |)ar  /r  l'I  (l('V('l()p|t;iii(  les  termes, 

o          I  o           m  s'  —  Ht- 1  ]■ 
i>  -(-  8/*  =     3st  H • 

Diuif,  si  rmi  t'iiil 

3*/ 

ce  (jiii  (luiiiie 

on  iiiiiii  re(|ii;irioii 

S'  -~8t>--  II'. 

Ainsi  la  solulion  de  l'eiiiialion  j)roposée 

est  réduite  a  etdie  de  re(|ualion 

s-  ^  Ht'  ~  U-; 

et  l'un  voit  |)ar  l'analyse  précédente  (|ue,  s'il  \  a  des  umultres  entiers  (|ui 
satisfassent  à  la  première  équation,  il  y  aura  aussi  néeessaireineni  do 
nombres  entiers  (|ui  satisferont  à  la  scu'onde;  et  vice  rrrsâ,  si  l'on  eonuail 
une  solution  de  cette  dernière  en  nombres  entiers,  on  pourra  eu  dedune 
unesiduliou  de  la  preuiii're  pai'  le  UKiyen  des  foriuiilrs 

m         u  —  Sst 

Il         s- -Ht  •' 

Connue  —  est  su|)posee  une  tVacliou  réduite  ii  >es  moindres  termes,  si 
Il  '  ' 

U —  '^.v/ et  A-       H^-  S(Mit  premiers  eulic  eux.  on  aura 
m       II  —  ist,     n  —  s'  —  8/'  : 
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mais  si  i-t-s  iidiiilurs  uni  un  t'iiclriir  coiiiiiiuii,  on  iirciiilni 

H  —  3*/               s'  —  8/' 
"'  =  —7—'     "^—1 

Kl  puisqu'on  peut  prendre  indillereinnient  les  noniljiess,  /,  »,  ainsi  que 

r,  V,  c-  en  plus  et  en  moins,  il  est  laeile  de  voir  (|ue  elia(jue  solution  de 

re((iialion 

s'  -hHt'=  «' 

en  donnera  toujours  deux  de  ré(iuation 

■}.X'  —  /'  =  z\ 

en  prenant  dans  l'expression  de  m  le  nonilire  n  en  |)liis  on  en  moins.  Je 
remarque  maintenant  que  n  ne  peut  jamais  élre  zéro,  el  (|iir  m  ni'  peul 
l'èlrc  (|Me  l()rs(iue  u  =  "ist,  ee  (|ni  donne 

s'  -+-  8l'  --  t).î'/', 
d'où 


7  =  \/'*\/t-^  =  \/Ï*"Î  =  '°" 


l/S; 


la  valeur  y  *^  nv  pouvant   être   admise  h  cause   de    son    irrationnalilé, 
reste  -  =  i,  et  par  consecpient 

ç  =  I ,      /  ^  I  ; 

ees  valeurs  salisioni  en  ellcl  ii  recjuulion 

s' +  8/'=  M»; 

mais  alors  on  aiuait 

X  =  n,    /  =  —  H, 

et  comme  x  et  v  doivent  être  premiers  entre  eux    liypotlièse),  on  aurait 
a-  =  i  et  y  =  i .  D'où  l'on  voit  que  lors(|ue  x  el  1  seionl  premiers  entre 

eux  el  dillV'ii'nls  de  j'iinitc,  alors  .1  et  /  seront  ausM  premiers  entre  eux  et 

dillcrenls  de  rnnite.  cl  //;  ne  sera  jamais  zéro  ;  de  soitc  ipic  le  plus  i;iand 

des  nonilties  ,f  cl  >  ^cia  nêeessaiicment  plus  i;raii(i  (pie  l'un  el  l'antre 

IV.  49 


:<8G  SliU   QLKLyUES    PKOin.EMES 

(les  deux  iioiiihio  5  et  /;  par  roiiséquenl,  si  l'égalité 

2jr'—  r'  =  D 

esl  ii'S(iliil)l('  en  iiiiinhrcs  ciitiiTs  (Hii'l(iiiii|ii('s  diUÏTcnls  de  l'iiDilc,  l'c- 

i>;dité 

s'  -)-  8/'  =  □ 

sera  nécessairenieni  rcsfduMc  en  nioiudrcs  noiiilti'es.  aussi  dillcrcnts  de 
l'uni  le,  et  vice  versa. 

a.   si  re(iuali(iii 

s*  -+-  81'  =  II-, 

il  la(|uell('  nous  soiiinies  parvenus,  étail  de  la  UK'Uie  foiine  ipic  la  pm- 

posée,  le  Problème  serait  résolu  ;  mais  pnis(|ue  ctda  n'est  pas,  il  i'aul  donc 

|)oiirsuivre  notre  analyse  en  opérant  maintenaiil  sui  cette  dernière  é(|ua- 

lidii,  dans  la(pi<dlc  s  et  /  sont  su|)pos(''S  premiers  enlic  en\. 

l-!l  d'ahord  je  vais  prouver  (jue  .v et  //  doivent  être  impaiis;  ear  si  s  était 

pair.  .V'  sei'ait  divisible  pai'  16;  donc  u'-  le  serait  par  <S;  donc  11  le  seiail 

par  1:  done  u^  serait  aussi  divisible  par  Mi,  et  H/"  le  serait  aussi;  donc 

/'  seiail  divisible  par  2;  done  t  serait  pair,  et  par  conséquent  ne  serait 

pas  iirciiiicr  ;i  ,v  cinitre  l'Iiypotlièse.  Or  s  étant  impair,  il  est  visible  (pic  u 

dnil    j'i'lrc   aussi.   Mainlcnanl    je   mets   rc(|iiali(in    doiil   il    s'ajiil  sdiis  la 

l'orme 

8 /'  =  h'  —  s'  =   u  -i-  s^   iu  —  s'); 

coiiiiiic  II  cl  v  sont  impairs  a  la  l'ois,  les  deux  raclciii> 

Il  -+-  s'     et     u  —  5' 

seroiil  pairs:  donc  Iciir  commniic  iiicsurc  sera  ■^'J.,  en  soric  que 

«-*-«=  7.{J.U5,       u  —  s'  3=  7.fJ.p, 

rr,  cl  0  elanl  premiers  cnirc  eux  :  donc 

8/'^  4  ;"''»'?     et     3.  <'=-a'cjp; 
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iJiPiK    il  laiil  (|iic  'J.  divise  /-;  iiiiiis  en  cliiiss;)!)!  //  di's  (lfii\  i(|(i;iliiiii^  pic- 

(•('(Iciilcs,  on  ;i 

s'^ixits-  p), 

il'oil  l'iill  \()il  i|ll('  j.  (Ii\  i>r  (le  i  il  .V-  :  (Inlir  |iuis(|llc  /  cl  v  siinl  |ilfliiicr>  illl  ir 
(•ii\     li\  |Mi|lii'sr  .  il  l'^iiil  (|iir  ■;        I.  Ainsi  l'on  ;iiii"i 

2/':=  rop; 

cl  coniinc  TT  !•!  0  sont  |ii('iiiii'fs  l'iilic  eux,  il  r;iii(li;i  i\\\r  l'on  ;iil  nccrssiii- 
l'cincnL  un 

ou 

ro^y',    .p        •/•'; 

d'où  rcsnilc 

/  =  qr. 

Diiiis  II-  iiri'inii'i'  cas  on  iini;i  donc 

u  ■--  ><i'  -(-  r',  s'  --  9.(1*  --  r\ 
cl  (hins  le  second  on  iini;i 

Il  (/*  -(-  ■?.  »•',  s'  -  :  q'  —  7.  r*. 
Il'on  l'on  Miil  (|nc  hi  tcMiliilion  de  l'ciiniilion 

s'    ■    8l'~    M= 

est  réduite  ;i  hi  rcsoliUion  (\r  riiiic  on  <\{'  l'anlic  des  e(|ii;ilioiis 

•2(/'-    /■*-.?•     on     (/'—•//•' =r  i-. 

i'in  cllcl,  si  l'on  coniKiil  des  \;ilenis  eiitii'ies  de  y,  r.  v  (|ni  >;i  lis  lusse  ni  ;i 
I  nue  on  l';intre  de  ces  c(|n;ilions,  il  n'\  ;ini;i  (in'ii  |iieii(lrc  /  c//-.  cl  l'on 
;tnia  des  \alcnis  di'  s  cl  /  ijni  rcsondroni  rc(|iialion 

Or  je  i('iiniii|ne  : 

i"  Que  si  s  cl    /   MMil    ()iriniei>  cnirc   eii\  .    *    --cia  aussi    |nciniei'  il  </ 

4v(. 
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et   il  /■;   (loue  y  et   /scroiil    |ii(iiiit'rs  ciilrc  eux  cil   vi'ilii    des  ciniatioiis 

7.q' — r' =:=  «'     ou     q' — a /•'  =  *'; 

2"  Que  si  </  iM  /  smit   (lillmiiis  de  l'unité,  /  seni  |)liis  m'aiid  (Jih'  7  l'i 
(|ii('r;  si  f/  (''j;;il  ;i  runilf.  iildis  /       /;  mais  dans  ce  cas  on  aura 

>.  —  /■'  1    s-     ou     I  —  7.  »■'  =  ,s; 

la  seconde  de  ces  (-(Hialioiis  ne  saurait  avoir  lien  en  nonihies  cnliers.  et 
la  [ireniière  ne  pcnl  subsister  qu'en  faisant 

/•  =  I     et     i  ^  I  ; 
ainsi  l'on  aurail  alors 

S-l,        /  =  !. 

Si  /■  ci^al  à  l'unile.  alors 

l^^q,     et    s':=7.q'—i  ou  ^ç'—  2; 

d'où  l'on  voit  (jue  s  sera  plus  i;iand  (|ue  «y.  Je  conclus  de  lii  (|nc  tant  ([ue  s 

cl  /,  dans  i'éifalité 

5'-i-8r=  0, 

seront  pi'cniiers  enli'e  eux  et  dillcrcnls  de  l'unité,  rj  cl  /seronl  aussi  pi'c- 
niiers  entre  eux  et  difi'érents  de  l'unité,  et  (|ue  de  |)lus  le  plus  i;rand  des 
nouiltres  ,v  et  /  sui'passera  nécessairement  le  plus  grand  des  deux  c/,  /■. 

7.    L'e(|uati(Ui 

est.  connue  l'on  voit,  seml)lal)lc  ;i  la  prcmii're 
2.x'  — y'  =;  z^; 

ainsi  le  Pi'ohlènie  serait  résolu,  si  l'on  n'avait  trouvé  (|ue  celle  équaticu): 
mais,  comme  on  est  aussi  arrivé  à  l'équation 

(/'  —  ■>  r'  -    s-, 

(|ui  est  dillercntc  des  dciiv  ijuc  nous  venons  de  ti'ait<'r,  il  laul  encore 
[loursuivre  le  calcul  relalivemcnt  ;i  celle  dernière. 
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Nous  avons  déjà  vu  ijiic  7  cl  r  doivent  rlic  incinici--  iiilir  eux;  nr  <y 
doit  t'tif  irn|)air,  aulrciiicnl  v  sérail  pair,  par  conseiiucnl  2/'  serait  divi- 
sihle  par  4.  <'t /■*  le  seiait  par  2;  donc  r  et  c/ seraient  pairs  ii  la  fois  et  par- 
conse(|nenl  ne  seraient  pins  premiers  entre  eux  ;  y  elanl  ddin  iiiip;iir .  il 
est  visiMe  (|ne  s  le  sera  aussi.  Donc,  si  l'on  met  ri'(|ualiuu  -iiius  la  Inruic 

21' =:  q' —  s^—   tj^+ s   \q- -  s, 

les  deux  facteurs  q-  +  s  et  q^  —  s  seront  tous  les  deux  pairs,  et  par  c(Ui- 
sé(|ucnt  de  la  foriue  2/«X.  ■xr/iu.,  -i/n  étant  loui'  plus  i^rande  couMunne 
mesure,  el /,  a  étant  deux   uuudues  |)remier's  entre  eux.  On  aura  ainsi 

ç'  +  *=?.mX,     q^ — i  =  ?.ma,     2 /■' = /j  w'Xu, 
on  l)ien 

donc  m  divise  /•-,  mais  il  divise  aussi  q-,  parce  (|ue 

ç'  =r  m  I  X  -t-  u  1  ; 

donc  puis(pu'  q  et  r  sont  premiers  entre  eux,  il  laudra  (|ue  m  -  j.  Ou 
aura  donc 

donc /■  sera  pair;  donc  faisant 

r--  2/1, 
DU  aiir'a 

dorrc  À  et  ;j.  étant  |)r'emiers  errtr'c  eux,  on  aura  nécessaireiuciil  ou 

A  =  Hn',     fx=^p',     ou     X  =  n',     fj.-iip'; 
d'où 

/(       j>n,     ;■=  o.pn. 


.\iusi  l'on  aura 


f  :=  ^  —  jix  — -  Hn'  -  /i'     ou     =  H'  —  8/r, 
q'^:l  -f  a  =  8«'  ->-  p'    ou    =r  n'  +  S^', 
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1)11  l'un  \iiii  (|ii('  \fs  iltMi\  viilfiirs  (le  s  cl  de  (/'■  l'i'viciiiu'iit  à  la  inômr  en 
(■Iiaiii;c;ml  /;  imi  />  cl  v  en        s.  Donc  la  rcsolulion  Ac  rciiualKin 


/*  —  2  /•'  — -  s- 


se  l'ciiiiil  il  celle  (le  re(|nalion 

(j-  =z  n'  -h  Sp', 
r  =  ipii     el     s  -    n'  —  8p'. 


en  jniMianl 


Kl  l'on  rcmarqueia  (|uc  n  al  p  doivcnl  ôtrc  premiers  entre  eux,  aulre- 
niiiil  /  fl  (/  ne  le  seraicnl  pas,  contre  l'Iiypollièsc.  De  plus  il  est  visible 
(jue  /"  sera  lonjoiirs  plus  i;fan(l  (]ue/)  cl  t|iic  n.  el  coiiinic  </  est  nécessai- 
rement pins  i^raiid  (lue  /•,  il  s'ensuit  (pic,  dans  l'ctialilc 

les  niiml)ics  /(.  p  seront  nécessairenieni  moindres  que  les  nombres  y.  / 

dans  réi;alilc 

g*  —  7.r'=  Q. 

Or  l'égalité 

H*  —  Hp'  =  n 

est  de  la  même  forme  que  c(dle  (pie  nous  avons  dcjii  Irailee  ci-dessus: 
donc  le  Prolili'Uie  est  résolu. 

8.  On  [icul  donc,  par  la  metliode  et  les  formules  précédentes,  résou- 
dre non-seulement  les  égalités  de  la  forme 

7.X'  —  ^*  =  n, 

mais  aussi  ccdles  de  ces  deux  autres  lormes 

x'  -t-  Sy*  —  n     et     x'  —  2_}-'  ^  O , 

el  cela  avec  loulc  la  gcncr,ilile  doul  ces  égalités  sont  susce|)lililes  :  car 
en  comment,'anl  par  les  solutions  les  plus  simples  et  passant  successive- 
ment aux  plus  composées,  on  sera  assuré  de  trouvei'  pai'  ordre  toutes  les 
s(diilions  |)ossil)les  de  ces  egalilés  en  immlires  euliers.  cl  par  consc(picnl 
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;iiissi  cil  iKiinlii'i's  i'(iiii|iiis,  siiiv;iiil  l;i  ri'iii;iri|ii('  l':iili'  ;iii  ('niiiiiii'iiri'inriil 
ili'  Cl'  MfiiKiirc.  N'oici  (lune  ii  i|iiiii  se  icdiiil  ce  ciilciil  : 
I"  Ayant  l'équaliuii 


5* -1-8/'=  u\ 
x'  —  f.y*  =  2', 

X  =  M,       J  =  O.SI, 


'A' 

(111  ;mi':i  rc(|iiali(iii 
B 

cil  |ii'cii;iiil 
cl  rc(|ii;iliiiii 
(C) 
cil  |)l'cii;iiil 

±u — 3sl  s' -  8i'         .  ^ 

m -^  -. 1      n         — T — 1      ±x~—ms-^n(,      ±  y  —  nis  —  ni, 

/cl;iiil  le  |)lii>  i;i;iii(l  (111111111111  diviseur. 

2"  A\;iiil  rime  (III  l'a  II  Ire  di's  c(|iiarKiiis  (\ij,  '  C,;.  <>ii  aura  rc(|nali(iii    A) 

en  prciiaiil 

s  =  z,      /  =  Xf. 

!t.    L"e(|uali()n     A     (Idliiic  e\  iileiiiiiieiil  d'aliord 

5—1,      <  =  i,     M  =3; 

d(Uie  on  aura  |)(iiir  rc(|iiarKiii     ii 

a:  =  3,     ^"=2,      cl  (le  là      z  :^ -^  ; 

cl  |i()ii|-  rc(|liarKill  X) 

±3-3 


donc 
on  bien 


«  r^   -   ^  1      -h.r       m   ^  n,     ±.)'       m  —  n; 


//(  =  o,      n  —  —  1,       /r_7      el      X    -\,      /r^I,      3  =  i, 

m  =-;  —  6,     w  =:  —  7,     /rrri     f>i     X"       1 3,     /  =  !,     Z  =^  sSy. 
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Ces  Viilcuis  (If  X.  Y,  :  fil  (loimcidiil  d'iiulro  de  v,  /,  u  pdiir'  rc(|ii;ition  (A^ 

l-:i  il'al.dnl 

x=^  I,  jr=  I,        z  =  i 

llulllll'l'il 

ciiMiilc 
donnera 
enfin 
donnera 


s  ^i,  1=1,  «  =  3; 

x=3,  y=-2,  z  =  'j 

$=:•-,  <  =-  6,  H  =  1 13; 

.1  =  i3,  y=^  \ ,  a  =:  239 

.5  =  239,  '=^'3,  «  =  57123. 


La  première  de  ces  trois  solutions  de  rétiuatioii  A;  est  la  iiiciiic  i\uv 
nous  avons  adoptée  d'ahord,  et  nous  pouvons  maintenant  en  l'aire  abstrac- 
tion; les  deux  autres  donneront  donc  de  nouvelles  s(duti(tiis  des  e(|ua- 
tions  fB)  et  fC).  Prenant  donc  en  premier  lieu 

V  =r  7,       /  =:  6,       M  ^i:  I  l3, 

on  auia  pour  re(|uation  (B) 

.r  =  1 1 3,    y  =  84,     2  =  7  967  ; 

ensuite  pour  l'équation  (C) 

±113  —  126                  239  c         _i_  L-  ' 

<      n  = f^  5      ±  a;  =  7  »?  -h  b  « ,      ±  )•  =  7  m  —  6  n  ; 


/ 


/ 


donc  :  ou 

m  :=  —  i3,     n=  —  239,     /  =^  1 ,     X  ^  I  525,     >■  ^  i  343,     2  =  2750257; 
ou 


I,     n: 


I,      /  ^  239,      X  =  l3,     _)■  =  !; 


cette  deruii'i'e  s(diiliiiii  a  dcja  ete  trouvée  ci-dessus,  l'reiiani  en   m'coikI 

lieu 

s  ^1:339,     /=ri3,     «—--57123. 
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on  auiii  |)iiiii  l'c(|ii;ilicm  (B) 

X      5719.3,     >•— -6214.     z -- 3  262  58o  1 53  ; 

t'I  puni'  r('(]ti;iliiin    {],  mi  ;i(ii';i 
_  ±57123  —  9321  55769 
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/ 


/ 


:*•  =  239/n -+  \'in,  ±  >■--:.  23t^w  —  i3«; 


(Kilic  :  ou 


et  (le  la 


«1  r^  6,     n  =z  r,     /  :=  7  967, 


.r  =r  I  5a5,     )'=i343,     Z-- 2750257, 

c'est  la  soliili(iii  trouvée  ei-devaut;  ou 

w=  —  949'>     "^=7  9^7»     '=^75 
donc 

a:=r2i65oi7,     »=:2372i59,     et  de  là     ;  r=  1  SfioSgo  74^  759. 
I''t  ainsi  de  suite. 

10.  On  voit  |)ar  ce  calcul,  (ju'il  serait  aisé  de  pousser  pins  Icun  s'il  en 
valait  la  peine,  ([Ue  les  valenis  (|ui  satisfont  ;i  i'crpialion 


sont  par  ordre 


s  —  i,         7,  239,..., 

u=^.       \i^.      57  r-..3 ; 

qiu>  les  valeurs  (|ui  salisl'onl  ;i  ré(|uation 


sont 


x  =  3,       1 13.  57  1.3, . 

y=^  2,         «S  (,  6214,. 

z  =  7,     7()(i7,     3  .>ti> '".«o  i'")3,. 
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(in'ciitiii  les  valeurs  (|ui  salistonl  ii  ITMinalinn 

nx'  — y'  —  z' 

sont 

X -- i ,       l'i,  I  53.5,  ■'.  i65  017, . . . , 

^■=^1,         I,  1343,  7.  S'-?.! 59 

z=^i,     ?.3(),     a^SoaSy,      i  56o  5<)o  ^.^^  ^^q, .  .  . , 

cl  l'on  peut  être  assuré  (|u'il  n'y  a  pas  de  noinhrcs  moindres  ipie  ceux-ei 
qui  puissent  satisfaire  aux  l'orniiiles  proposées. 

Si  niainleiianl  on  déduit  des  dernières  valeurs  de  .r,  y.  ;■  telles  de /y 
et  q  '3j,  on  aura  j)ar  ordre  lous  les  iioudtres  (pii  peuvent  résoudre  le  l'io- 
hlème  de  Fermât,  savoir 

p^^i,         I3.0,         27.76953,     I  o(>i  65?. -.HjS  5?.o. . . . , 

Ç=:0,        —  I!<),         —      473304,       45''''4*^*' "27  7*^' 

Ces  derniers  noiuhres,  (luehjue  j^rands  (pi'ils  soient,  sont  donc  néan- 
moins les  plus  petits  nombres  entiers  et  positifs  (jui  résolvent  le  Pro- 
blème dont  il  s'agit,  ce  (jui  (trouve  la  vérité  de  l'assertion  de  Fermât. 

11.   En  général .  on  peut  faii'e  (lé|)endre  la  rés(duliou  de  toute  e(pialiiiu 

de  la  forme 

M'  -+-  aj'      z' 

(a  étant  un  nombre  (]uelconque  donne)  de  celle  d'une  équation  de  la 
même  forme  dans  latpMdle  les  nombres  a',  j',  z  soient  moindres, 
l'our  cela  il  u'\  a  (|ii';i  sup|)osei' 

3  :=  nt-  -+-  un', 

ce  <pii  donne 

z'  ^    m-  —  (i  li'  -  -h  (i   2  mn  '  ; 

donc 

X- ^=  m' —  a n-     ei     y'~nnm. 

Soit  de  nouveau 

X  =^  p'  —  aq\ 

d'oii 

x'^  =^  [p-  ->r-  aq^y  —  a>  >.pq  ' ; 
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ni      j)''  -+-  aq\     n  ^=  J.fxj  : 
i'[.  Mil)sriliKiiil  (l;iii.s  r('(|ii;irMiii  y-       -j/nri,  on  aiii'ii 

y'--^pq(p'-i-  aq'\. 
Qu'on  lasse  doiii  ,  |Miiir  salist'airc  ii  (tllc  (•([iialion. 

p  =^  S\       ^  :=  /•,       p'  -    «7'  :~  «', 

lin  aura 

y  =^  "tstu. 


cl  il  viendra  riMiiialinii 


.5'  -t-  al'    -  II'' 


(|ui  esl  seiiililalile  a  la  |Mu|i(isee.  OlU'  deiniere  e(|uati"M  elanl  irs(diie  si 
elle  peiil  l'être,  un  allia  dans  l:i  |ir(i|)OS('C 

x—s*—al\    y  =  7.slu,     z  =  (s' +  «/'  ' -(   a(2i'/M% 

savoir 

z  r-r  u*  ,  .\asW\ 

d'dii  1(111  viiil  (|iie  V  sera  loiijouis  iiecessaiiemeiil  |diis  grain!  (lue  cliacuii 
des  iKiiiihres  .9,  /,  u. 

(lomiaissaiil  dniii-  une  soiiition  en  entiers  de  tonte  (Mination  de  la  t'oiuK^ 


DU  pourra  par  ces  roriniiles  en  déduire  une  nouvelle  soluti(Ui  en  iKunhrcs 
plus  gi'ands,  cl  ainsi  de  suite;  mais  on  n'est  pas  assuré  de  trouver  par  ce 
niovcn  toutes  les  solutions  possibles  en  nonilircs  eiiliers;  cai'  les  siippo- 
siticjus  (|ue  nous  avons  faites  pour  ramener  reiiualiun 


a  I  ('(pialion 


x'  ■+-  ay'  -  z' 


s'  -^  al'—  n- 


sont  siniplemcnl  possililcN.  mais  ne  sont  pas  aiisidumeiil  iicccssaii'es. 

Au  reste  la  melliode  la   plus  simple  et   la  |)liis  i;t'nerale  pour  resoiidit 
ces  sortes  d'egalilo  esl  |Miil-e|rc  celle  des  r;iclcui's.  (pie  j'ai  exposée  dail: 
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le  dernier  Clinpilif  ili'>    [ilditums  à  IWIgèhrc  de  M.  lùilcr,  ;i  l:i(jiicllc  jn 

renvoie  ('  j. 

12.  Je  vais  terminer  ce  Mémoire  par  montrer  (•(inimeiil  on  pcnt  sim- 
plifier et  génc'îraliscr  ii  (|nel(|ues  égards  l;i  uirlIiiMlc  ni(llii;iirr  [nMir  les 
égalités  qui  passent  ii-  scioud  dcgri'.  siiivaiil  l;ii|ucllc.  en  curiMMissant 
une  solution,  on  en  peut  trouver  plusieui's  autres. 

Soit  proposée  l'écjuation  générale  du  troisième  (le;;r('  entre  deux  indé- 
terminées X,  y 

a  -^-  bx  -h  cy  -^  d.r-  -■  exy  -^fr^  -+-  gx'  -+-  fix'y  -+-  hxy-  ^-  ly'    -  o, 

à  laquelle  satisfassent  déjà  ces  valeurs 

'■      /'•    .>■      1- 
en  sorte  (|ue  l'on  ail 

a -^  bp  -¥-  cq  -\-  dp-  -r-  epq  +  ftj'   -   gp  —  lip'<l  -^  l'PT  "'^  'f/'  —  °- 

je  fais 

X  ^  p  ~  t ,     y  =  ij  ^   II. 

et,  sulistiluant  dans  la  |)i'o|)osée,  elle  se  transl'ormeia  en  celle-ci 

]M  4-  C«  -t-  D/-  +  E/ii  -   Vu-  -'-  Cl'  4  H  l'a  +  K  lu- -h  L//'—  o. 

dans  laquelle  les  ciellicienis  |{,  {'.,...  sont  des  l'nnctions  rationnelles  de/) 
et  q,  qu'on  détcM'minera  aisément  par  le  développement  des  termes  de  la 
proposée;  mais  on  peut  les  trouver  encore  pins  facilement  en  emplovatit 
la  métliode  dillereiitielle;  car.  si  l'on  suppose 

a  -h  bp  -+-  cf]  -4-  dp'  -f   fpq  -^  f(J-  ■+-  gp'  +  fip'<^l  -^  f'l"i'   ■    '7'  ^  ■^• 
on  aura 

_      dA       „       d\       ,^       .  f/'A       „        d'\        .,    '   .  d'-A 
dp  drj  ■}.   dp^  dpdq  -i    dq' 

G  —  —  —       U  -  -  -^—       h  -   -  — —  —  —  — 

2.3    dp'^  7.  dp'dq  ■}.  dpdq-         '  ~~  i.'\  dq' 

(  •  i  Les  .liUlirifin\ri  r  il'^i-liir  illviiliM-  ,i|i|i.;rlii'iiniMir  :i  l;i  SiM'Iiun  \  di'.-  Ohiivir.s  dv  l.di^nui^c 

(  y  Ole  fie  rfulitriir.\ 


DK   LANAI.VSi:   \i\:   DinPIl  \  M  K. 


:ii)7 


.Maiiilt'iiiiMl.  |iiiiii'  pouvoir  (létei'iniiii'i- // rt  /  (l'iiiic  iii:iiii('rt'  iMlidiini'lln, 
j'('l;;iIc  d'iilidid  ii  /cro,  dans  r('(|Uiitioii  en  /t-l  a,  h's  deux  |ircmicr.s  li-rmcs 
(ii'i  /  cl  //  sdiii  liiKNiircs;  j'ai  ainsi 

B/  -f-  (.M        o,      d  ou      M  —.—   --.  : 

de  celte  niiinièi'c  il  rcsh-  l'é(|n;iliini 

IXM-K^M   ^    l-u'-^t]/^^  H/'H   '    htii-i    l.ii'  —  o; 

siilislitiiaMi  donc  il  la  place  de  //  s;i  viÉleiir,  toute  re(|ii;iti(tii  deviiMidra 
divisil)le  p;ir/'-,  cl  l'on  aura.  a|)ii's  hi  division. 


B"F       /,,       BU       BK        6'L\ 


_        BE        B"F        /,,       BU        BK        6'L^ 


-  eu  -h  bOE  -  B'CF 
C>G  -  BDH  -f-  B'CK  -  B>L^ 

BC'D  — B'CE-4-BM 


r.'G-  BC'H  -hB-CK  -  B  L 

On  aura  doin'  deux  noiiveHes  valeurs  salistaisanlcs  de  a- et  v,  et  pre- 
nant ces  dernières  ;i  la  place  deyy  et  g,  on  pourra  en  déduire  de  nouvelles, 
cl  jiinsi  de  suite. 

i;i.  Si  re(|u;ition  indclei  iniiice  était  du  iiiialrienic  dci^i'e,  il  ne  serait 
pas  possible  de  la  resuuilre  yénéralenient  pai'  la  métliodc  précédente; 
maison  pourrait  en  venir  a  Itouî,  si  elle  ne  contenait  (|ue  les  deux  pre- 
mières puis><;inccs  de  l'une  des  deux  incdiinncs.  et  (|uc  de  plus,  en  rej;ar- 
danl  cette  inconnue  comme  de  deux  dimension^,  il  n'y  eiii  d;tn>  rc()u:i- 
tion  aucun  terme  de  |tlus  de  quatre  dimensions. 

i!u  elle! ,  soil  ri'(|ualion 

o  =  «  -f-  6 .z -+-  c r  -i-  f/jr-  -i-  exy  ->-/}'■  -  gx^  ■+-  fix^y  ■+-  h  x' 
i|iii   1  le-,  riiiidilions  riMpiises.  et  supposons  (jne  les  valeurs 
x^p,    y^q 
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)  siilislasseiU;  substituant/;  -+-  l  ii  la  place  de  a;,  et  q  ^  ii  [\  la  place  de  j, 

011  aura  une  é(|uaruin  de  In  (nrnie 


bt^Cii      1)1    ,Etii^l'ii+i',r^\ii'ii'   Kr 


je  fai^ 


et  divisaril  loule  re(|ualion  par  /.  elle  deviendra 

H^-Cj^D/   i   Etz-^  Vis-  ,  Gr  ^  Hl'z  -t-Ki'  -o, 

qui  n'est  plus,  comme  l'on  voit,  (|ue  du  troisième  deijre  entre  s  et  /;  ainsi 
l'on  pourra  lui  appliquer  la  melliode  précédente,  pourvu  qu'on  connaisse 
une  valeui'  île  z  et  de  f:  nr  ces  valeurs  se  présenteni  d'(dles-nicmes.  car 
il  ii'\  a  (|u"à  taire 

/  =  o,     B  +  Cz       o,     d'où     z  =  —  -i 

donc, ...  ;  mais  en  voilii  assez  sur  ce  sujet. 


iii:\iU!orKS  r.ôKii\[,ES 


MOIVKMKM  IIK  l'LISII'lllS  Cdlll'S 


QUI   SATTIHKNT   Mlir  i;i.l.i:  M  EN  T 
EN    UAISON    INVEHSE    DES  (.\lUlf:s   DES   DISTANCES. 


i;i:\im;i]1  l'S  liKNKiiM.KS 

MOï  YKMKM  m:  n.i  sii:i  us  cours 

Oi:i    SATTlllKM     Ml  11  Kl.l.KMtM' 
KN     RAISON     INVKRSF.    «ES    IIAHRKS    DES    DISTANCRS     ("). 


( .YoHi'6'rtH.i'  MciiKiiiT^  lie  r AcniU'-niiv  nivale  tlf\  .Siiviicrs  vt  Belles- Lettres 
(le  lierlin,  aiilUT  1777.) 


On  |>('iil  (Irtci  iniiirr'  i  il;i>iii'ciis('IIIciiI  les  iihmivciiii'IiIs  de  deux  (  nrjis 
(|ui  ;iv:iiit  clc  l;iiiccs  diuis  le  vido  av(M:  des  vitesses  (|iielt'OiH|ues  s'allire- 
laieiil  iiiiitiudlejneiit  en  raison  direete  de  leurs  masses  et  inverse  du  carré 
de  leui'  dislanee;  ee  l'riililèiiie  a  éti'  icsoiu  (lar  Newloii  et  par  une  loiile 
d'Auteurs  après  lui.  .Mais  si  au  lien  de  deux  eorps  il  y  en  a  li'ois  (|ui  s'al- 
lirenl  pareilleiiienl  en  raison  diiccte  des  masses  cl  inverse  des  carrés 
des  distances,  le  Proliliine  devient  alois  si  compli(|iU'  (jne.  (|U(d(|ues  el- 
l'iirls  (|ue  les  ( i.'onii'lres  aient  faits  depuis  trente  ans  pour'  en  venir  à  l)out, 
lU  n'ont  pu  p,ir\enii'  (|u'a  di'S  solutions  plus  ou  nuiius  a|)procliées;  c'est 
ce  l'rol»l(Mue  ipii  est  géiléraleiiienl  connu  S(Uis  le  ikuu  de  l'rohlènic  des 
trots  corps,  et  (pu  est  si  l'auieux  dans  l' Asti'oiHimic  plivsi(|nc,  pai'cc  (|ue 
la  Théorie  de  l.i  Lune  en  dépeml.  A  plus  t'orle  raison  ne  saurait-on  se 
daller  de  resoudic  ciinipletenu'nl    le   i'ridili'iue  de  (piatre  (Ui   d'un    plus 

[')  Lu  le  -x  ocluliic  1777. 

IV.  5i 


'ai-2     sru   I.K   M()l)\  KMKNT  l>i;  l'I.liSlKlJUS  COUPS  s  VT  I  lli  VNT 

i;i;iii(l  iioiiilnc  (le  ((H'iis  (|iii  ii^iniiiMil  les  uns  sur  les  iiiilit-s  par  des  lurtos 
(rallraitioii  iiiiiliicllc.  Mais  le  sysli'inc  de  ces  cdiiis  a  di-s  pfopr'K'trs  g(''- 
iii'i'ali's  iin'nii  priil  (Ifiiiiinlrci-  sans  (-(innailic  les  \ii]^  parrH'iilil'i'cs  de  leur 
inoiivcniriit  ;  ft  ji'  ci'ois  (|uc  li's  Gi'oini'lrcs  scronl  liii'ii  aises  de  Irouvei 
danseel  écrit  ces  did'éreiiles  propriétés  rassenililees  et  démontrées  d'une 
nianii're  plus  simple,  plii^  diredr  el  (dus  ^('neialr  iprclles  ne  l'on!  ele 
ius(|u'ici. 

I .   SdicMl  .M,  M',  W les  masses  des  eorits  (|ui  eonipusint  le  ^vslè^l(■ 

donne:  .r,  y,  z  les  eoordonnees  reetantiles  de  l'orhile  <ln  corps  M  dans 
l'espace;  a;',  y',  r.  c(dles  de  l'orhite  du  corps  .M  :  ;r" ,  y",  r"  c(dlcs  de  l'or- 
liile  du  ((ops  M  : Ou'(Ui  lasse,  pour  alireiicr. 


0.= 


M  M 


MM" 


\/ix  —  x'y  -h  iy—X'  f  -h  (z  —  z'  .^      y/[x  —  x"i'-h{y—r" 
M' M" 


y'(x'  —  X"]'  -+-  {J-'  —y')"  -h  (2'  —  z")2 

et  (pr(n!  <lenote.  il  l'ordinaire,  par 


les  coellicienis  de 


fO}.       i/Ll       >/H       lia 
dx         il)-         (Iz  '      il.r'  ' 

(If,   (/)•,   (Iz,   dx' . .  .  . 


dans  la  diir(''reiili(dle  de  la  (|uanlilé  il  rei^ardée  comme  i'oncliun  des  va 

riables 

X,   y,  z,  x' , ...  ; 

on  aura 

I    '/il        I    (fil        I    (lii 
M  dx  '      M  ,lr  '      M   ,lz 

pour  les  loi-ces  a \e(  lescpudlcs  le  cor'ps  M  est  attiré  par  les  autres  corps  \l', 
M"....  suivani  1rs  dlrecilons  des  trois  coordonnées  .r.  v.  z:  de  ini'nie 


I    (W.         I    (lii         .    (Ii.1 
M   ilx''     W  (h-'  '      \\    (I- 


KN  KAISON  INNI-KSK  DKS  CAKKES  DKS  DISTXNCES.  Vo:l 
^(•niiii  les  loiccs  :i\cc  Icm|iicIIcs  le  ((iips  iM  est  ;iltii'('  |i;ir  les  corps  ;M, 
M",...  siiisiiiil  les  iHiccllniis  (les  ciMirdiiiim'cs  a:'',  y',  :;';  «'1  |»;(rcillriMcril 

W  ~(hc"  '     M''  ~(h^  '     W'  <lz" 

scrmil  les  lorccs  iivci-  li's(|iirllrs  Ir  corps  .M"  scr;i  iilliic  p;ii-  li'>  ^luli'cs 
cor|)s  suivant  les  dircclioiis  de  .r' ,  j' ,  ;",  cl  ainsi  tic  snilc;  c'csl  de  (|U(»i 
il  csl  aise  (le  se  cdnvaincrc  en  clicrcliaiil  par  la  (lin'crentialion  les  valcnis 
(ii's  i|uantilcs(l(iiil  il  s'ai;i(;  car  on  trouvera  les  niciiics  c\prcssi(>ii>  (in'iiii 
aurait  par  la  tlcconiposilion  des  Corées  (|ui  aj;issent  sur  cliaipie  corps,  en 
\erlu  de  l'attraction  des  auties  corps  supposée  proportionnelle  à  la  niasse 
divisée  par  le  carre  de  la  distance. 

Cette  manière  de  représenter  les  forces  est,  coninie  l'on  voit,  extrénie- 
nient  coniuiode  par  sa  simplicité  et  par  sa  f;énéralité;  et  elle  a  de  plus 
ravaiilai;e  (Iu'ipu  \  distini^iic  chiircmcul  les  termes  dus  ;iii\  dill'érenles  al- 
liactions  des  corps;  car  chacune  des  attractions  donne  dans  la  <piantili'  il 
un  terme  multiplié  par  le  produit  des  masses  des  deux  corps  ()ui  s'ulli- 
icul,  et  divise  par  leur  di.stauce. 

•1.  Doue,  nommant  le  temps  /  cl  prenaul  l'élcmenl  r// poui' cimslaiil . 
on  aura,  par  les  principes  oïdinaires  de  la  I)ynanii(|iic,  les  e(|nalions 
suivantes  : 

l'oui'  le  iiKiiiNfiiicnl  de  M 

'tlt^  ~~  M  ,lx  '       dh  "  M  dy  '      dr-  ^  M  dz  ' 

l'iMir  le  mouvement  de  M' 

d-x'       _i_  ,111       (/y  _    I    du       d'z'  _    I    dil 
~dF  ""  W  7hP  '     lîF  ~  Wdy''     1/F  ^  SP"  7/?"' 

pour  le  m(ui\r)iient  de  .M" 

d'x  i     du        d-y"  _     I     du        d^  z"  _    i     dU 

"(IF  '^  W  d^'  '    IfF'  ~  W'dy^'    UF  ~  W'  77â^  ' 

et  ainsi  de  siiilr. 

5i. 


Wï     SI  H   LK  MOl'VEMKNT  I)K  PLUSIEUKS  COUPS  S  \TTIR\M 

3.    L;i  loiiclidii  1]     t     csl  l('llc(|iic,  si  l'on  y  nui; iitc  ii  l;i  tnis  les 

(|liailliU''S  .(  .  .r  .  .1  .  .  .  .  (l'illlr  llHMllc  (|ll;illlilc  (lUcli  iiiii|iic  y.  ((Ile  (|il;ill- 
lilt'  (lispariiil  (l'cllc-nit'inc  cl  la  Ioik  lidii  li  (Iciiicmc  hi  inciin'  (in'aiipara- 
\aiit:  il  en  csl  ilc  iik'IIIi'  si  l'dii  aiii;Mii'nli'  ;i  la  lois  les  (|iiaiilit(''S  y,  v  , 
y'  .  .  .  .  i\'\\\ir  (|ii:(iililc  i|Ucl((in(|ii('  ,''',  cl  les  (|uanlilcs  r.  :'.  r  ....  d'iilie 
(|iia!iti(c  aussi  (iii('lc()ii(|iic  y.  Ddiie,  si  l'on  suppose  (]iie  le>  (|ii;iiilil(''s  a, 
[il,  •/  soient  infiniuu'Ul  pcliles,  cl  (pie,  dans  la  diirércnliclie  de  12,  on  fasse 

-//■      ,/r       ,/r       ...      y.      .1  y  =  ,1  y  ^  ,1  y  -^  ...r   5.      ,lz        ,/:'       </z"=...=  y, 

il  raudra  (|iie  celle  (liUcrciiliidlc  soil  nulle  iiidepeiidaiiiiiiciil  des  valeurs 
(le  «,  ,'5,  y.  cl  ipie  par  (•dnsc(pienl  les  coellicicnls  de  ces  Irois  (piaiilitcs 
soient  nuls  (  liacun  en  partiiailier;  d'où  il  est  aise  de  conclure  (|uo  la 
soinine  des  coellicicnts  dcdr,  dx' ,  di',...  dans  la  (liil'crenti(dlc  de  1>  doit 
elrc  nulle,  ainsi  (pie  la  somme  des  coellicicnts  de  dv,  dy' .  dy'\...  et  celle 
des  coellicieiits  de  dz,  dz' ,  dz"....  dans  la  nn'ine  diUcrciilielle:  ce  (pii 
donne  ces  Irois  ('quatioiis 

(/il      (lu      (la 

(l.r         (l.v  (Ix 

<l^         <j^-         <J^ 
dy        dy'        dy" 

(m        dii         (m  _ 

dz         dz'         dz" 

i.    Si  dans  les  trois  ecpiations  (jifoii  vient  de  trouver  (Pii  siili^liluc  ;i  la 

dii     dn  ,  ,  .  ,  .  , 

place  des  (|iianlitcs  -r— »  -;— j--  leurs  valeurs  tirées  des  e(|ii;ilidiis  du 
'  '  (l.r      (ly  ' 

n"  2,  ou  aura  ces  trois  e(piati(Uis-ci 

..d-x       .,,  d-x'       ^,„d''x" 
M  — v—  -+-  M'  — r—  -I-  M"  — r—  + . . .  -^  o, 
f/f  dt'  dr- 

M  -f h  M    —r h  M     —i h  .  .  .  :^  o, 

dr  (II-  dp 

ti  d'z  d'z'        ..,  iPi" 

'■tTF-^^'  7/7--^'^'  -;77^ +•••  =  "' 


(pii  renf'enncnl  l:i  propriété  cduuiie  du  centre  d(>  2;'ravit(''. 


i:n  it  vison  iwiitsK  iti'.s  cMutiis  in:s  DISIVNCKS.      V(».1 

l'ji  l'ilcl.  si  l'iili  lliiiiiiiii'  \,  N.  Z  les  iiMir(liiiiiii'i'>  inhiiliilrs  i|in  di'lcr- 
lllllll'lll   l;i    liiisilidli  lin   iciilrr  de  ^l;i\ili'  (Ir  Inlll   le  sNsli'lllc.  un  ;i,   cutniNr 

l'on  s;iii, 

M  X  -hM'x'  -i-  M"  x"  -i-  . . . 


\  — 


M -h  M' -4- M" - 


y  _  Mj-f-M'j'  +  M"j"  +  ... 
M  -f-  M'  -f-  M"  -f- . . .       ' 

M  2  H-  M'  z'  -I-  M"  z"  H-  .  .  . 

""        M-(-M'-4-M"  +  ...~  ' 

(lune  (III  ;uiiM,  |>;ir  li-s  ('(iiiMlidiis  ci-dcssiis, 

U^  _         '/^  V  _  f/'X  _ 

dr-   ""  °'      </<^    ~  "'      ^//-  ^  °' 

iv  i|iii  iiKiiilir  (jHi'  le  niMiivi'inciil  iln  >  riilic  de  gi';i\ili'  iir  jm'iiI  rlrr  ijih' 
rcctiriuiu'  cl  iiniriiinic. 


3.  De  \{\  il  s'cnsnil  (|nr,  si  l'on  [ilacc  diiiis  le  cciilrc  de  giavilc  l'ori^iiii- 
des  coorddiiiH'cs  .i  .  v.  z,  .<  ,  y  ,...,  ou  aura  les  iiK'iiics  ciiiialioiis  du  n"  2, 
oii  l'oiii^iiic  des  cooi'doniioos  est  supposée  dans  un  |iniiil  lixr;  iai- il  ol 
\isildr  ipic,  p(Mir  réduire  ces  dernii'res  coordoiiiii'cs  ;i  ((dles-lii,  il  n'v  a 
(in'ii  siilisliliier 


il  la  place  di 


\  ,     5  -+-  Z,     x'+  X,    J-'  +  V, 


X,  y,  z,  X  ,  y  ,.  .  .; 


ir  ces  snlislitiilioiis  ne  ciiaiii;fiil   poiiil   la  (|naiilile  IJ,  c(imiiic  on  l'a  dejii 


m 


observe     3i,  donc   idies   ne  cliainicnt    lias   non    |dii>  1rs   (iiiantiles     ,— 
'  .  I  I  I  iIj. 


-7—)  ■  •  •  :  e(  a  cause  de 
(ly 


fl'\  (l'\  d-L 


dV  ~  **'       df 


—.  o,      -7—  =  o 


■  1  II  I  <^'-^'     '/')"  1 

il  c>l  \  I  Mille  (lllc  les  I  cru  les  -7,-5  — rrr-'  ■  •  '  seiiilll  eilcoïc  les  m  cilles  a  lui 
'  (II'       (il'  ' 

les  ^uiisriliilions  doiil  il  --'anil     '1    :  doue.  etc. 
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D;ms  le  cas  [H'ésciU  où  r(iiii;iiic  des  coordoniK-cs  est  sii|)[»os(''c  (hiiis  le 
(ciilic  (le  gravité,  on  aura  donc 

M  or  -t-  M' x'  -t-  M"  ;r"  -I- . . .  ^  o, 

Mr-^M'y'-hM"y'"-h...  =  o, 
M  z  ->-  M' z'  -^  M"  z"  -t- . . .  =  o, 

t'ii  soric  i|u'iMi  |Miiiii:i  tmijiMio  (Ictciiiiiiicr  les  ciMjrdoniii'cs  d'un  des  ((irp^ 
|)ai-  fidlcs  des  autres  (■oi|».s. 

().  Je  rciiiai(|uc  de  jdiis  (|uc  la  toiiitioli  12  est  telle,  (|u'olle  deiiieiiie 
la  même  si  l'on  v  sul)stitue  en  même  temps  x\  i  —u^-hya  ponr  a;, 
vV' — <^"  '  .rc.  pour  1.  .r\  i  —  c/r  -h y'  x  pour  a;',  v'\/i  —  a^  —  ar'a  pour 
y',  (il  ainsi  de  suite,  y  étant  une  (|uantité  (|uelconque;  la  même  chose  a 
lieu  en  substituant  .ryi — ^■-\-zfi  pour  x,  z\i — ^-  —  xf-i  pour  ;, 
r'\  I  —  ,';--i-s'^  pour  x',  z' \  i  —  ^- ~  x' fi  pour  z',...,  et  pareillennMit 
en  niellant  j\/i  —  7-  -+-  zy  pour  v,  r  y  '  —  T  " }"i  pour  c,  j'y' 1  —  /-  -i-s'7 
|)our  y',  s'v'i  — '/"  — J  '/  poui'  z  ,...,  ,3  cl  y  étant  aussi  des  (|uanlités 
(|uelcon([nes.  Donc',  en  preiniei'  lieu,  si  l'on  regarde  c/.  comme  une  (|uan- 
tite  très-petite,  ce  qui  réduit  le  radical  \/i  —  «^  à  i,  et  (|u'on  fasse  varier 
dans  la  fomiion  i>  les  quantités  j-,  ,r',  x",. . .  de  va,  v'a,  r"a,...,  et  les 
t|uantités  V,  j'',  y", . . .  de  ~xa.  — x' u,  —  x" a., . . . ,  il  faudra  (jue  la  va- 
riation totale  (le  il  soit  nulle  indépendamment  de  la  valeur  de  a:  par 
consé(juent  si  dans  la  diiïérentiidle  de  lion  fait 

dx  =  foc,  (Jx'  ^  y' a.,         dx"  =-  y"x, . .  . , 

dyi^  —  xa.,     dy'=:  —  x'cf.,     dy"  =--  —  x"ct.,.  .  ., 

il  taiidra  (|ue  la  somme  des  termes  alleclés  de  c/.  soit  nulle;  ce  (|ni  don- 
neia  requation 

dQ.  dH    ,      dil     „  dû  diî     ,      dil     „ 

dx  ~         dx  •  dx   ■  dy         .  dy  dy' 


i-:n  hmsiin  iwkusk  dks  cauuks  1)i:s  distwcks.     m- 

lùiMiili',  en  rc^anliiiil  ['  (■oiiiinc  l|■(■^-l)l•lil(•  ri  l'iiisnnl  (hiiis  l:i  tlilli'irii- 
lirllc  (le  il 

l/.V  =-;  2  p,  dx'  :=  s'  j3,  f/a":t=  s"  (3, . . . , 

l/z=:—X^,      tlz'=:  —  x'^,      dz"  =  — x"  2),.  .  ., 

un  ;iiii';i  |);ii'  un  l'aisdiinciiii'iil  si'uililalili'  ri'i|ii;ili<in 

(lil  (lil    ,       (Ji2     „  dil  ,ti>  dLÏ 

(Ix  ilx  (IX  iiz  dz  dz 

lùllili  l'un  l'cra,  (l;ins  riivpnllii-sr  (le  y  lri'>-|)(ii|c. 

dy  -    zy,  dy'-     z'y,  dy"^z"y,..., 

dz  =.-y  ■/,     dz'^—  y'  y,     dz"  —  —  y"  y 

cl  l'un  imrii 


dil  du    ,       dil    „  ,111  diî  dil 

(/)■  dy  (/}  (/z  dz  d- 


7.  Si  iiuiiiilciMnl  on  siihsliUic  (hins  ces  Iniis  i'i|ii;itions  les  \  alcui  s  di 
-j--->  -j"  y  ■  ■  (|nr  (iunncnl  les  i'(|iiali(Uis  (liUd'cnriclIrs  du  w"  -2.  mi  anr-; 
ces  li()is-(i 

_  M.,.  ._^^^_^j^.  __„>,.,   ----..., 
,,     </^x       -,,    ,  d-x'        ,,„    „  d'x" 

—  M  X  — ; M  X  —, M  X   — J--  -    -  .  . . , 

d  ■  dt-  dr 


t>  M  3  — r^, — t  M   Z  -V.-   -*-•''   2    — -/^ 
dt-  dr-  dr 

M         '''-  M'       •    "''2'  ,„.      ..    '/z 
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(Idiit  les  iiil(\m';ilt's 

.,  rilx  —  xdy       ..,  y'dx'  —  x'dy'       .,,,  y"dx"  —  x"dy" 

M  • ; -1-  M  • n ^ •-  M r. ^ 1- . . .  =  a, 

dt  dt  dl 

^,zdx  —  xdz       ,,,  z'dx'  —  x'dz'       .,,,  z"dx"  —  x"dz"  , 

M T- 1-  M' j- h  M" -j- \-...=  b, 

dt  dt  dt 

..zdy—rdz       .,,  z'dr' —  r'd^'       -k,,,  z" dr"  —  x" dz" 
dl  dt  dt 

ri'iiri'iMiicnt  Ir  |iiiiiii|)i'  ((Uiini  (\cs  aires. 

S.    Kiitiii  si  \\\{\  siilisliliif  les  inciiics  valeurs  de  -7^ ,  —Ji,...  (hms 

dx      (ly 

,„       dLl    ,         dU.    ,  ,       dO.     ,  „ 
dx  dx  dx 

dO.    ,         dil    ,  ,      dLl    ,  „ 
-I-  -7 —  dy  +  -7-7  dy  +  -7-77  «)•   -<-... 
"f     ■  ".'      ■  dy 

dil    ,  dQ.    ,  ,       dil     ,  „ 

-+-  ~, —  dz  -+-  -TV  dz  H r^  dz    -+-..., 

tlz  dz  dz 

un  aura 

i.A      .,dxd-x       .,fjx'd''x'       .,„dx"d-x" 

dil  =  M  — ; h  M'  — T- H  M    j-. ^-  •  •  •     ■ 

dt-  dt-  dt- 

.,  dyd-y       ...dy'd-y'       ^,„dy"d-y" 
dt^  dt'  dt- 

,,  dzd^z        ,,,  dz'd-z'       .,,,  dz"d'z" 
-+-  M  — r^i h  M' ; 1-  M'  7- h  . .  . , 

r//=  c/^  f//' 

(luiil  riiili'iiialc 

12  =  M  — • H  M'  —     -^,- h  M" — h  . . .  +  A 

2(/<=  -iC/^^  2«/' 

coiiticiil  II'  |)rnici|)i'  de  la  fonsrnafio/i  des  forces  rn-es. 

9.  Les  iiilci;ial('s  (jiic  ikiiis  vcikuis  de  liiuivcr  dans  les  drus  iiuiiii'ios 
piTfcdcnts,  ainsi  (jnc  ccdicsiini  doinicnl  le  nioiiveiiicnl  dn  (cnlrc  dr  i;ra- 
vitp  ;i,  5j,  sont  connues  dfpnis  ioni^tenips;  mais  la  manière  dont  nous 
V  sommes  parvenus,  par  la  eonsidcrarKin  de  la  rouclion  il.  l'sl  iidUMdlr 
el  iirul  rlir  iitilr  dans  d'aulres  (iceasi<iiis. 


i:n  iuison  i\\i:i{si:  iii:s  cxukks  dks  iustances.     vo!» 

10.    s'il  n'y  ^1  i\Uf  (li'iix  r()t|).s  M,  M',  ;ilors  fl) 


y  X  —  .r' :' -+-  [r  —  j' )' -I-  (z  —  z' )' 
il'nii  r<iii  tire  |);ir  l;i  ilillcrcriti.ilioii 

dx 


(IQ. 
& 

(lil 
dz 


MW  x  —  x') 

V 

'  X  • 

-X-] 

MM'(J-J■') 

z')']' 

[ 

\x  ■ 

—  x'  ] 

I'  +  (  .r — j'  ■)'  +  (  3  — 

MM' (2  —  2') 

-z')'f' 

(j:  — a:')'4-  (x—y')''+  (z  —  z'YY 


niais  (III  a  dans  ce  cas,  par  la  |iin|iri('lc  du  (('iilic  de  i;ia\  ilc,  en  sii|)|Hisaiil 
(|iic  (T  (ciitrc  Sdil  riirii^iiic  îles  (•(lorddiincrs    5  ,, 


M.r.iM*        o,     .M)-(-W)         o,     Mz  ^    ■SX'z'^o, 


ce  (Hii  doiilK' 


Mx 


M.r 

M' 


M^3 


donc,  snltslitiiaiit  cl  iaisaiil,  pdiir  aliicjicr, 

X-  ■+-  y-  -4-  s=  :=  >•% 
en  sorte  (juc  /'  suit  le  laymi  vecleiir,  on  aura 
dH  MM"      X       du  MM'^       >■       f/û  MM^ 


dx  iM-^-M'w         dr  M-f-M' 


dz 


M  -^  M      /-■' 


par  C()nsé(|ueiil   le  iiniUNeiiieiil  du   corps  M   auloiir  du  (cnlie  de  yravile 
des  coi|is  M  el  M    >era  deleiniine    2    par  ces  ('(Hia lioiis 


M'-"         X         d'y M'^         y        d^i 


M'' 


dr-  'M  +  M'  '  /•'         dt'   '  M  +  M'  '  r'        dr-  (M  +  M'  r  r' 

IrsijUflles  loni  \(in  ipii    ce  iiiouvelllelil  si'ia  le  iiiéiiH   (|iic  si  le  coips  elail 
attiré  vers  le  leiilre  doni  il  s'ai;il.  suppose  tl\c,  par  une  force  é<;ale  à 

M'^ 

(M  +  M'  / r- ' 

IV.  52 
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l'^t  COIllllIr 

Mx'  M' y'  M'z' 

si  l'on  substitue  tos  valeurs  cl  ([u'on  lasse 

,f'=-|-  ,)•'-+  s'-  =  r'\ 

(le  niaiiicic  (|ue  /  soil  le  rayon  vecicnr  de  l'oiliilc  du  ii)r|is  M  aiilnur  du 
même  ecnli'e  de  i;ravité,  on  aura,  poni'  le  mouvement  de  ce  corps,  les 
e(iuations 

,/'x'  _      _JI^  _  J/       d\r[  _  _         M'       .,>■'      ^l^__        M'        £^ 

HF  ~  ~  (Ml^' ?  P''     ~dv-    ~      (M  +  M' )»/•"'    "î/r  ~      (M +  »]''»•■'' 

d"où  l'on  voit  (|nc  le  coips  ÎM'  se  meut  comme  s'il  cLail  attiré  vers  le  cen- 
tre  de  gravite,  supuose  lixe,  par  une  torce  égale  a    -^      .„      ,-• 
Knfin  si  l'on  l'ail 

X  ^  i'        ;,      )—)■'-/,,      z  —  z'—'i,      l- +  rr -^ 'Q  =  '/ . 

en  sorte  (|ue  z,  ri,  'Ç  soient,  les  coordonnées  de  l'orhite  du  corps  M  autour 
du  corps  M'  regardé  c()nniie  fixe,  et  o  le  rayon  vecteur  on  la  distance  de 

ces  corps,  on  aura,  en  mettant  |)onr  .r  ,  y  ,  z    leurs  valeurs    —  -^  ■> 

^,    —  -rrr-:  (;es  valeurs  de  x,  y,  z,  savoir 

M'  "M 

_      M'£  _      M'y,  M'; 

^  -  M  +  M' '     ■^"  ^  M  +  M'  '     ^  ""  M  +  i\r  ' 

lesquelles  étant  substituées  dans  les  é(juations  ci-dessus,  il  viendra  ces 
Irois-ci 


'i,. 


(M^M'  l       d'r,  (M  +  M')y)       d-K  (M  +  M')Ç 


dr-  cr"  dt-  p'  dt-  p' 

lesquelles  montrent   (|ue  Ir  inoiivemeni   rcdatif  du  corps  M  autour  du 

corps  .M'  est  le  même  (|ue  si  ce  dernier  coi'ps  était  fixe,  et  (|u"il  attirât  le 

,.           .      ,     .     M  -I-  M'     ,„     .  1»  -,    1 

premier  avec  une  force  égale  a    :. —  •  (>  est  ce  (|in'   Ion  sait  depuis 

Newton. 


\■.^  i<  VISON  iN\i::i{SK  i»i:s  cakkks  I)I-:s  iusi  sncks.     '»ii 

II.    Sii|)|)((suiis  iiisiiiili'iiMiil  (|iic  le  svsli'iiic  soil  ((Uiiinisc  de   |iliisiciiis 

(•<)r|(s  M,  .M',  M",  :M' ii);iis  duiil  ruii  M  snil  liciiiicoiip  plus  disliiiil  di-s 

Miilri's  (|iii'  (■(■iix-ci  ne  le  sont  ciUn'  eux.  NomiiKiiis  X  ,  Y',  Z'  les  (  onidini- 
iH'Cs  (|tii  dciciiiiliiriit  l;i  posilidii  du  (•(•litre  de  i;r;ivitt''  des  (■iir|i>  M  .  M 
M  .... ,  on  ;iiii;i,  |i;ir  lu  |)i()|)i'i('li'  (•(Miiiiu', 


M'a-'  -4-  M"a-"  -h  M"'.z" 

'  +  . . . 

M'4-M"-»-M"'+, 

M'y  +  M".r"  H-  M"'_k" 

'-I-. . . 

'  ^        M'-f-M"+M"'H-, 

M'3'  -t-  lM"2"  +  M"'3" 

'-(-... 

M'H-M-'-t-M"'- 


, _  M"( *•"  —  ^' )  +  M'"(;t"'—  j;'  )  +. 
~      ~  M'-t- M"h- M'"  +  . .  . 


Y'-r' 


,  _  M" (.)■" - x'  )  -^-  M"'(.>-"' - ,r' ) 


M'-t-M"-)-M"'- 


cl  Ile  llli'lili 


,  _  M"( 2"  —  z'-i  +  M"'( s'"—  z')  +■ 
~  ^  ~  M'-f-  M"-(-  M"'+. ..  ' 


^,         „_  M'ix'  —x")  -h  M"'{x"'—x"  .  -h.. . 
~  irT"M"  +  M'"  +  . . . 

„_  M'  '  j'  —  J-"  ,  -4-  M'"  (  y'"  —  j"  !  +  ■  •  • 
~-''  ^'         "      M'  +  M"-+-M"'+.".. 


Z'  -  s"  = 


M'iz' 


M"'\z"' 


M'-(-\r-t-M"'4-. 

'I  ainsi  de  siiilc.  De  sorte  (jn'on  ;un;i 


'_     ,       v<       M"(j:"  — a:' )+ M"\a.-"'— or')  H-. 
j  —X  -X—  M' V  M"  +  M'"  -t-  . . . 

M" I  y"—  r'  )  +  M'" { y'"  —r')-r--' 
M'+M   -hM*+... 


-  7/  -4- 


M"  ,  z"  —  z'  ;  +  W\  z'"  —  z'  ;-h 
SS^-+-M"-»-M"'-f-../"" 


5i. 
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„ ,       }A'{x'  —  x")-+-  M'"i  x'"  —  a;"  n- . , 
•  —  x'      X  —  X  -t-  -  -  - 


M'  ■+■  M"  -+-  M" 


r      y"      y      Y'  I   M'(j'-r")+M'"(r'-r 

y    y  -}     ï  -^         M'  +  M"-^M"'-)-... 


„  _  M' i^' —  z")-H  M"'(2"'— 2"  )  ■ 

M'-t-  M"4-M'"+... 


M'ix'—  x'" )  -f-  M"  (.r"  —  x"')  H- . 


M'  +  M"  -h  M" 


j.  _  _^."'.-,:-  r  -  Y'  +  M'ij'-/"j  + M"  I, /'-/")+■ 


z'"  —  2  —  Z'  -)- 


M'  +  M"  +  M"'  +  ... 

,  ^  M'  (  z'  —  s'"  )  +  M"  '  z"  —  z"')-h.. .  _ 
M'-i- M"+ M"'-i-. . . 


Oi'.  |):ii-  riivjnHlii'so,  Ifs  dislances 


\/'{x"  —  x')'-h ( j"— 7')'  +  iz"  —  z' y,    tj{ x"'—x' f  +  (y— x' f  +  i  z'"—  z' )', 


\f(x"'  —  x" ?  +  I  r"'  —  y" Y  +  ( z'"  —  z")-,. . . 


<l('s  corps  M'.  M",  M'"....  entre  eux  doiveiil  (''lie  Im';iu((iii|)  |)Iii>  |iclilrs  (|iic 
Va  tlisliiiK  e 


(lu  ((ir()s  M  ;ni  ceiilrc  de  gravité  des  iiièiiies  e()r|»s,  piiisciiie  ee  eeiilre  est 
toujours  placé  au  milieu  d'eux;  donc  si  l'on  reiiarde  les  rajipoits  de  pre- 
luii'res  distances  à  cette  dernière  coninie  des  ([uantités  Iri's-pelites  du 
premier  ordi'c,  cl  i|u'iiii  reiiiai'(|ue  (|uc  l'un  a,  en  gcMiéral, 

«2-f- A3  +  C-/J';-  «'-4-  /»■-!- 6'-)  ^a'H-^'+y')  —  a'^~  lix''—  ay  —  cx''-'  [by—  cp  ', 

el  par  coiisé(|iicril  toujours 

(ly.  +  bp  +  cy  <^  y  a'  ■+-  b'  -t-  c'  \  a-  ■+■  3'  -f-  y% 


i;n  k  vison  iwkusi:  i>i:s  cvkkks  dks  disiwi.ks.     ïwi 

)n  iiiiiM.  iiu\  (|ii;iiilili's  ilii  second  onlir  |)i-ès, 


W      (ar-X')  j;"-a:')  +  (j-Y')(r"— /)+(z-Z')(z"-3'; 

{x-\'){x"'-  x-  )  +  (r- Y')  (j"'-r'  ) + (z-z')  iz'"-  ^'  ) 

[(^-X')'+(r-Y')'  +  f2-Z';'f 


M'  {x—\;){x'—x")  +  {r—Y'){y'—x")  +  iz-''l''\^z'-z") 

[(^_X')'+(7-Y')'  +  (3-Z')'f 
M'"  .r-X')i^"'-x")  +  (j-Y')(7'"-j")+(^-Z')(a"'-g") 


M'  +  M"-+-M"' 


W  +  W  +  W 


[(^_X')'  +  (r-Y')'  +  (z-Z')']' 


.M'  +  W'+M'"- 
M" 


,/(x  — d;'")'4-(j  — /"l'+lz  — 2")»       v/(*'  — X')'-i-(r  — Y')»+(z  — Z')' 

M'  (^-X')(x'-:c")+  (r— Y')  (r'—. y'')  +  (z— Z';  (2'-  z"'j 

[(^-X')'4-(r-Y')'+(2-Z')1'^ 

(:c-X')(^"-^') +(r-Y')  (r"-/") +(2-z'  )fz"-3"' 


M'  +  M"+M"' 


[(a;-X')'+(j-Y')'+(z-Z'j'f 


ot  ainsi  do  suilc. 

Os  quantités  étant  nuilli|ilié('s  respeclivenK  ni  |iar  M  .  M',  M  ....  cl 
ensuite  ajoutées  eiiseniMe,  on  verra  (|in'  tons  les  termes  du  [iiiMiiier  ordre 
se  délruii'oiil  niulnellenient;  car  il  est  visible  qu'un  a,  en  général,  (|nelle^ 
(|uc  soient  les  (juanlités  M',  M",  M",...  et  a--',  x",  x  ,..., 

o  =  M'  M"{x"—  x')-hM'  ^"(x'"—  x'  )-h... 
-+■  M"  M'  (  x'  —  x"  )'-4-  M"  M"'(  x"—  x"}-\-.. . 
-4-  M'" M' (  x'  —  x'"}  -4-  M'" M"  (x"  —  x"  )-{-.. . 


V14     se  H   I.K  Mol  \  KMr.NT  MK  l'LLSlIUHS  COIU'S  S'ATTIKANT 
<>ii  iiiiiii  (loiif.  ;iiix  (iiiaiilitt'S  (lu  SfCniHl  oiclic  près, 

M' .  _^  M" 

<J{x  —  x"Y+{x  —  y'')''  -^{z  —  z'"- 

M'+ M" -h  M"' -)-... 


^lix—sf^^iX—r-Y+iz—z-y 


.^(a:  — X')»+(r— Y')'+(3-Z')' 


Dkiic  I;i  |)iulu'  (le  la  valeur  de  iï    \ ,  la(|U('llc  couticiil  les  varialilcs  .r,  >', 

r i|ui  fst  par  ruusi-qucul  la  seule  a  la(|uelie  (\i\  doive  avoir  éitaril 

.   .     dil     (lu.     (/Lï  .-.1  II 

dans  les  (Ui;Hitites    t^  i  -7 — >  - — .  sera,  aux  nuanlites  du  second  onlre 
'  (i.v      dy      dz  ' 

près, 

M' M' +  M" -I- M"  -  .  .  . 


/(.r— X'f  +  (r  — Y')-  + 


expression  qui  est,  comme  l'on  voit,  scmhlahle  ii  celle  de  il  dans  le  cas 
oii  il  n'y  a  que  deux  corps  M  et  M'  •  lOj,  pourvu  (|u'ou  prenne  à  la  place 
du  corpsM' la  somme  des  corps  M'-f-M"-t-M"-+-... .et  i»  la  place  des  coor- 
données x\  y' ,  z  du  corps  M'  les  coordonnées  X'.  Y',  Z'  du  c<'iitre  :li' 
gravite  des  corps  M',  M",  M", — 

De  plus,  eu  plaçant  l'origine  des  coordonnées  dans  le  centre  coainiuu 
de  i;ravile  de  Ions  les  corps,  on  aura,  en  vertu  des  é(piations  du  n"  5, 

celles-ci 

\\x  -h   M  -t-  M  -+-  M"  +    . .  X'=  o, 

M,)-  +  i  M'+  .M"-4-  M'" 4- . .  .  )  Y'  =  o, 

M  r  -t-  ;■  M' -I-  M"-t-  M"'+  .  .  .  ■  Z'  =  o. 

qu'on  voit  aussi  être  analogues  à  celles  (|ui  ont  lieu  dans  le  cas  de  deux 
corps 'lOy  en  prenant,  comme  ci-dessus,  N  ,  Y  ,  Z  et  M  -f- JM'-H  M' -I-... 
à  la  place  de  ^  .  r  .  s'  et  .M  . 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  (|ue  si  l'on  regarde  les  corps  .M',  .M  ,  .M  .... 
coinnu'  réunis  en  un  seul  ciups  dans  leur  centre  de  gravité,  ce  cor|»s  et 
le  corps  i\I  auront,  aux  (luantités  du  second  ordre  [)rès,  le  même  mouve- 
ment que  si  c'étaient  deux  corps  uni(|ues  (|ui  s'attirassent  mutuellement 
en  raison  directe  des  masses  et  en  laison  inverse  du  carré  de  la  dislau(<'. 
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12.  Qu'on  sii|)p(isc  prrsciili'iiicnt  (|iic  (Unis  le  sysli-mc  des  corps  .M. 
M  ,  M",  M'",...  il  y  en  iiil  deux  M  et  M',  qui  suiciit  fort  ('loignrs  dcsiKiIrcs 
(•or|is  M",  M  ,...,  p;ii-  i^ippoil  ii  la  di^-laiicc  m'i  ils  soiil  l'un  de  l'iiulri':  cl 
(jii'ou  clicrclic  le  uiouvciuciil  du  centre  de  i^ravité  de  ces  corps.  Noni- 
niaul  X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  ce  centre,  on  aura,  coninie  l'on  sait. 


Z  = 


cl  pour  avoir  les  é(juations  du  inouveuicut  du  même  centre,  il  n'v  aura 

.,,.-.,         I  ,  ,     (/'\     (/-Y     (/■'/.       ,1       , 

(lu  a  sul)slituer  dans  les  valeurs  de  —— i  -r;-j  -rrr  celles  des  ouantiles 
'  (U'       at'       cil'  ' 

(l-x     d'' x'     d-y  ....  .  ,  .    , 

-TTzi  -'jjr''    TTr'"   i"'ees  (les  e(|ualions  (lu  n    z,  ce  (]Ui  donnera 

d'ù.       dil  di.1        f/LÏ  dil       diï 

d'\  dx-        dx'        d'\  (/)•        dy'        d-'L        dz         dz' 

'dF  ~  ~M  +  M'  '    ITF  "  '  'yr-\-  ai'"'    IF  ^    m  -i-  M'   " 


Or.  on  a 


JC — .  A  -f-   — --j ït; — î        )    —   ï    -t-   -r^ =-=7 — 9        Z  —  /.  -h  —£-_ ït?""' 


M  +  M 


M  +  M' 


M  -+-  M' 


M+M'    '     '  -*  M  +  M'         -  — "         M-f-M' 

Donc,  si  l'on  l'ail  ces  substitutions  dans  les  expressions 


V{ar  —  x")»+  {Y  — y"  f+{z—z"  f       yi{,3i^—x"Y  -(-  \y'—y"  )'  +  (z'—  z"  )' 

et  i|u'()ii  traite  coiuinr  une  (]u;iiititc  tri's-pelile  du  premier  oi'di'c  le  lap 
iiorl  de  la  distance 


V  '  ^  —  ^'  '  -^  'y — y'  j'  -+-  (  2  —  2'  )' 

entre  les  corps  .M  el  .M',  à  la  distance 


■ulrc  1(^  iciitre   de  i;ravil(''  d(>s  uKMnes  corps  et  le  corps  M",  on  aura, 


M(]    SUR  LE  mol\i:ment  df.  plusieurs  corps  smtirant 

roinnic  (liiiis  le  iiiiini'fo  précèdent,  ;mx  (|ii;inlilés  du  second  mdre  près. 


v/(  ^  —  x"  )'  ■+■  (/—;•"  y-h{z  —  z"  y      v/(55'  — ^")'-i-(Y— 7")'+(Z  —  z" 

M'      (X  —  jt")  (x'—  a?)  +  {Y—x"){y'—y}  +  (Z  —  z")(z'—  z) 

M  -+-  M'  i  ' 

[(X  -^")'  +  (Y  -  j")»+  (Z  -  z")']' 


v/(  x'  —  a:"  )'  H-  (  j'  —  j"  )'  -f-  (  z'  —  z"  )'       v'(X  — a:")'  +  (Y— 7")»-f-  iZ  — z")= 

M       (X  —  j;'0(jr  — a:')  +  (Y— y")  (y  — .r')  +  (Z  —  z")(z  —  z' ] 

~  M  -^  M'  ■  i  ' 

[:X-.r")'  +  (Y-j")»-f-(Z-z")=]' 

et  l'on  voit  (jue,  si  l'on  multiplie  ces  (piantités  res|)ectivement  par  .M,  M 
et  (lu'ensuite  on  les  njoiile  ensenil)le.  les  termes  dn  premier  ordre  se  de- 
trniroul  mutuellemonl,  et  l'on  tiura  simplement 

M  M' 


^{x  —  x"f-\-  (j— j")'-l-  (z  —  z")'        \i{x'  —  x"  :^-\-   .)•'—.)'")" 
M-t-M' 


v/(  X  -  X"  r-+  (  Y  -r"f  +  (Z  -  z"f 

On  Ironvcra  de  la  même  manière,  en  traitant  le  lapport  de  !a  distance 
entre  les  corps  M  et  M'  à  la  distance  entre  le  centre  de  gravité  de  ces 
corps  et  le  corps  M'"  comme  une  quantité  très-petite  du  premier'  oidre 
et  négligeant  les  quantités  très-petites  dn  second  ordie. 

M  M 

-^  H ' 

y\  X  —  x'"  f  +  {f  —y""  -  -     ;  -    ;'"  f       ^/ ,  x'  —  x"'  Y  -H  (;-'  —  r'"  ■  -h  {z'  —  z'" ,' 
M -h  M' 


V;  X  —  .r'"  - ->-     \  —  y'"  )= -u  ^^Z  —  z'"  ■•• 

et  ainsi  de  suite. 

Or,  si  l'on  considère  l'expression  de  il  dn  n"  1 .  on  verra  que  le  premier 

terme 

MM  

\  '  .<■  —  .r'  ■■■  -^  _)■  —  )■'  -  -^  (z  —  z'  )' 
se  détruit  de  soi-même  dans  les  valeurs  de 

f/x        <lx'        (Ir       dy'  '      ilz        dz'  ' 


i;n  kaison  in\  khsl  dks  (  \niu:s  iii:>  kisianci-s.     '.it 

iloiir,  si  l'un  ii'icllr  Cl'  liTillf  cl  (lu'nll  lasse  il:in>  les  ailliez  Ici'mcs  (Ir  12 
les  siilisliliilidiis  ci-ilcssiis,  mi  aura  le  iiiciiir  irsiillal  (|iic  si  l'un  siiji- 
pdSiiil 

X  -—  x'  ^=  X,    y  ^^y'  '■'-  ^  »     -S       z' .     'L. 

Mai^   |lllis(|IR' 

_  Mar-l-  h\' x' 

un  an  ru 

dO.  Jtf_     ^      ^  M^'       'Ijl 

dx    '^  M  -4-  M  '  d  \  '     f/:i  '  "    M  -^  M    -7\  ' 
donc 

r/ii        dil  _  dO. 
dx  "^  </x'  ~  f/\'' 
cl  Idn  auia  de  niciiic 

./ii       Ji2  _  ^/ii       ^2       dil       tm 
dy  "^  f/j'  ^  d\'      dz  ^  ~d^        d'/.  ■ 

Ddiic  le  iiiiiiiNcuicnl  (In  rcnli'c  de  gravite  des  corps  .M  cl  M'  ser.t  déter- 
miné. aii\  (pianlitcs  dii  seeund  (irdic  |irl's,  par   les  ei|nalions 

</  \  .         dll       d\  I         dV.       </-Z  1  du. 


dt-   ^M-hM'  é/X        do        M+M'  r/V        dr-        M -f- M'  d'L 

dans  l('SC|U(dlcs  la  (|nanlilc  12  sera  ce  (|iie  dc\ienl  la  \alenr  de  12  dn  n"  I  . 

en  y  faisant 

X -— x' =i\,    j-=^y'=zY,     z  ^  z' ~^- Z. 

D'dii  je  eiUM  lus  sm'-li'-clian)p  (|iie  le  nidiiveiiienl  dn  centre  de  i;ravile 
dimt  il  s'ai^it  sera.  an\  (|naiilile>  du  second  (ii'drc  près,  le  nn^nie  (|IM'  si 
les  dcn\  (orps  M  et  .M  étaient  r(''iinis  dans  ce  centre  et  ne  Ininiaienl  plus 
(pi'iiii  seul  corps. 

i;}.  (Jn  penl  étendre  celle  démonstration  a  aniani  île  corps  ipie  l'on 
\(indra,  et  il  en  resiillei'a  (pie  si  plnsi(  ni's  coi'ps  s'attii'enl  iiiiihKdIenienI 
et  sont  attires  par  aillant  d'aiitro  corp>  (jifon  voudra,  dont  il>  soieiil  lorl 
éloignés  par  rapport  aux  distances  de  ces  corps  entre  eux.  le  iioiiiMinciit 
dn  centre  de  i;i'avité  do  ces  coi'ps  sera,  aux  (pianliles  tri's-pelites  dn  se- 
cond ordre  pri's.  le  im'me  (pic  si  ces  corps  \  élaieiit  iciiniset  ne  t'ormaienl 
(piiin  corps  iiiii(|iie. 

l\.  53 
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Donc,  en  cDinljinaiil  ce  Tlicoi'oiiK'  avec  celui  ilii  ii"  I  I .  (ui  cuiicliirii.  en 
général.  (|iie  si  l'on  a  un  svstèuie  d'aulanl  de  cnriis  (lu'uii  voudra  (|ui 
s'atliifui  iiiuliiclli'iiifiii,  cl  (ju'uiie  partie  de  ces  (■oi'|)s  soil  li'i's-él(jignée 
des  autres  i'or|)s,  eu  sorte  (|ue  les  distances  des  premiers  corps  entre  eux 
et  les  distances  des  derniers  corps  entre  eux  soient  très-petites  vis-à-vis 
des  distances  de  chacun  des  premiers  c(U'ps  ii  cliacun  des  derniers,  le 
centre  de  gravité  des  premiers  et  celui  des  derniers  auront  le  même  mou- 
vement (|ue  si  les  corps  étaient  réunis  dans  ces  centres  et  ne  formaient 
ainsi  (|u'un  système  de  deux  cor|)s  uni(|ues. 

Ces  Théoirmes  sur  le  mouvement  des  centres  d(!  gravité  ont  déjà  été 
donnés  en  partie  |)ar  .AI.  d'Alemhert,  dans  ses  Recherches  sur  le  système 
du  monde  et  dans  ses  Opuscules;  mais  la  mauii're  dont  je  viens  de  les  dé- 
montrer est  nouvelle  et  me  parait  mériter  surtout  l'attention  des  Géo- 
mètres par  l'utilité  dont  elle  peut  être  dans  d'autres  occasions.  On  prou- 
verait, parles  mêmes  principes,  que  ces  Théorèmes  seraient  également 
vrais  si  les  corps  agissaient  les  uns  sur  les  autres  par  une  force  d'attrac- 
tion mutuelle  proportionnelle  à  une  fonction  (iu(dcou(|uc  de  la  distaïu-e; 
car  nommanl/'x   la  force  d'attraction  qui  agit  ii  la  dislance  x  et  faisant 

F  ;  .r  =  \  f  X  d.T, 

il  ii"v  aura  (|u"à  changer  la  valeur  de  il  du  n°  1  dans  la  suivante 
û  =  —  M  M'  F  [  \:[x  —  x'  ■  +  j  —y'  -—  \z  —  z'  f] 


—  M  M"  F  I  V'  (  X  —  x"'\-  -k-  [y  —  y"  >''  -h  [z  —  z"f 


—  M'M"F!y.  x' — x";-'-t-  y' — .>•"--»-   z' — z"f\ 
et  l'on  parviendia  aii\  mêmes  résultais. 


lil'ILEMO.^S  SLR  I;K(;IIA1'I'EME^T. 
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IlÉFLEXIONS  SIK   L'ÉCHAPPEMENT. 


(  Noiweauj:  Mémiiircs  dr  l' Arddi'-nuc  rnytile  dt-s  Sciences  et  Belles- Lettres 
il/:  lia  lui,  année  1777.) 


1  .  I*i)iir  (iiii  i|ii"oii  ;iil  (le  (•(Hiii;iiss:iiiii's  (l:iii>  riloil(iL;i'ri('.  nii  miiI  (|nc 
rri'li;i|i|iriiii'iil  csl  celle  nii'i';iiii(|ii('  |i;ir  liKjiielli'  l'^Kiiuii  du  jinids  un  du 
ressort  inolciir  est  réi^lce  et  modérée  piir  ('(die  du  pendule  ou  du  l);il;iii- 
cier.  (jii'ou  :ip|)elle,  ;i  cause  de  c(dii ,  le  iri^iiliilciir  de  l' horloge  :  car 
couiiue  la  force  uioirice  ai;il  coiilinuidleiiieul  el  loujouis  dans  le  iiiétne 
sens,  (die  tend  nécessairement  ii  imprimer  un  moiivemenl  acc(deie  an 
rouage;  mais  en  vertu  de  récliappemenl.  la  dernii're  roue,  i|n'(ni  appelle 
aussi  roue  c/c  /cnco/ilrc  nw  (/'<'i/i(i/)/)i//n'/i/.  ne  peni  coulirnier  ^on  nionve- 
m(;nt  circulaii-e  (|u'on  imprimant  au  régulateur  un  monvemeni  d'oscilla- 
tion; et  cette;  comitinaison  et  liaison  de  den\  nniuvements.  l'un  continu, 
l'aiilri'  allernalii',  dans  la(|indle  consisle  propieineiil  la  nainrc  des  hoi'- 
logos,  scr't  à  entretcnii'  l'uniloi'inile  de  leni'  marche  par  la  readiim  mn- 
Inellc  des  forces  i|ui  lésiillenl  de  ces  dill'érents  nntuvemenls. 

i.  Autrefois  on  se  conlenlail  de  prendre  pour  icgiilalenr  un  xiniph' 
halancier,  (pii  n'csl  autre  (  Inise  i{n'un  anneau  circnlaii'c  diMil  l'axe  rs| 
parfaitemeni  mnliile  sur  ses  (ii\ol>;  cel  a\e,  (|n'(Mi  a|ip(dle  aussi  la  n'/sfe 
(lu  halancicr.  porte  deu\  ailes  (Ui  palettes  placées  dans  des  points  dill'é- 
rents, et  faisant  entre  elles  un  an:;le  pi'es(pie  droit,  lesipudles  s'iMigaiient 
dans  les  dents  de  la  roue  d'eclia|ipenM'nt .  ipi'on  nonnne  proprenient  dans 
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et'  cas  roue  de  rencontre,  en  soile  (|iie  cette  roue  ne  peut  tourner  ii  moins 
<|ue  ses  (lents,  dont  le  nombre  est  toujours  impair,  n'écarlenl  alternali- 
vemenl  l'une  des  palettes  dans  un  sens,  et  l'autre  dans  le  sens  opposé;  ee 
qui  oblige  le  balancier  à  faire  des  vibrations.  Par  cette  disposition  la 
pointe  de  la  dent,  ipii  appuie  sur  l'une  des  |)alcttes  et  ipii  la  presse  avec 
la  force  qu'elle  reçoit  du  poids  ou  du  rcssoil  mutciir.  la  lait  tiuiriicr  jus- 
(|u'à  ce  qu'elle  la  (|uitle,  et  imprime  ainsi  au  balancier  un  mouvement 
circulaire  autoui'  de  son  axe;  et  lors(|ue  cette  dent  abandonne  la  [)alette. 
la  (b'iil  diaiiiciralciiicul  opposée  rencontre  précisément  la  seconde  pa- 
lette et  tend  de  même  à  la  faire  tourner  en  sens  ccuitraire;  en  sorte  que 
si  le  balancier  était  en  repos,  lors(|ue  la  seconde  palette  vient  à  recevoir 
l'aclion  de  la  roue  de  reuconirc,  il  obéirait  nécessairement  à  celte  action 
et  prendrait  un  mouvement  circulaire  opposé  au  mouvement  produit  par 
l'action  de  la  première  palette;  mais  le  balancier  conservant  par  son 
inertie  le  premier  mouvement,  il  est  clair  qu'il  (b/it  réai;ir  sur  la  roue  de 
rencontre  et  la  faire  rétrograder,  jusqu'à  ce  (|ue  son  mouvement  soit 
entièrement  détruit  par  la  pression  opposée  de  la  roue;  pour  lors  le  ba- 
lancier cédera  à  cette  pression,  lacpudle  continuera  d'agir  dans  le  même 
sens,  jus(ju'à  ce  que  la  dent  qui  appuie  sur  la  seconde  palette  s'ecliap- 
pant,  la  dent  opposée  vienne  renconlrei'  de  nouveau  la  première  palette; 
et  ainsi  de  suite. 

3.  C'est  d'après  ces  principes  (ju'ont  été  construites  les  premii'res  hor- 
loges à  roues,  dont  l'invention  ne  remonte  guère  au  delii  du  xi\'  sii'cle; 
et  il  ne  parait  pas  qu'on  ait  fait  aucun  cbangement  à  leur  construction 
jus(ju'au  temps  où  Huyghens  imagina  de  substituer  le  pendule  au  balan- 
cier dans  les  grandes  horloges,  et  d'appli(]uer  un  ress(Mt  spiral  aux  ba- 
lanciers des  montres.  Par  ce  moyen  le  régulal-eur  se  tr(mvant  doué  d'une 
force  motrice  particulière  et  capable  de  lui  faiic  faire  des  oscillations  in- 
dépendamment de  l'action  du  rouage,  il  n'en  est  (|ue  plus  propre  à  modé- 
l'cr  l'etlel  de  cette  acticui,  et  à  maintenir  l'égalité  dans  le  mouvement  de 
riiorlogc.  Aussi  depuis  cette  épo(pie.  l'Horlogerie  a  c(Uilinuellement  ac- 
(|uis  de  nouveaux  degrés  de  |)erfection,  auxcpiels  les  nouvtdles  montres 
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riiariiics  cxi-culrcs  fii  Aii^lt'lcrrc  et  en  I'imimt  ikum'issciiI  ;i\  nii-  m  (|iiih|iir 
t'ïiruii  mis  le  ('iinil)l('. 

i.  IIii\;;liciis.  cil  ;i|)|irK|ii;iiil  If  |Mii(hil(  ;in\  liorloj^es  et  le  l'cssoit  spi- 
liil  ini\  iiionli'cs,  :i  cKiiscrvc  l'iiiicicii  f(li;i|i|ii'iiM'iit  iloiit  nous  vciiniis  ilc 
flonricr  l;i  (losci'iplinii,  li  do  ni  nu  i  ignore  rinvcntriii  ;  cl  cci  crli;i|)|icniciit, 
(in'dn  ;i|i|)('llc  coniniiiiicniciU  à  roue  de  rencontre,  est  encore  celui  qui  est 
le  plus  cinploy»;  tant  diins  les  pciiiliilcs  (|iic  dans  les  montres  ordinaires; 
mais  après  la  décoiivcilc  (i'iliivi^liciis  un  a  lâché  aussi  de  per('ectionn<'r 
la  construction  de  l'ccliappenjcnl ,  cl  l'on  a  imaj^inc  nn  grand  nombre 
(i'f'cliappcmenls  dillcrcnls,  donl  les  piincipanx  sonl  les  écliappemerils  ii 
ddiihli'  li'\icr,  il  ancre,  ii  c\rniilrc,  etc.  Nous  n'eiilrcrons  jias  ici  dans  le 
détail  de  ces  dillei-cnls  ecliappemenls;  on  peiil  consulter  les  Ouvrages 
d'Horlotjerie  oi'i  il  en  esl  traité;  comme  ceu\  de  Sulli.  du  P.  Alexandre, 
de  MM.  Lepaiilc,  iScillioiid,  clc;  iinifc  dessein  esl  d'envisager  cette  ma- 
tière sous  un  point  de  vue  moins  borne,  cl  ilc  la  l'éduire  à  des  principes 
clairs  et  sim|)lcs  (jui  puissent  servir  de  hase  à  une  théorie  générale  des 
ecliappemenls. 

5.  (ioiiime  la  naliirc  de  recliappemeiil  coiisisle  dans  la  cuiiii)inaison 
d'un  mouvemeiil  circulaire  avec  un  moiucmcnl  de  vihialioii,  on  |)eul  ré- 
duire, en  général,  loul  écliappemenl  de  (pieUiue  espèce  (|u'il  soit  à  deux 
seules  pièces,  savoir  à  la  roue  d'écliappemenl  (|ui  est  entretenue  dans  un 
miinveiiiciil  circulaire  p;ir  la  l'orcc  molrice  de  l'iiorloge,  cl  ii  la  pil-ce 
d'é'cliappcmenl  sur  laiiuelie  celle  roue  agit  allernalivement  en  si'iis  con- 
traire, cl  par  iaciuelleson  action  se  transmet  au  régulateur  (|ui  y  est  joint. 

Et  pour  ^impliticr  cl  généraliser  davantage  la  (|ueslioii,  on  pourra  en- 
core faire  ahslraclioii  de  ces  d(>ux  pii-ces  et  lU'  considérer  (|ue  le  mouve- 
ment oscillatoire  du  régulaleur,  eu  tant  (|u'il  est  altéré  [tar  l'impulsion 
qu'il  reçoit  de  la  roue  (reclia|t|)eiiieiil  :  ou  plutôt  il  sulTiia  de  cnusidérer 
simplement  le  mouvcmciil  oscillaloiie  d'un  coi|is  (|ui  sérail  sidlicile  par 
des  t'orci's  analogues  ;i  celles  (|ui  doivent  agir  sur  le  régulateur,  tant  en 
verlii  de  racliiin  de  la  i^iavitc  ou  du  ressort  diuit  il  est  anime,  (|u'eri 
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viM'tii  (le  l'action  de  la  force  iiidlriic  ipii  lui  est  li;iiisinisc  |)ar-  le  iiii)\eii 
lie  récliappeiiieiil. 

().  Siiii  (Idiic  lin  corps  qui  fasse  des  oscillations  autour  du  point  A 
i\;iu>  la  ligne  droite  CAB,  et  dont  les  excursions  latérales  AM  soient  pro- 
|)ortionnelles  aux  arcs  décrits  par  le  régulateur  aiilinii  de  son  point  de 
repos.  Imaginons  d'ahord  que  ce  corps  soit  sollicite  par  une  force  c(ui- 
slaniinent  dirigée  vers  le  pninl  A  et  proportionnelle  à  une  fonction  duti- 
ncf  de  la  dislance  du  corps  ii  ce  [loint.  Un  pourra  représenter  celle  for-ce 
par  les  oi'données  d'une  ligne  courlie  HAN    Jig.  ij  qui  Iraversc  l'axe 
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en  A.  rn  su|iposanl  cpu'  les  ordonnées  positives  MN  expi'inu'Ul  des  forces 
doiii  hi  direction  soit  BAC,  et  que  les  ordonnées  négatives  ex|)rinieul  des 
for(  (h  de  dir<'ction  contraire.  Celte  force  exprimera  donc  celle  dont  le 
régulateur  esl  anime  |iar  l'action  de  la  gravité  (ui  du  ressort;  el  lois(|uc 
le  régulateur  esl  un  pendule  ordinaire,  il  esl  clair  (pie  la  courlie  HAi\ 
sera  la  ligne  des  sinus,  la(]uelle  pourra  être  prise  sensildemeiit  pour  une 
ligne  droite  quand  les  oscillations  du  |Hiidule  seidul  loti  pdiles:  mais 
à  l'égard  des  balanciers  mus  par  un  ressort  spiral,  comme  on  le  praliipie 
dans  les  montres,  la  loi  de  la  courbe  HAN  n'est  pas  facile  à  déterminer; 
on  sait  seulement  (|u'elie  doit  couper  l'axe  au  |)oinl  A  et  que  ses  deux 
hramiies  AN  et  AH  doivent  aller  en  s'éloiguaul  continuellement  de  l'axe. 

7.  Oulre  la  force  dont  nous  venons  de  parler,  le  cmps  (|ui  oscille  au- 
tour de  A  doit  encore  être  supposé  animé  |)ai'  une  l'oici'  (pii  icpondc  a 
(■(dir  ipii  agit  Mir  le  regulaleui' en  vcrin  de  réclia|i|i('iiieiil  :  or  pour  peu 
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(m'dii  coii^Klrrc  hi  iii:mi('i-e  (l';ii;ir  de  cctlc  toi'ci',  (iii  vcria  iin'rllr  ilnii 
èliT  rcprcsciih't'  p.w  les  ciriix  lii-iiiclics  'l'\  el  SU,  riitic  ;ni-(li'ssus  de 
l'îixc,  ot  dont  les  ordonnées  l'xprinicnt  des  l'orrcs  aj;iss;int  dans  l:i  direc- 
lioii  |{A<!.  l'iiiilic  au-dessous  de  l'axe,  et  donl  les  ordonnées  ex|ninictit 
des  l'orees  (lirij;;ées  snivanl  (lAB;  el  voici  coniinent  on  doil  en\isaiiei-  l'ae- 
tion  (le  celte  Ibrce. 

iniai;iMoiis  (|ne  le  mohile  (|ni  oxillc  mire  (!  et  H  aille  de  V.  en  15;  ;i 
cli:i(|iM'  point  M  de  res|i;i( c  (|u'il  parconri  dans  celle  direelion,  il  doil 
cire  censé  sidlic  ile  |i;ir  une  Inrce  MX  agissant  dans  la  même  direction, 
et  cela  jns(|n";i  ce  (|ii'il  soit  arriv(''  ;iii  point  P  où  la  lii'aiiclie  GR  est  ter- 
minée. Ce  point  P  ré[)oiid  ;i  celui  oi'i  la  dent  de  la  roue  d'échappement, 
(|ni  a  agi  sur  le  régulateur  [icndaut  (|Ue  celui-ci  a  décrit  l'angle  iV.  i|uilte 
la  pièce  d'éeliappeinent  el  cesse  ainsi  d'agirsiw  le  régulateur;  c'est  pour- 
quoi la  l)rain"lie  (iR  doit  finir  ;\  ce  nuMue  point  P.  Mais  c(unine  alors  une 
autre  deiil  de  la  rmie  d'ccliapperueni  connneuce  aussitôt  ;»  agir  en  sens 
contraire  sur  un  antre  coté  de  la  pièce  d'échappement,  el  imprime  au  ré- 
gnlaleiMune  force  de  direelion  contraire  à  la  précédenle,  il  faut  imagi- 
iiei'  (|u';iu  |ioiut  i'  la  force  PR  devient  P\  ,  et  (|u"ensuile  le  inoiiilc,  tant 
en  allant  vers  |}  (pi'en  revenant  vers  C,  est  eonlinuellemenl  s(dlicilé  dans 
la  direelion  BC  par  des  forces  représentées  par  les  ordonnées  de  la  hranche 
supérieure  TV.  Cette  hranche  doit  être  terminée  de  nu'me  au  point  Q,  (|ui 
répond  à  celui  où  la  dent  (juilte  de  nouveau  la  pièce  d'échappement, 
p(Mir  faire  place  à  une  autre  dent  (pii  doit  recommencer  a  agir  en  sens 
cmitraire,  c'est-à-dire  dans  la  dire(  lion  CH,  de  la  même  manii're  (pi'au- 
pai'avant;  c'est  pourcjuoi  au  point  Q  il  faut  concevoir  de  nouveau  (|ue  la 
force  TQ  se  change  en  QS.  el  (|u'ensuit<'  le  nH)hile  soil  soumis,  tant  en 
allaiil  ver>  C  (|u'en  rev<'nant  vers  15,  ii  l'aelion  continue  d'une  force  re- 
présentée piU'  les  ordoiuiées  de  la  hranche  inférieure  SR,  el  agissant  dans 
la  direelion  Œ  jns(prii  ce  qu'au  point  P  celte  force  se  change  derechef 
l'U  P\';  et  aiu>i  de  >uite. 

8.    Telle  est  donc   la  manière  dont   un   doil    repre>enler  l'action  de  la 
f(M'ce  (pii  est   Iraiisiiiise  an   rcLiiilalcnr  par  le  mo\en  de   rechappemenl  ; 
IV.  54 
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[i;ir  (u'i  l'un  vnil  i\\w  lu  Idi  de  conlinuité  esl  nccessiiininriil  liilni  iiiii|mic 
;iux  deux  |miiils  P  cl  0,  lu'i  l;i  force  change  brusqiiemciil  dr  diici  lion. 

Il  est  \r;ii  (|m'  dans  la  |)iMrK|U('  les  forces  PV,  QS  ne  succèdenl  pas  ini- 
médiateiix'nl  aux  forces PR,  QT,  comme  nous  l'avons  su|)posé;  car  il  y  a 
orriinairenieiit,  surtout  dans  l'échappement  à  rone  de  rencontre,  un  petit 
iniri  vallc  de  temps  entre  l'instant  où  une  dent  (piillr  la  pièce  d'échappe- 
ment et  ctdui  où  une  autre  dent  commence  à  la  presser;  pendant  cet  in- 
tervalle où  l'action  de  l'écliappemenl  est  suspendue,  le  réi;ulatenr  se 
meut  librement  par  sa  propre  force,  et  la  roue  d'échappement  a((|ui('rl 
par  l'impression  continue  de  la  force  motrice  un  petit  mouvement  accé- 
léré en  vertu  duquel  la  dent  (|ui  va  rencontrer  la  pièce  d'échappement 
la  clio(|iic,  et  produit  un  petit  liruit  qui  scri  a  rnai(|iicr  clrKjue  viliiation 
du  réfiulateur;  mais  d'un  coté  on  a  soin  de  diminuer  le  plus  (ju'il  est 
possible  cette  chute  de  la  roue  sur  la  pièce  d'échappement,  la(]n(dle  tend 
il  deraniicr  la  justesse  de  l'horloge;  de  l'autre  coté  il  est  visible  (pie 
connue  le  l'égulateur  reçoit  ensuite,  par  le  choc  de  la  roue  contre  la  pii'ce 
d'échappement,  l'action  réunie  de  toutes  les  forces  instantanées  (jui  ont 
agi  sur  la  roue  jK'ndaiit  que  l'action  de  l'écdiappement  a  été  sus|ien(lue. 
on  peut  supposer  sans  erreur  sensible  que  l'eflet  en  est  à  peu  près  le 
même  (|ue  si  la  roue  avait  continué  d'agir  sur  le  régulateur  sans  inter- 
ru|)lion.  Ainsi  l'on  ne  s'écartera  pas  beaucoup  de  la  vérité  en  supposant, 
comme  nous  l'avons  fait,  que  les  forces  PR,  TQ,  se  changent  subitement 
en  PV,  QS,  en  sorte  que  leur  action  sur  le  mobile  soit  continue. 

9.  Il  sulllra  donc  de  connaître  pour  chaque  échappement  donné  la  na- 
ture des  courbes  TLV,  RXS,  pour  être  en  état  de  déterminer  les  ellels  de 
cet  échappement  sans  en  connaître  d'ailleurs  le  mécanisme  pailicidier; 
de  sorte  que  parce  moyen  la  théorie  de  réchappenienl  est  réduite  à  la 
considération  purement  géométriciue  des  courbes  dont  il  s'agit;  exami- 
nons donc  les  diUéicnts  cas  qui  peuvent  arriver  suivant  la  dillcrciitc  foi  me 
de  ces  courlK-'S. 

Va  d'abord  nous  rciiiai-(|iierons  (|ue  l'arc  (|ui  est  pi(qiiirtioniiel  i»  la 
partie  de  l'aie  PQ  est  celui  (|iii  en  tenues  d'ibirlogeiie  s'appelle  l'^//c  r/e 
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levée  de  l'cclt(ii>iicnuiil.  Iiiiidis  (|iic  l'iirc  |ir(i|»oi  rKiniii'l  ii  l;i  |);n  lie  IJC  s':i|)- 
|i('!li'  Varr  (le  vibration.  Le  piciuicr  est  coiislaiil  et  s;i  iir;iii(lciir  ne  (Irpciid 
(|iic  (le  hi  (lis|insitii)ii  (le  r('cli;i()|)i'iiiciil ,  |tiiis(Hi('  c'csl  l'iiir  (|ii('  les  dcnls 
(le  lu  idiic  (rc(liii|)|ii'iiiciit  |iciivciil  l'iiiic  décrire  au  rcj^iilalcur  [)()iir  ne 
l'airf  (|iri'clia|»|»i'r  des  cxli't'inilt'.s  de  la  pii'cc  d'écliapiiciin'iit  ;  li'  second 
ail  eoiilraire  est  vai'ialile  et  dépend  du  plus  on  moins  de  l'orcc  du  iiioleiii 
i\v  riinilo^c,  cl  (In  plus  on  moins  de  résistance  du  rei;iilalenr. 

10.  On  remaiipicra  de  (dus  ipu',  c(unme  .MX  esl  la  lorce  (pii  ai^il  sur 
le  ri'i;ulateur  en  vertu  de  la  force  motrice  agissante  sur  la  roue  d'é<dia|)- 
pement,  (clte  rorce-lii  sera  il  c(  Ile-ci,  par  le  principe  des  vitesses  vir- 
tu(  llch,  en  raison  recl|»idtpH'  de  la  vitesse  mémo  du  régulateur  it  celle  de 
la  r(Mie  d'ei  liappeiiieiit  ;  de  sinte  (|ue.  c(miine  la  force  iiiolrice  esl  eon- 
slaiile  au  moins  pendant  nue  oscillation  du  réji'ulatenr,  la  vitesse  de  la 
roue  d'ei  liappement  sera  proporlioiiiudle  ;i  celle  du  rei;iilateur  multi- 
pliée par  la  force  MX  (|ui  agit  sni  lui.  De  lii  il  s'ensuit  (|ue  pendant  (|ue 
le  nmhiie  (|ui  oscille  entre  les  points  C  et  B,  et  dont  le  mouvement  est 
senihlable  à  celui  du  régulateur,  va  de  C  en  I',  la  roue  se  mouvra  tou- 
jours dans  le  même  sens;  mais  depuis  le  point  P  jusqu'au  point  U  où  la 
force  (diangi^  de  direction,  la  vitesse  de  la  roue  deviendra  négative,  c'est- 
à-dire  i|ue  la  roue  se  mouvra  en  sens  contraire;  c'est  ce  (|u'on  appelle  en 
termes  d'Horlogerie  le  recul;  [laree  (|u'en  ellél  tout  le  rouage  et  les  ai- 
guilles mêmes,  an  lien  d'avancer,  reculent  un  peu.  Comme  au  point  H  la 
vitesse  du  mohile  est  nulle,  celle  de  la  roue  le  sera  aussi;  ensuite  le  ino- 
hile  reljrou.ssanl  cliemin  de  B  vers  C,  sa  vitesse  changera  de  signe;  par 
consé(|uenl  le  iiKuivemenl  de  la  roue  cliangera  de  nouveau  de  direction 
et  ]-ede\iendra  direct  de  rétrograde  (pi'il  était,  (le  miuiNcmenl  direct  con- 
tinuera donc  tant  (|ue  le  inoliile  ira  de  B  vers  Q;  au  point  Q  il  redeviendra 
rétrograde,  en  sorte  (|ii'il  y  aura  un  nouveau  recul  entre  Q  et  C;  ensuite 
le  moliile  revenant  de  ('■  vers  B,  le  mouvement  de  la  roue  redeviendra 
dii-ect  ((miiiic  au(iaravant;  cl  ainsi  de  suite. 

M  .    On  \oit  donc  (pie  tout  ei  liappement  doit  causer  nn  recul  dans  le 
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rou;igo  au  IkhiI  i\r  clKninr  viliialinii  du  ici;iil;ili'Ui-,  ;i  iimiiis  (|iir  li's  (lcu\ 
parlics  N'Y  il  S/,  ilo  cnurhrs  l'\ \  US  ne  ^(liciil  nulles,  nu  (ju'cllcs  ne 
<oiiu  iili'Ul  avrc  l'axe,  au(|ui'l  cas  leurs  (U'douuées  sciaient  tinlles.  Le 
lueuiier  cas  ne  peu!  avoir  lieu  en  général,  parce  (jue  les  points  15  et  ('.  ne 
sont  |>iiint  iixes,  mais  (lé|)en(lent  du  |)lus  ou  moins  de  force  motrice  de 
riiorloLic,  c(unnie  nous  l'avons  l'ail  remar(|uer  ci-dessus.  Il  ne  reste  donc 
(|ue  le  second  moyen  de  détruire  le  recul,  loijucd  consislc  à  conslruire 
recliappemeiil  de  manière  que  les  courhes  des  forces  TL,  RX  s'appro- 
ilieut  de  l'axe  et  y  coïncident  aux  points  I'  cl  Q,  ou  en  deçii  de  ces 
points,  connue  en  F  et  (i,  ainsi  (|u'(Ui  le  voit  dans  li\  Jig.  2. 

Fig.  2. 


Car  coinnie  de  celte  manii're  les  oiilonnées  de  la  courbe  TL  soni  nulles 
depuis  F  ius(pi'en  B,  ainsi  (jue  celles  de  la  courbe  RX  depuis  (J  jiis(|n"en  C, 
et  (|ne  par  consé(|ueiit  les  forces  représentées  par  ces  courbes  sont  nulles 
aussi,  il  s'ensuit  (|ue  la  vitesse  de  la  roue  d'écliappement ,  la(|U(dle  à 
cha(iue  poinl  .M  esl  toujours  pidporlionnellc  il  celle  du  mobile  nHiltipli(''e 
par  la  force  correspondante  ALK,  sera  nulle  pendant  le  temps  (pie  le  mo- 
bile emploie  ii  aller  depuis  P  jiis(|ii'en  B  et  a  revenir  de  là  jusqu'en  F.  et 
ensuite  ii  aller  depuis  Q  jus(|iren  C,  et  à  revenir  jnsipi'en  G.  Kii  sorte  (|ue 
celle  roue,  ainsi  (jue  tout  le  rouage  de  l'horlogis  sera  en  repos  |)eiidant 
(|ue  le  régulateur  décrit  les  extrémités  des  arcs  de  vibration  CB. 

12.  De  là  Mail  une  dillërenee  Irès-essenlitdle  entre  les  éclia|)|)eni(>nts: 
ceux  (|ui  à  cliai|ue  vibialion  produisent  un  recul  dans  le  rouage  se  iiimi- 
ment  échappements  à  recul;  et  ceux  (|ui  y  pidduisent  une  espJ'ce  de  lejios 
se  nomment  échappements  à  repos. 

On  regarde  communément  ces  derniers  ((unnie  les  meilleiirs;  cepen- 
dant d'Iiabiles  artistes  ont  ieniai(|U(''  qu'ils  sont  sujets  ii  dillereiils  incon- 


SI  H    I.KCIIM'PKMENT.  V2!) 

vt'iiiciils,  li  (|ii"ils  iir  iiiciilciil  |>;i^  ii  Iic:iii(imi|)  jui-s  loule  hi  pii'IV- relief! 
(|m'(iii  ;i  mmiIii  leur  doiiiiei-  sur  les  e(li;i|i|i(iiieiils  ii  recul  ;  e'csl  nu  [iniiil 
(|iie  ridus  iliseuleruus  ailleurs. 

13.  Ou  voit  donc  claireiueiit,  par  les//^'.  i  et  2  (pages  !\i.\,  428],  en 
(|iuii  (  iiusisle  la  dillcreiuc  des  écliappenienls  à  recul  et  (le  ceux  à  repo.s; 
(die  ue  dépend  (|uedi'  la  diderente  foiiue  des  courbes TL.RX;  de  sorte  (| ne. 
ces  cnurlies  étant  ti'acées  pour  un  échappement  quelcou(jne  doiuié,  nu  re- 
connaîtra d'aliord  de  (|U(dle  espèce  est  l'écliappenient  pnipiise.  l,oiS(|ue 
rt''cliappcuietit  est  ;i  recul,  le  uiol)ile est  cou tiiuiellenient  sollicite  pai'  l'ac- 
tion de  deux  l'((i'ces,  l'une  re|irésenlée  par  la  coinhe  IIAN,  et  l'autic  par 
les  deux  courbes  RS,  TL;  mais  (|uaud  ['('(diappcment  est 'ii  repos,  abu-s 
l'aeliun  de  bi  seconde  de  ces  deux  forces  cesse  dès  que  le  m(d)ile  eu  allant 
de  C  vers  B  parvient  an  point  P  (|ni  répond  à  l'une  des  extrémités  de  l'aie 
de  levée,  i-t  ue  recommence  (pie  lors(pic  le  mobile  en  revenant  de  H  vers  C 
attcrml  le  point  F;  et  de  même  celle  aclion  cesse  au  point  Q  (|ui  répond 
à  l'autre  extrémité  de  l'arc  de  b'vée,  et  ne  recommence  qu'au  point  G 
lorsque  le  iiudiile  ayant  acln^vé  son  oscillation  revient  vers  B. 

I  't.  i'onr  donner  une  idée  encore  plus  nette  de  la  nature  des  courbes 
TL,  RX  aux(|U(dles  nous  avons  ramené  la  TlnMoie  des  e(  bappemeiits,  il 
est  bon  d'examiner,  en  particulier,  (lucdiiues-unes  des  espèces  les  plus 
connues  d'éf  ba|»pements,  et  de  cliercber  l'équation  des  courbes  qui  leur 
appaliieilllent. 

Prenons  pour  premier  Exemple  réchappenient  ordinaire  à  roue  de  ren- 
contre, et  su|)posous  (]ue  la  roue  de  rencontre  avec  la  verge  du  balancier 
garnie  de  ses  deux  palettes  soit  |)rojetee  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
cette  verge;  soit  donc  Jig.  3,  page  '1^",  ^-  bi  projection  de  la  verge,  etCA, 
CB  celle  des  deux  palettes,  vues  de  profil,  lesipudles  sont  attachées  ii  la 
verge  à  la  distance  du  diaiul'lre  de  la  roue,  l'une  de  l'autre,  et  (pii  formenl 
entre  elles  un  angle  donne  AtlB.  Soit  aussi  l'S  la  projection  d'une  partie 
de  la  circonférence  de  la  roue,  et  l'XQ,  QYR  deux  dents  consécutives  de 
cette  roue,  bopiclle  est   supposée  touiller  de  gaïudie  ii  droite,  en  siutc 


't.-JO 
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que  la  cloiu  PXQ  ;ivance  dans  le  sens  PS  ol  pousse  par  sa  pointe  X  hi  |i;i- 
If'ttc  (;B,  ic  (|ui  l'oblige  à  tourner  autour  de  C  dans  le  sens  ZX;  en  nièiiic 
i(iii|)>  hi  (Itiit  SVqui  doit  être  imaginée  de  l'autre  côté  de  laeirconlërence 


Fie.  3- 


de  la  roue  avancera  dans  le  sens  opposé  SP,  et  ira  à  la  icncontre  de  l'autre 
|)aletle  CA,  mais  ne  pourra  l'aUeindre  qu'après  que  la  dent  PX  aura 
échappé  au  poiiil  B;  ahus  la  dcul  SV  agira  sur  la  palette  CA,  et  tendra 
à  la  faire  tourner  en  sens  contraire  jusqu'à  ce  (ju'elle  échappe  au  point  A; 
après  quoi  la  dent  cpii  suit  PX  se  trouvera  à  portée  d'agir  de  nouveau  sur 
la  première  palelle  CH;  et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  menons  du  point  C  la  perpendiculaire  CTsur  PS  et  la  perpen- 
diculaire ZX  sur  CT,  et  nommons  la  ligne  CZ  qui  est  constante  a,  l'angle 
ZCX  qui  est  variable  9,  et  la  ligne  ZX  qui  est  variable  aussi  ç;  il  est  clair 
(lu'ou  aura  -  ==  lan^o,  et  par  conséquc'M 
'i_  =  a  tango. 

Maintenant  imaginons  que  la  palette  CB  tourne  en  décrivant  autour 
de  C  un  angb'  intiniment  petit  do;  la  ligne  B  croîtra  en  même  temps  de 
rdemeMl  c/1.  et  il  est  visible  (lue  le  rapijort  -7^  sera  celui  de  la  vitesse 

de  la  dent  PX  à  la  vitesse  angulaire  de  la  palette;  donc  ce  rapport  sera 
proportionnel  à  celui  de  la  vitesse  de  la  roue  à  la  vitesse  du  régulateur, 
el  par  consé(|uenl.  |)ar  le  n"  10,  proportionnel  à  celui  de  la  force  .MX  qui 
afjil  sur  le  régulateur  ii  la  force  motrice  de  la  Cdue;  de  sorte  (|ue,  en  de- 
siguaut  la  première  de  ces  forces  [)ar  v,  et  la  seeoiule  par/>,  ou  aura 
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ij.  t'iiiui  un  cncniciciil  i(m>l;iiil.  Or,  ;iv;iiil 
?  -    Il  laiifjo, 
on  :iiir;i  |i:ir  l;i  (liflrrcnrKilioii 

cos'ç 
donc 

fxap 
•^        cos'ç 

Soit  lii  longueur  de  lu  piihilc  CM       A  il  csl  chiir  (|in'  la  ilfiil  l'X  ccliaii- 

hcra  loisiuic  ex  = sera  =^  /:  de  sorte  (lue,  noininaiil  y  la  \  aleiic  eoi'- 

'  '  COS9  ' 

respoiidanle  de  ■^,  on  anra  cosk  =  v-  Soil  de  plus  ',>  l'angle  ((inslanl   \(;H 

que  font  les  deux  palettes  entre  elles,  il  est  claii'  (pie  lorstpie  la  palelle  CM 
tait  avec  la  verticale  l'angle  ZCB^a,  la  palette  [].\  feia  avec  la  nirni( 
verticale  l'angle  ACZ^w  — a;  mais,  cette  palette  étant  supposée  de  niemc 
longuetii  /,  il  est  visible  que  la  dent  échappera  lorsqu'elle  l'orniera  avec  la 
verticale  le  iiiènie  angle  c/.  que  la  paletttîCB;  donc  l'angle  total  parcouru 
par  la  palelle  CA.  de|)uis  l'écliappement  d'une  dent  en  B  jusqu'à  l'écliap- 
penient  d'une  autre  dent  en  A,  sera  égal  à  la  dill'érence  des  angles  «  et 
'j)  —  rx,  c'est-à-dire  égal  à  2k-  'jj;  et  cet  angle  sera  l'arc  de  levée  de 
l'ecliapitenicnt  (9;. 

Ainsi  dans  la  //"•.  i ,  page  ^\2ff,  on  aura  PQ;  -  aa      'a,  et  par  conseipieni 

7. 

de  plus,  conmie  l'angle  y.  ii'pond  au  point  P,  il  est  clair  (pi'on  aura 

MP-  x-q>; 

et  de  là 

\M  =  \P       MP  ^3:---5f-f^(p  =  9--, 

■y.  ^       ^        2 

de  soi'tc  (pM'.  iioninianl  .t  l'ahscisse  AM,  on  aura 

X  --—  o -,     donc     9  =  ar  H 1 
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el  (If  lii  on  ;mra,  [pour  rf([ii:itioii  de  la  coiirhc  RX, 


■h^y 


cl  l'on  liouvera  que  la  courbe  TL  sera  la  même  que  la  ((niilif  RX.  mais 
dans  une  position  renversée;  de  sorte  que,  nommant  de  même  .r  i'ali- 
scisse  AM',  et  v  l'ordonnée  ^l'X'.  on  aura  entre  x  et  y  la  même  é(|ualion 
que  nniis  venons  de  donner. 

15.  Il  sera  donc  facile  de  décrire  les  deux  courbes  dont  il  s'agit,  à 
l'aide  de  l'équation  trouvée,  et  l'on  connaîtra  par  leur  moyen  la  nature  de 

l'ecliapiicnienl  prcqmse.  El  d'ab(ud  il  est  clair  (|uc.  comme  cos-(a;+  -j 

ne  peut  pas  aui^nicnter  au  delà  de  i,  la  plus  petite  ordonnée^  sera  égale 

à  'JO/i.  Ia(|uelle  répondra  à  x^ '-  ou   =  180° -,  de  sorte  (pie  la 

ciuiibi  n'atteindra  jamais  l'axe,  et  par  conséquent  l'écliappement  ne 
pouira  jamais  être  à  repos,  mais  sera  toujours  nécessairement  à  recul  13j. 

16.  Mais  si  au  lieu  de  faire  les  palettes  droites  on  les  faisait  courbes, 
on  pourrait  peut-être  obtenir  un  échappement  à  repos;  c'est  ce  qu'il  est 
bon  d'examiner. 

Soient  donc  '/îg.  '1    AC  et  CR  les  palettes  courbes  et  PQX  la  dent  (pu 

Fig.  4. 


appuie  >nr  le  point  X  pour  faire  tourner  la  palette  (.15  dans  li'  sens  ZX. 
(•(Hunie  ci-dessus;  eu  conseivaut  les  mêmes  dénominations  on  aura  aussi 
i'eiiualitui  £  —  ataiii^v:   maintenant   soit  (!/  la  laimente  ii  la  courbe  i'.X 
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au  |inHil  (.,  ri  iioiiHiiiiiis  :  l'aiii^lf  /('..\,  y  raiii^lc  /(.Z;  on  aiii"i 

(lolli- 

^  --  aiangC<>  — z). 

Soii  (le  plus  la  ((ii(lc(;X  -     /■,  011  aiii';i 


cl  coinmc  |iai'  la  iialiiic  de  la  ((luriic  CXH,  (|iii  csl  supposée  (Idimrc.  mi 
(loil  avoir  iiiic  ('•(|iiali(in  ciilic  /cl  c,  par  la(|U('lli'  r  scia  doiiiic  cji  ;,  il 
s'ensiiil  (iii'oii  aura  une  r(|uali(ui  ciilrc  i/  cl  ;  pai'  la(|ucllc  on  coniiiiitra  z 
en  'l;  cl  l'on  punira  supposer  (|ue  <elle  é(|ualioM  soil  représcnlée  |)ar 

1  etaiil  une  l'ouctiiui  coriiUM'  de  ■}. 

Or  il  csl  larile  de  eoiuprelldie  (juc  dall>  l'IiN  piilllese  préscille  l'alliilc 
('Icmcnlaii'cdéeril  pai'  la  palette  aiilour  do  (^  n'est  pas,  eoinine  dans  le  cas 
précédent,  égal  a  c/9,  mais  égal  à  d'Ii;  de  sorte  <pi'(ui  aura  ici  l'équation 

r         dl 

P.  (idi 

mais  eu  dillercuhaul  la  \  a  leur-  de  £  on  a 

a((l<\i—  dz)  _  ail  —  Ijcl^ 

ros'f'j'  —  2'         cos'i'J/--3 

en  mettant  Id!^  à  la  place  de  dz;  donc  on  aura  l"e(|uarKin 

^  COS'(lj>  —  Z) 

on  r(ni  ieiu;ir(|urra  (|ue  l'aniilc  >  doit  être  égal     ///,'.  r.  |iage  '\x'\ ,  ii  l'ah- 
scisse  AM        t  .  plus  nue  constante  cpii  scia  la  \alcur  (!<•  'i  an  point  A  ;  en 
scu'le  (|ui'.  uniiiuiaiil  eu  général  :  cette  constanle.  on  aura  <]j^=-x-^i;  ainsi 
l'on  aura  rc(inalion  A\-  la  couilie  HN  eiili'e  les  coordonnées  .r-  et  _>'. 
I\.  55 
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17.  R(Mi()n)<|ii('iiit'iil  donc,  si  l'on  vouliiil  rcj^Midi-icrllc  comlx'  coinmr 
iloiiiicc,  on  ponriail  tionver  l'iMination  de  la  comité  (!I5;  d'oii  l'on  voil 
(|iic  l'on  pt'Ul  lonjunrs  donner  aux  palcltes  une  liiiuri'  tidie  que  les  forces 
MX  siii\ciit  une  lui  (|nel((Ui(]ii('.    * 

On  voil  aussi  (|iie  dans  ci!  cas  l'écliappcnicnl  ponirail  ('Ire  ii  repos;  car 
il  est  clair  (|ue  l'ordonnée  j  sera  nulle  lanl  (|ne  1  ^era  i  .  ce  cpii  donne 
flz=--d'}^,  et  par  consé(|uent  dr^^o,  c'esl-à-dire  le  rayon  CX  conslani; 
ainsi  il  n'y  aura  (ju'à  donner  aux  palettes  la  lii;ure  d'une  courhe  telle 
(pii'  BD  {fig.  5)  qui  dégénère  en  un  arc  de  cercle  \D.  dont  le  centic 


soitC;  mais  je  ne  sache  pas  qu'on  ait  jamais  construit  des  échappements 
à  repos  de  cette  manière,  peut-être  à  cause  de  quelcjnes  inconvénients 
(|u'il  pourrait  v  avoii-  dans  la  disposition  des  dénis  PQX  de  la  iniie  de 
reiicoiitre  et  des  palettes  BD,  EA  ;  c'est  poui(|iioi  nous  ne  nous  y  arrête- 
rons pas  davanlaye. 

18.  Si  l'on  iniajiine  que  les  palettes  (^IDB  et  Œ\  de  la//^.  5  soient 
dans  un  même  plan  passant  par  le  centre  Cet  ne  forment  qu'une  seule 
pièce,  et  (|ue  la  roiU'  soit  aussi  placée  dans  ce  même  plan,  comme  on  le 
voit  dans  la  //g.  (i,  page  43'),  alors  on  aura  l'êcdiappemenl  <|n'oii  nonnue 
Il  (iiicre,  et  qui  est  un  des  plus  usités  dans  les  pendules;  la  mue  l'QK  en 
tout  liant  dans  le  sens  PQ  pousse  avec  la  dent  PQX  la  face  inlerieuic  DB  de 
rerlia|)pement  et  l'ohlige  à  s'écarter  |)our  lui  donner  |)assage,  ce  (pii  fait 
Inurner  l'ancre  .\CB  autoiu'  de  C  dans  le  sens  XI);  di's  (|ue  la  dent  PQX  a 
eclia|)p(''  au   poini  B,  l'autre  face    W.,  (|ni  s'est  appr-ocliee  de  la  roue  en 
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iiuMlii'  Icmps  (|ii('  lii  |>i('iiii('rc  .s'en  cluijiiiait.  mt;i  |m(Mss(('  iiilciicmcmciil 

|)ar  hi  (Iciil  S\'  l'I  s(m;i  iil)li;;cc  |i;if  lit  di'  s'éloigner  de  l;i  nme  ;i  .son  loin  , 

CL'  (lui  ler;i  loiiriier  l':uieie  eu  sens  coiiliiiiie  el  i  ;i|i|iio(liei;i  l;i  l'iice  I)I5  de 

l;i  l'oile;  el  ;iilisi  de  suite. 

Ii(!.  0. 


1!>.  Ayant  joint  les  deux  eeuires  ('.,  K  |);ir  l;i  lii;iie  (;K,  l'I  Jiliiiisse  du 
point  X  la  |)er|)eiHlieiil;iiic  Z.\  sur  (;i\,  uiuuiu(Uis  a  l:i  dislaiHc  (IK  , 
'i/  l'angle  Ktil),  r  l'iiiigie  XC.I),  /■  le  i;iy(Ui  vecteur  (iX.  h  le  rayon  KX  de 
la  circont'éi'ence  exlérieuic  de  la  roue,  el  c.  l'aniile  (iKX:  il  est  clair     10 

i|ue  le  i'a|)|)(nl  des  loi'ces   -      sei'a  propurliuuiiel    ii  celui  des  vitesses  ou 

(les  anafles  siinullaiies    ,-.    parcourus  |)ar  la  roue  el  uai  rancic;  eu  sorte 
(ju'on  aura 


r      i'P 


(Il 


Or,   pour  trouver  la  valem-  finie  de  -.  J  '    il  n'y  a  (|u';i  eoiisideicr  (| 


Z\       h -Ami,     IvZ       /mosï,     (".Z   -  «  — /*  cos^; 


don 


r  — -  ex    -   y'fl-  —  rf.ah  cos;  4-  h-  \ 


(le  s(Ute  (pU'.  coniuie  par  la  uatuie  de  la  (  (uulie  l)li,  (pu  est  suppust-e 
(•(Uiuiu',  ou  doit  avoii-  une  e(piarKui  enire  r  cl  z,  on  en  aura  une  entre  ; 
et  £. 
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Di'  |»his  (111  :i 

XZ  6sin? 


CZ 


n  —  b  cosH 


=  tangZCX  —  taiig(i|'  —  z); 


(loue,  Milisliluaiil   dans  cctlf  ('■(|iialiiiii   an   lieu  de  c  sa   valcni'cii  £,   un 

aura  une  (•([natinn  rnlrc  £  cl  •]/  dont  la  dillciciitiidlc  |)(»ntia  l'Iir  n'iirr- 

sciitéc  par 

r/ï  = 'F  (/']/, 

M   riani  niir  luncrHin  de  •} ;  ainsi  l'on  aiii'a 

et,  suhstiluanl  ensuite  x -h  s  à  la  place  de  i,  on  aura  rc(piatioii  i\i'  la 
c()Uil)c  KX  entre  les  coordonnées  x  et  v. 

On  (rouvcra  de  même  ré(|uation  de  l'autre  hrani  lie  11,  eu  pieiianl  la 
coni'l)e  AE  il  la  place  de  la  conrlie  1).\. 

20.  Il  est  facile  de  voir  par  la  seule  inspection  de  la  tit>uie  ([ue  cette 
espèce  d'échappement  peut  être  également  à  repos  ou  à  recul  ;  [lour  (|u'il 
soit  à  repos,  il  sullira  (jue  les  courbes  EA,  DB  dégénèrent  en  haut  en  des 
arcs  de  cendes  dont  le  centre  soit  C;  et  (|uc  ces  courbures  circulaires 
commencent  aux  endroits  où  les  dents  rencontrent  d'abord  les  faces  de 
l'échappiMiienl,  ou  même  plus  bas,  mais  non  pas  plus  haut;  dans  tout 
auti'e  cas  l'échappement  sera  à  recul. 
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:lnll^ATl(l^  des  ouiutks  dks  ciimètes 


DMMiKS  TKOIS   ORSKIÎ  \  \TI()N'S. 


SI  i;  i.i:  l'uiiHiBiK 


IIKTKIIMI^ATIOX   DKS  ()|{|{|Ti:s  DKS  COMKTI'S 


Il  \  PUKS    TliOlS   (lUSKU  V  \TI(lNS. 


[Nr>iireaii.r  Mciiinhv.  de  VAradiinic  mytilf  t/rx  Sciciues  cl  JicUcs-Leltie.\ 
lie  Brrtin,  iinnéos  1778*1  1783  (*)]. 


PUKI\11ER  MEMOIKK. 

I.c  l'iiiiifiix  l'iolili'iiic  (le  l:i  (IcIci'miiiarKui  de  rdiliilc  (riiiic  (loniclr 
d'iiltri's  lidis  (liisciviiliiiiis,  sur  Iim|ii('I  Xcwloii  s'est  exerc*'  le  |)iciiiicr  cl 
(liml  il  Ile  nous  a  laissé  (|iic  des  sdliitioiis  imj)arfai(es,  a  occupé  depuis 
plusieurs  grands  Géomètres;  mais  leurs  etlbrts  n'ont  pn^sque  abouti  jus- 
(|u'à  présont  ([u'à  varier  el  ii  simplifier  à  quehiues  égards  les  méthodes 
proposées  par  Newton,  sans  les  rendre  plus  exactes  cl  plus  commodes 
pour  la  |)rali(|ue. 

Je  me  propose  d'exposer,  dans  ce  >Iémoire,  l'état  de  la  (|ueslioii  el  le 
résultai  des  principales  reelierclies  (ju'on  a  faites  pour  la  résoudre. 

I.e  l'rohlirue,  considéré  aiial\rK|uement,  n'a  poini  de  dilliculle,  rien 

(*)  I.cs  Ucclierclu'S  de  La^'iango  Sur  le  Pnihlrinc  de  tu  dvtvrminatidn  dr<  Orbites  des  Cn- 
iiiètcn  formonl  trois  Mémoires.  Les  deux  premiers  ont  été  insérés  dans  le  volume  de  1778  des 
Nniirraii.r  Mrmiiircs  de  V Acadéiuie  de  Jieriin,  le  troisième  dans  le  volume  de  1783.  Nous 
avons  ]ienst''  iju'il  convenait  d(î  ne  pas  seinder  res  Reclierclies.  et  nous  avons  réuni  le  troisième 
.Mémoire  a\i\  iii'ii\  premiers.  [Note  de  l'Éditeur.) 


'»'»()  DE  LA  liKTKUMIN  VTION  KKS  OKIilTES  DES  COMÈTES 
Il Vl;iiii  plus  aisé  que  de  le  ramener  à  deux  équations  algébriques  enlre 
deux  ineonnues.  ('ar  eliaque  observation  de  la  Comète  donne  immédia- 
tement la  position  de  la  droite  visucdie  cjui  joint  les  centres  de  la  Terre  et 
de  la  Comète:  de  sm  ir  (|u'en  prenant  les  distaneesde  la  Comète  à  la  Terre 
au  temps  des  deux  premières  observalioiis  pour  les  deux  ineonnues  du 
Problème,  on  peut  déterminer  algébri(|U(iiiiiii  les  lieux  de  la  Comète  par 
rapport  aux  lieux  du  Soleil  qu'on  suppose  connus  par  les  Tables.  Ayant 
ainsi  la  position  de  deux  points  de  l'orbite  de  la  Comète  pour  deux  in- 
stants donnés,  on  détermine  :  i"  la  position  du  plan  de  celte  orbite,  c'est- 
à-dire  le  lieu  du  nœud  et  l'inclinaison;  2"  les  distances  de  la  Comète  au 
Soleil,  ou  les  rayons  vecteurs  de  l'orbilc,  avec  l'angle  intercepté  entre  ces 
rayons;  d'ob.  par  les  propriétés  connues  ilii  mouvement  par;ilMdi(|uc.  on 
déduit  aisément  le  paramètre  dola  parabole,  la  position  de  son  grand  axe 
cl  l'instant  du  passage  de  la  Comète  par  son  sommet  ou  parle  péribélie; 
et  eiitiii  l'expressiiin  du  temps  écoulé  entre  les  deux  observations,  expres- 
sion (|ui,  étant  égalée  à  l'intervalle  (d)servé,  fournit  une  première  équa- 
tion algébri(|ue. 

On  trouve  ensuite  une  seconde  e(|uation,  par  le  inoven  de  la  troisième 
ol)servation,  en  comparant  le  lieu  observé  de  la  Comète  avec  celui  qu'on 
trouve  pour  le  même  instant  d'après  les  propriétés  du  mouvement  para- 
boli(|iie.  l-;t  l'on  voit  iiiéme  que  cette  com|)araison  doit  fournir  deux  é<|ua- 
li(Mis,  l'une  relative  à  la  longitude  de  la  Comète,  et  l'autre  à  sa  latitude; 
en  sorte  (|u'il  snOit.  pour  la  détermination  du  Problème.  (|ue  l'on  con- 
naisse seulement  la  longitude  oi^  la  latitude  géomelri(|ne  de  la  Comète 
au  temps  de  la  troisième  observatioji. 

Au  lieu  d'employer  pour  inconnues  les  deux  dislances  de  la  Comète  à 
la  l'erré  au  temps  de  deux  observations,  on  pourrait  prendre  d'autres 
quantiti's  (piidcoïKines,  pourvu  que  ces  (luanlilés  combinées  avec  les  don- 
nées déterminassent  entièrement  la  position  des  deux  lieux  de  la  Comète 
dans  son  orbite  autour  du  Soleil.  On  pourrait.  |iar  exemple.  |iren(lre  pour 
inconnues  les  deux  rayons  vecteurs  de  l'urliiie.  ou  les  deux  longitudes 
béliocentriques  de  la  Comète,  on.  etc.:  nliii  le  lieu  du  nœud  et  l'in- 
clinaison de  l'oi'bite  à  l'éclipli(|ue.  ic  (|ni  parait  au  |>remier  aspect  plus 
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.siiiijilc  cl  |)liis  iiiiliinl,  |iinM|iir  (  (■^  ili'U\  (Icrnii'ri's  (|ii;iiilitrs  soiil  iiidc- 
|irii(hitilcs  (les  lieux  de  hi  (idiiii'lc  ;iii\  temps  des  ohsfivnrKins;  iiKii>  il  est 
l'iiiilc  (le  se  (•(iiiviiiiicre  ([iic  ce  dciiiici'  choix  des  iiicuiiiiiK.'S  rendrait  le 
calcul  plus  liiii^  cl  |dus  cniii|irH|iic. 

Ayant  ainsi  iciliiil  le  l'nilplcnic  a  deux  équalinns  ai^éltricjues  entre 
deux  inconnues,  il  ne  s'a^il  |dii>  (joc  de  li'ailer  ces  écinations  par  les 
règles  connues  de  l'Algèbre  :  il  tandia  donc  idiinincr  d'aliord  une  des 
deux  inconnues  et  ensuite  résoudre  l'cwpialion  linaU;.  Mais  :  i"  les  deux 
équations,  aux(|uelles  (Ui  pai'vieni  par  l'analyse  pr'ccédente,  se  présentent 
sous  une  roi'Uie  tr'ès-couiprK|iU'c  cl  cudianassee  de  radicaux  (pi'il  l'audrait 
l'aire  disparaître  avant  (rentreprcndi'c  réliniinalioii;  2"  cette  élimination 
demanderait  des  calculs  tri-s-longs  et  ferait  monter  ré(|uatioii  tinale  à  un 
degré  si  élevé  ([u'il  serait  altsolinnent  impossible  i\'ci\  lirci'  aucun  parti. 

Tels  sont  les  obstacles  (|ui  rendent  la  méthode  directe  tout  ii  l'ait  im- 
praticable et  (|ui  ont  forcé  les  (jéoinélres  it  recourir  aux  méthodes  d'ap- 
proxiuiatiuu.  Mais  l'appi-oxiMiatioii  nii'inc  piésente  de  grandes  dillicultés; 
car,  pour  pouvoir  reni|tloyer  avec  succès,  il  faut  connaître  d'avance  les 
premières  valeurs  approchées  des  inconnues  dont  on  cherche  la  valeur 
exacte;  or  dans  le  l'r(d)li'me  des  (lomètes  rien  ne  peut  nous  l'aire  c(»ii- 
nallre  à  priori  ces  valeurs  approchées  dont  il  faut  partir;  ainsi  il  ne  l'este 
qu'il  tâcher  de  simpliticr  le  Pr(d)lènie  par  le  moyen  de  (pielque  suppo- 
sition convenable;  et  c(dle  (pii  se  presenle  le  pins  ualiindlement  est  de 
regarder  la  portion  de  l'orbite  décrite  dans  l'intervalle  des  ti'ois  observa- 
tions comme  rectiligne  et  parcourue  d'un  mouvement  unifornu'.  Cette 
hypothèse  doit  même  paraître  d'aiilaul  plus  [)lausible  (|u'(dlea  été  pen- 
dant longtemps  l'iivpothèse  favorite  des  Astronomes,  pour  le  mouvement 
des  Comètes,  avant  que  Newton  eût  démontré  (|ue  ces  astres  étaient  sou- 
mis aux  lois  générales  du  moii\cuieul  des  planl'lcs,  et  ijuc  leurs  orbites 
étaient  a  très-peu  près  parab(di(iues.  Le  grand  avantage  de  cette  hypo- 
thèse est  de  réduire  la  recherche  des  viais  lieux  de  la  Comète,  au  temps 
des  idjscrvaliiuis,  ;i  des  é(Juations  du  premier  degré;  si  l'on  n'emploie 
(|ue  des  obscrvati(Uis  de  la  longitude  il  en  faut  (|uatre,  ainsi  cpTon  le  voit 
dans  le  l'robli'me  L\'l  de  Y Arilhmdliqtte  universelle  ;  mais  en  lenani  aussi 
IV.  56 
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coiiiplc  (les  liililiiilcs,  trois  ()l)serv;itii>iis  sulli^ciil  (Mnir  l;i  Miliiiiiiii  ilii 
Problème;  il,  cr  (|ii'il  v  :i  de  siiij;iilit'r,  c'est  que  si  l'on  prend  pour  in- 
eonnues  le  liru  du  iioMid  cl  i'iiK  linaison  de  i'orltile,  on  lomlte  d;ins  une 
<''(iu;iliiin  tiiialc  du  ncmii'nic  de;;rc,  au  lieu  i|u'cn  [irciianl  [)(H\v  incon- 
nues deux  dislanees  de  la  Conii'le  il  la  Terre,  on  parvient  directcnieiit  ;» 
des  é(|uations  du  premier  dei;ré,  comnu!  on  le  voit  |)ar  la  solution  ([ue 
iM.  lîouguer  a  dounce  le  premier  de  ce  Problème  dans  les  mémoires  de 
r Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  i  ■j'i'i. 

Il  est  visible  (]ue  l'hypotlii'se  dont  il  s'ai^il  s'écartera  d'autant  plus  de 
la  vérit(''  ([ue  l'are  |)arcouru  par  la  (^oiui'lc  dans  riiilcrvalie  des  olisci'va- 
tions  sera  plus  gi'and;  mais  aussi,  par  la  raison  contraire,  elle  doit  s'en 
approcher  d'autant  plus  (juc  cet  arc  sera  moindre:  ainsi  eu  employant 
des  (d)scrvalions  peu  dislaules  enire  elles,  il  semble  (iii'on  pourrait  ihi 
moins  trouver  de  celte  manière  les  premières  valeurs  approcliées  des  in- 
connues du  Problî'uu".  Mais  malheureusement  ce  moyen  si  simple  d'ar- 
river à  ce  but  est  tritp  delectucux  p(Uir  (pi'ou  puisse  s'en  servir  sans 
s'exposera  de  tri'S-iiraudes  erreurs.  C'est  ce  (jue  (|U(d(jues  Géomètres  ont 
déjà  reuuu'qué  et  (jue  je  me  propose  de  prouver  rigoureusement  dans  le 
cours  de  ce  Mémoire. 

L'hypothèse  dont  nous  venons  de  parler  en  renferme  réellement  deux, 
l'une  (juc  la  poi'tion  de  l'orbite  de  la  Comète  soit  n'ctiligiie,  l'autre  cpi'cdle 
soit  parcourue  d'un  mouvement  uniforme;  voilà  pouripmi  cette  li\|)o- 
tlièse  .seule  suilit  pour  déterminer  tout  d'un  coup  les  deux  inconiuu's  du 
Problème.  Si  l'on  n'adoptait  qu'une  partie  de  cette  hypothèse,- on  ne 
pourrait  alors  dcicriniucr  (ju'une  seule  inconnue;  et  il  faudrait  chercher 
l'autre,  ou  pai'  la  résolution  directe  d'une  e(|uati(ui  fort  élevée,  ou  par 
plusieurs  fausses  positions. 

Dans  la  solution  que  Newton  |)ropose  ii  la  lin  de  son  petit  Traité  De 
systemale  mundi,  il  regarde  l'orbite  de  la  Comète  comme  rectiligne,  mais 
il  .suppose  (]ue  les  parties  décrites  dans  les  deux  intervalles  entre  les  trois 
observations  soient  parcourues  avec  les  vitesses  réelles  (jue  la  Comète  doit 
avoir  aux  temps  de  la  premier*'  et  de  la  seconde  observation:  vitesses  (|ui 
par  la  théorie  ilii  iiiouvciniiil  paraborK|Me  sont  en  raison  inverse  des  la- 
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ci  lies  (les  disliiiiccs  de  hi  (liimi'lc  ;iii  Soleil  iiiix  tciii|is  ilc  ces  (liiscivii  lions; 
Pl  il  fiiiploir  la  iiiélliodc  de  t'aussc  |iosilioii  |)oiir  dclciiiiiiiri-  une  des 
distaiicos  de  la  (iomèlc  ii  la  Terre. 

Mais  si  l'on  ('vile,  pai'  ce  iiio\cii,  iiiir  piiilie  de  ririeMidiliide  adaclice 
il  riiypotlii'se  du  iiiouvenieiil  rectiligiie  el  iiiiil'uniie,  il  v  rcsle  iiéaiiiiioiris 
encore  une  trop  {,Mande  sonrce  d'erreur  pour  (|u'on  pnisse  l'eniphtycr 
avec  sncci's.  (!'esi  ap;iareMiiMenl  ce  (|iii  a  engagé  Newton  ii  donner  nne 
autre  solnlion  du  l'r(ddèiiie  des  Comètes,  entièrement  indépendante  de 
riiypollii'se  dont  il  s'agit,  et  dans  laquelle  on  ani'ait  égai'd  en  même  temps 
à  la  coiirliurc  de  l'arc  pai'al)oii(|iie  el  ii  la  variation  du  ninuvement. 

Telle  eslc(dle  (pi'on  lit  ii  la  tin  dn  Iroisiènn'  Livre  des  Principes,  eldans 
laquelle  le  génie  invcnleui'  ne  hrille  pas  moins  (|ue  dans  le  reste  de  cet 
iulmirable  Ouvrage. 

Newton  y  donne  d'al)ord  un  moyen  de  couper  la  corde  qui  sous-tend 
l'arc  |)aral)(di(|ne  parcouru  entre  la  pi'emière  et  la  troisième  observation, 
de  manière  cpu'  les  parties  soient  à  très-peu  pri's  proportionnelles  aux 
aires  parcourues,  et  par  conséquent  aux  temps  employés  |tar  la  (iomète 
à  décrire  deux  portions  quelconques  de  cet  arc;  et  il  remarque  que  cette 
proportion  devient  rigoureusement  exacte,  lorsque  le  point  qui  sépare 
les  deux  pallies  de  l'arc  tombe  au  sommet  du  diami-lre  (|ui  partage  la 
coide  donnée  en  deux  également.  11  détermine  ensuite  la  vitesse  avec  la- 
(|uelle  la  même  coide  poiii^rait  être  parcourue  uniformément  dans  un 
temps  égal  ii  celui  i|ue  la  (]omète  emploie  à  décrire  l'arc;  entin  il  déter- 
mine la  liirce  acceleratiice  (jui  dans  le  même  t(!mps  ferait  décrire,  d'un 
mouvement  uniformément  accéléré,  une  ligne  égale  à  la  fli'che  du  même 
arc,  ('(miprise  entre  le  sommet  de  l'arc  et  la  corde.  Newton  n'emploie 
dans  ces  déterminations  d'auti'es  doiniées  (juc  la  distance  dn  sommet  de 
l'arc  au  foyer  de  la  paiabole,  et  la  longueur  de  la  corde,  ou  celle  de  la 
llèclie;  de  sorte  (|ue,  comme  par  les  propriétés  de  la  parabole  la  llèclie  est 
égale  au  carre  de  la  c(H(le  divisée  [lar  seize  fois  la  distance  du  sommcl 
de  l'arc  au  foyer,  et  (|ue  cette  distance  |)lus  la  llèclie  est  égale  a  la  demi- 
somnu-  des  dislaïu'es  des  extrémités  du  nuMue  arc  an  foyer,  on  |)eut  par 
le  moven  lie   ces  Tliéori'ines  déterminée  ininiedialemcnl   le  hin|is  ein- 
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plovr  il  (Irci'irc  l'iirc  [iai;iliiili(|iic,  |i;ir  l;i  ciudc  (|ni  siiiis-tcnd  cet  nrc,  el 
par  la  somme  des  rayons  vecteurs  (lui  lépomleiit  aux  deux  extrémités  de 
l'are.  C'est  ee  que  M.  Laml)ert  a  fait  de|(uis  dans  son  l)eau  Traité  De  or- 
bitis  Cometarurn,  oii  il  est  paivenu  ii  un  des  Tlieorè>mcs  les  pins  éléi;ants 
et  les  |)lus  utiles  (jui  aient  été  trouvés  ius(|u'i(i  sur  ee  sujet,  et  (|ui  a  en 
même  temps  l'avantage  de  s'apprupier  aussi  aux  orbites  eHipti(|ues. 

Pour  en  revenir  à  la  solution  de  Newton,  voici  comment  il  la  déduit 
des  principes  (|u'il  a  posés.  Il  elioisil  trois  observations  de  la  (lomèle, 
dont  les  intervalles  soient  peu  différents,  afin  (|u'au  temps  de  la  seconde 
observaliiin  la  (lomète  se  soit  trouvée  peu  éloignée  du  sommet  de  l'arc 
déeril  entre  la  première  et  la  troisième.  Il  mène,  dans  un  plan  ipi'il  re- 
gardt!  comme  celui  de  l'écliplicjue,  trois  droites  qui  soient  les  projec- 
tions des  ravons  visuels  tirés  de  la  Terre  a  la  Comète  dans  les  trois  obser- 
vations, et  dont  la  position  est  par  consé([uent  connue.  Il  prend  dans  la 
droite  (|ui  répond  à  la  seconde  observation  un  point  arbitraire  pour  la 
projection  du  lieu  de  la  Comète;  de  ce  point  il  coupe,  dans  la  droite  qui 
va  au  Soleil,  une  partie  égale  à  la  projection  de  la  flèche  qui  doit  sous- 
lendre  l'arc  parcouru  dans  l'intervalle  donné  entre  la  première  et  la  troi- 
sième observation;  et  par  l'extrémité  de  celte  partie  coupée  il  mène  une 
droite  dont  les  parties,  coupées  par  les  deux  lignes  qui  sont  les  projec- 
tions des  rayons  visuels  dans  la  première  et  dans  la  troisième  observation, 
soient  entre  elles  comme  les  intervalles  entre  ces  observations  et  la  se- 
conde. Il  est  visible  que  cette  droite  serait  la  projection  de  la  corde  qui 
sous-tend  le  véritable  arc  paraboTuiue  décrit  par  la  Comète  depuis  la  pre- 
mière jusqu'à  la  troisième  observation  :  i"  si  le  point  pris  arbitraire- 
ment pour  le  lieu  <le  la  Comète  dans  réclipti(|ue  au  temps  de  la  deuxième 
observation  était  le  véritable;  2"  si  la  Comi'te  au  temps  de  cette  observa- 
tion s'était  trouvée  précisément  au  sommet  de  l'arc;  3°  si  la  corde  qui 
sous-tend  cet  arc  était  coupée  par  le  rayon  vecteur  du  sommet  eu  deux 
parties  exactement  proi)ortionnelles  aux  temps  employés  à  décrire  les 
deux  parties  de  l'arc  qui  sont  de  part  et  d'autre  du  sommet.  Comme  ces 
deux  dernières  conditions  ont  lieu  à  peu  près,  Newton  se  sert  de  cette 
première  détermination  île  la  corde  |)our-  en  Iroiiver  une  [)lus  exacti",  au 
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iiioyi'ii  (lu  Tlicdii'iiic  (|iril  ;i  (Idtiiic  puiir  cimiiiT  l:i  cDiilr  diins  mu-  iiiisoii 
lrès-ii|)|)r()cli;iiik'  de  ccllr  des  k'iiips. 

(^(>iiM:iiss:iiil  ainsi  la  iDii^itciii' et  la  iidsilioii  de  la  cdi-dc  iiinjclcr,  il  en 
d(''duil.  au  iiinyrii  des  lalillidrs  ()l)S('rvt''('s.  Cfllcs  de  la  vrritalilc  ididc 
dans  rorltilc,  cl  il  tompair  cL'ltc  loii^Micur  avec  celle  (|iic  la  même  corde 
doit  avoir  pour  lépondre  au  temps  écoulé  entre  la  première  et  la  troi- 
sième observation.  Si  ces  deux  (|uantités  s'accordent,  c'est  une  niati|iif 
(|Ue  les  déterminations  précédeulcs  sont  exactes;  et  il  n'y  a  plus  (|u'a  dé- 
crire l'orbite  paral)orK|ne  |)ar  la  condition  (|u'elle  passe  par  les  deux 
extrémités  de  la  coidc;  ce  (|ui  est  un  l'ndiii'nie  deleriuinc  et  résoluble 
par  les  principes  (|ue  Newton  a  établis  dans  le  premier  Livre.  .Mais  comme 
il  est  prestiue  im|)()ssible  (|ue  cet  accord  ail  lieu  dans  la  premii're  opéra- 
tion, Newton  prescrit  de  réitérer  la  même  opération  en  prenani  deux 
différents  points  pour  le  lieu  de  la  Comète  dans  réclipfuiue  an  temps  de 
la  seconde  ob.servalion  ;  ensuite  il  coupe,  dans  les  cordes  projetées,  des 
parties  respectivement  égales  aux  erreurs  des  opérations,  et  taisant  pas- 
ser un  arc  de  cercle  par  les  points  correspondants,  il  prend  l'inter-section 
de  cet  arc  de  cercle  avec  la  droite  qui  est  la  projection  du  rayon  visuel 
dans  la  première  ou  dans  la  troisième  observation,  pour  le  viai  lieu  de  la 
Comète  dans  l'édiptique  au  temps  de  cette  observation.  De  cette  ma- 
nière Newton  détermine  les  lieux  île  la  Comète  dans  l'édiptique  au  temps 
de  la  première  et  de  la  dernière  observation,  et  de  là  il  déduit  ensuite 
|)ar  un  calcul  direct  tous  les  éléments  de  l'orbite. 

Ce  procédé  de  Newton  serait  sans  doule  plus  exact,  si  au  lien  d'un 
cercle  il  faisait  passer  une  ligne  paraboliipie  par  les  points  correspon- 
dants aux  erreurs  des  dill'érentes  opérations;  mais  il  faudrait  alors  avoir 
un  pins  grand  nombre  d'erreurs,  et  par  conséquent  multiplierdavantage 
les  opérations,  ce  ([ui  allongerait  considérablement  la  recbercbe  dont  il 
s'agit.  D'ailleurs  Newton  ne  regarde  encore  ces  résultats  (|ue  comme  des 
approximations,  et  il  enseigne  ensuite  ii  les  corriger  par  des  doubles  par- 
tics  pi'o|)ortionnellcs. 

Telle  est  en  substance  la  méthode  de  Newton,  que  la  plupart  de  ceux 
(|ni  ont  traité  le  Pndili'me  des  Comi-les  a|)rès  lui  ont  pa.ssée  sous  silence. 
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DU  Moiil  irLiarili'r  (|iic  ('luiniic  iiiir  iiicIIumIi'  l;i':i|iIii(|i|('  |ii'ii  <'X;i('tr  l'I  d'un 
usagi'  dilïic'ilt^.  l'ar  If  détail  oii  iiuus  venons  d'entier  sur  celte  uiéllHidc. 
il  est  l'ai'ile  de  juger  (|ue  les  dillieultés  (|u'elle  renferme  naissent  du  l'ond 
même  du  sujet,  et  qu'on  ne  saurait  employer  plus  de  sagacité  et  d'adresse 
pour  les  surmonter.  Le  l)ut  de  Newton  est  de  réduire  le  Problème  a  une 
seule  inconnue,  et  il  y  parvient  par  la  considération  de  la  corde  (|ni  sous- 
teud  l'arc  parcouru  entre  la  [iremii're  et  la  troisième  observation,  et  par 
le  moyen  (ju'il  donne  |)()ur  la  partager  en  deux  parties  ]iropoi'tionnelles 
aux  aires  paiaboli(nies  correspondantes.  Si  Newton  avait  voulu  se  con- 
tentei'  de  supposeï'  (|ue  le  rayon  vecteur  (jui  i('|ioii(l  à  la  seconde  obser- 
vation partage  la  corde  en  parties  proportionnelles  aux  intervalles  de 
temps  entre  cette  observation  et  les  deux  autres,  sa  solution  serait  de- 
venue beauciiup  pins  simple;  mais  il  a  peut-être  regardé  cette  supposi- 
tion comme  trop  peu  exacte,  et  il  ne  s'en  est  servi  que  pour  trouver  une 
première  approximation,  (pi'il  a  soin  de  corriger  aussitôt. 

Cependant,  connue  dans  toute  cette  Recbercbe  il  ne  s'agit  ii  propre- 
ment parler  que  de  trouver  des  valeurs  approcbées  qu'il  est  facile  de 
corriger  ensuite,  il  parait  ([u'on  peut  s'en  tenir  à  cette  ^supposition,  ipii 
revient  dans  le  fond  à  prendre,  ;i  la  place  des  vrais  .secteurs  pai'abobKpies 
décrits  entre  les  deux  premières  wl  les  deux  dernières  ob.servations.  les 
sec'teurs  triangulaires  formés  par  les  mêmes  rayons  vecteurs  et  par  les 
cordes  des  arcs  parcourus  entre  ces  observations;  car  il  est  aisé  de  voir 
(jue  ces  secteurs  sont  exactement  en  raison  des  parties  de  la  corde  qui 
sons-teud  l'arc  entier,  déciit  cnti'e  la  |uemiére  et  la  troisième  obser- 
vation. 

Celle  i'eniar(|ue  im|)ortante  est  dui'  à  iM.  I^amberl.  (|iii  eu  a  fait  le  phis 
lieureux  usage  dans- son  Traité  déjà  cité.  Mais,  avant  de  parler  de  cet 
Ouvrage,  je  dois  faire  mention  de  celui  que  M.  Euler  a  donné  en  1744  ■'^f'U'^ 
le  titre  de  Thi'orid  molus  iHanclarnm  el  Cometanim.  et  (|ui  parait  être  le 
premier  oii  le  l'ndilème  des  Comètes  ait  été  traité  analyti(|ueuu'nl. 

M.  lui  1er  suppose  d'abord  ([ue  l'are  parcouru  par  la  (-oinète  dans  l'in- 
tervalle des  observations  est  très-petit,  movennant  quoi  il  jn'ouve  l'acile- 
meiil.  par  la  llieorie  des  forces  centrales,  (|ue  dans  les  points  iiilerme- 
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(li;iiics  la  cocdc  de  l'aie  csl  ((iiiix'c  par  le  rayon  vcciciir  en  raison  do 
temps,  et  il  donne  nne  l'orninle  assez  simple,  mais  senlenieni  approiiiet.', 
pour  expiiniei-  la  lli'che  correspondante. 

D'apri'S  ees  principes  et  en  prenant  jHinr  incomnie  la  dislance  de  la 
(lonii'te  à  la  Terre  dans  la  seconde  ohservalion,  il  détermine  la  position 
et  la  lon;;nenr  de  la  corde  (|ni  sons-leiid  l'arc  parcouru  entre  la  première 
et  la  Iroisiènn'  (diservalioii  ;  pai'  (■iiiisc(|ii(nl  il  trouve  les  lieux  de  la  Co- 
mole  dans  son  orhile  aux  temps  de  ces  oltservations;  d'où  il  (iok  lui  en- 
suite Ions  les  éléments  de  l'orliite. 

Jus(|u'ici  la  solution  de  .M.  lùiler  est  analogue  ii  celle  de  Newton;  mais, 
pour  déterminer  la  valeur  de  l'inconnue,  iM.  Knier  demande  une;  (|ua- 
trième  observation,  et,  eu  comparant  le  lieu  donné  par  cette  oitservation 
avec  c(dui  (|ue  la  Coini'le  doit  avoir  dans  le  ménu'  instant  dans  l'orliite 
li'ouvée,  il  parvient  a  la  deterininatiou  doiil  il  s'a^:;il  par  la  uiclliode  oi'- 
diuaiie  de  fausse  position. 

(]c(le  manii're  de  trouver  la  valeur  de  l'inconiuie  es!  peut-être  plus 
exacte  »|ue  ctdie  de  .Newton,  surtout  si,  comme  .M.  KnIer  le  prescrit,  on 
choisit  une  observation  assez  distante  des  |)remières.  Mais  en  même  temps 
on  doit  avoiiei'  (|u'elle  es!  moins  directe,  puis(|u'on  y  cm|)loie  plus  de 
données  (|u'il  ne  Tant  |)our  la  solulioij  complète  du  Problème. 

L'hypothèse  de  la  proportionnalité  des  parties  de  la  corde  aii\  temps 
correspondants  est  aussi  la  base  de  la  solution  que  M.  Laniberl  a  (lumife 
du  Probli'nie  des  Comètes  dans  le  Traité  déjà  cité;  mais  deux  choses 
distinguent  surtout  celle  solution  :  l'une,  c'est  le  beau  Théori'uie  (|ue 
M.  Land)erly  donne  pour  exprimer  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc 
(|nelcoiHpie,  au  moyeu  de  la  corde  (jni  sous-tend  cet  arc  el  de  la  somme 
des  deux  rayons  vecteurs  qui  rep(Uident  aux  extrémités  du  nu'ine  arc. 
Théoiénic  <|ni,  par  sa  simplicité  el  par  sa  généralité,  doit  èlre  regardé 
comme  une  des  plus  ingénieuses  découvertes  (|ui  aient  elé  laites  dans  la 
Théorie  du  syslèinc  du  inonde;  l'autn;.  c'est  le  inoveii  (|iic  M.  I.aiiilieit  a 
imagine  poui'se  dispenser  de  tenir  compte  de  la  llèche  de  l'arc  parcouiu. 
en  considérant  la  projection  des  lieux  de  la  Terre  et  île  la  C.omi'le  sur  un 
plan  perpendiculaire  ;i  celui  dans  lequcd  la  Terre,  le  Soleil  el  hi  Ijunèle 
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Sf  tnnivciil  au  lriii|is  ik'  hi  sccoikIc  oliscrvalidii,  cl  (Hii  csl  (li'liTiiiiiic  |)ar 
les  deux  lignes  qui  vont  de  la  Terre  au  Soleil  et  à  la  Comète.  Car  il  est 
visible  que  la  [trojection  du  rayon  vecleilr  de  la  Comète  sur  le  |dan  dont 
il  s'agit  doit  se  coiirondre  avec  la  [nojcctioii  de  la  ligue  visuelle  menée 
de  la  Terre  à  la  (Comète  et  dont  la  position  est  connue  par  l'observation. 
D'ailleuis  il  est  clair  que  si  la  corde  est  coupée  par  le  rayon  vecteur 
i|iii  r('|ii)nd  il  la  seconde  observation  en  parties  proportionnelles  aux  in- 
tervalles de  temps,  la  projection  de  cette  corde  sur  un  plan  (]U(dcon(iiie 
doit  être  coupée  de  même  par  la  projection  du  rayon  vecteur.  Donc  la 
pidjfclidu  de  la  corde  sur  le  plan  dont  nous  venons  de  parler  sera  cou- 
pée en  parties  proportionmdies  aux  temps,  par  la  projection  de  la  ligne 
menée  de  la  Terre  à  la  Comi'te  dans  la  seconde  observation.  Il  s'ensuit  de 
la(|u'il  n'y  a  ([u'à  prendic  poui'  inconnue  la  ])artie  de  cetlt^  ligne  proje- 
tée qui  est  comprise  entre  le  lieu  de  la  Terre  et  le  point  d'intersection  de 
la  corde  projetée,  et  mener  par  ce  point  dans  le  plan  de  projection  une 
droite  telle,  qu'elle  soit  coupée  par  les  lignes  visuelles  menées  de  la  Terre 
à  la  Comète  dans  la  première  et  dans  la  troisième  observation,  et  projetées 
également  sur  le  même  plan,  de  manière  que  les  parties  soient  propor- 
li(uinelles  aux  temps  écoulés  entre  les  trois  observations.  Cette  droite 
sera  la  projection  de  la  corde,  dont. on  connaîtra  par  conséquent  la  posi- 
tion et  la  grandeur.  De  là  on  trouvera  les  valeurs  des  deux  rayons  vec- 
teors  qui  joignent  cette  corde,  et  enfin  le  temps  que  la  Comète  a  dû  em- 
ployer à  parcourir  l'arc  sous-tendu  par  la  même  corde.  Ce  temps  étant 
comparé  avec  l'intervalle  entre  la  première  et  la  troisième  observation 
doiiMcia  une  équation  qui  servira  à  détermiiiei'  l'inconnue. 

M.  Lambert  trouve  que,  lorsque  l'arc  paicouru  est  as.sez  petit,  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  ne  monte  qu'au  sixième  degré;  mais  nous  venons  plus 
bas  (|u'il  esl  impossible  d'abaisser  l'équation  finale  au-dessous  du  se|)- 
lième  degré,  quand  même  on  supposerait  les  intervalles  écoulés  entre 
les  trois  observations  infiniment  petits.  Ayant  examiné  d'où  peut  venii 
l'inexactitude  de  ce  résultat,  j'ai  reconnu  que  c'est  uniquement  parce  que 
M.  Lambert  prend  la  distance  du  point  du  milieu  de  la  corde  au  Soleil 
pour  la  deiiii-sduiMie  des  distances  des  extrémités  de  la  même  corde  au 
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Soll'il,  c'csl-a-iliii'  |Miiii  l:i  ilriiii-sdriiiiic  des  im\(mis  vccIciiis;  ce  (|iii  ii'i'sl 
|i;i>  li^diiiiiiMMHiil  cmhI.  Il  csi  \r:ii  (|iii'  rciTi'iir  ilnil  t-lrr  (riiiitmil 
liniindlr  i|llr  l:i  ciiidi'  ivsl  |iliis  |irlilc,  lie  >(illc  (|iril  scllllilc  (|ll'('lii'  (IcVIMll 
ili^liiiliillli'  ihilis  rilililiMlirlil  |iclil;  liKiis  (■(illlllic  relie  erreur  ;i  loii  jiilll'S 
une  |)ni|)urli(iii  liiiie  ;i\ce  les  ;iiilres  (|iiaiilites  (|iii  (levieiirieiil  aussi  irili- 
ninieiil  [leliles  el  d'oii  (le|ieii(l  la  soliilioli  du  Pr(d)l(Miie.  il  n'esl  pas  plus 
permis  de  la  iie;;li;^('r,  (pi'il  ne  le  sérail  de  ueglincr  les  eani's  des  dille- 
renees  premières  dans  les  e(|uali(>ns  dillérenlielles  du  second  ordre. 

Au  reste  M.  Lamlierl  ne  t'ai!  point  usai^c  de  cette  é(|uation  approchée, 
ni  mi'me  de  re(pialion  j;cnerale.  |i(iur  deli'rmiiier  l'inconnue.  Il  alian- 
(lonne  au  contraire  l'Analyse  ol  lui  substitue  une  construction  dans  la- 
(|U(dle,  au  moNcn  de  la  desciiption  d'une  coiii'he  (|iril  l'ait  passeï'  par  dil- 
l'erenl--  points  (Ici  ermi  nés  par  plusieui'sopi'ialionssucessives,  il  delermiiie 
los  vrai.s  lieux  de  la  (juni'te  el  les  (déments  de  son  orhitc;  ensuite  il  cor- 
v'i'^c  ces  valfui's  ap|)rochées  pai'  la  [uetliode  dillerenliidie  coninn'.  <Jn 
ti'ouve  celte  méthode  |dus  (létailléc  cl  ap|di(piee  en  même  temps  ii  dille- 
rents  exemples  dans  la  tioisii-me  Partie  des  /An//Y/^'c  :ufn  (ichidiirlic  dei 
Mdtitcrndtili.  rlc. 

Ce  (|ue  M.  I.andiert  n'a  point  tait  a  ete  entrepris  depuis,  avec  succès, 
par  M.  Tempelludr  dans  la  Pièce  (|ui  vient  de  partager  le  prix  de  l'Aca- 
(h'mie.  Kn  partant  du  même  princi|)e  de  la  propoitionnalite  des  parties 
(le  la  corde  aux  temps,  et  en  emplo\anl  le  Theori'ine  de  M.  I.andiert  |ioiir 
déterminer  le  temps  par  la  corde  et  par  la  somme  des  rayons  vecteurs. 
M.  Tempelhoir  pai'vient  à  une  é(|nation  tinale  (|iii  ne  conlient  (|ii'iine 
seule  inc(Minue  cl  (pi'il  résout  |)ar  la  méthode  ordinaiic  de  Causse  posi- 
tion, l'application  (|u'il  a  l'aile  d(  sa  s(durum  il  la  C.omi'le  de  lyt")  en 
prniiNc  la  linnle  el   l'ulilile. 

Les  (leciiuMMles  de  M.  I.amiieil.  (huil  nous  veiKUls  de  rendre  C(iin|)te. 
ne  sont  pas  les  seules  doni  la  Tlieoi-ie  des  ('.(Miii'les  lui  ail  (ddii;alion.  Ce 
Savant  a  diunie  depuis  dans  le  \olnnie  de  l'Aïademie  pour  l'année  i"i 
un  uioNcn  très-ingénieux  pour  liiiii\er  direclemenl  les  dislances  de  la 
Coniele  au  Soleil  dans  la  secoiule  idiservaliou,  en  consideiani  la  devia- 
lion  du  lien  apparent  de  la  Comele  dans  celle  oliservalimi.  pai-  lappiul 
IV.  5- 
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;ui  gr';iii(l  (l'iclc  lie  splù'ii'  i|iii  [nissL'rjiil  p;ir  les  deux  lieux  ii|i|i;irriils  de 
la  prcmièrt;  et  de  la  troisième  observiitimi.  M.  I.iiiniicrt  nMiKiii|in'  (|ur 
cette  déviation  est  rcIVct  combiné  de  la  coiuliurc  de  l'arc  paicourii  par 
la  Terre  et  de  celle  de  l'arc  parcouru  par  la  Comète  dans  le  même  temps. 
Or  la  première  courbure  est  connue;  la  seconde  l'est  aussi  à  très-peu  près 
par  la  théorie  des  forces  centrales,  du  moins  tant  que  l'arc  est  suppose 
fort  petit  ;  ainsi  l'on  peut  former  une  é(|uation  ([ui  seivira  ii  déterminer 
le  vrai  lieu  de  la  (^omi'te.  M.  Lambert  réduit  le  Problème  à  trouver  sur 
une  droite  donnéf?  de  position  un  point  tel,  (]ue  la  partie  déterminée  par 
ee  piiiiil  tasse  avec  le  cube  de  la  dislaiice  de  ce  même  point  il  un  autre 
point,  donné  hors  de  la  droite  dont  il  s'agit,  un  solide  donné;  et  il  est 
facile  de  se  convaincre,  en  réduisant  ce  Problème  au  calcul.  (|u'il  con- 
duit il  une  e(|uation  du  seplil'nie  degré;  ce  (|ui  contirmc  ce  (|iie  nous  avons 
déjà  avancé  plus  haut  touchant  la  limite  du  degré  de  l'éipiation  linale.  On 
trouve  un  exemple  de  cette  méthode  dans  les  Ephcnicridcs  de  1777. 

Tels  sont  les  principaux  pas  (pie  l'on  a  faits  jus(|u'ici  dans  la  solution 
du  Pr(d)lème  des  Comètes.  Comme  la  solution  directe  et  rigoureuse  est 
impossible,  du  moins  dans  l'état  d'imperfection  où  est  encore  la  Théorie 
des  é([uations,  le  seul  objet  (|u'on  puisse  se  proposer  est  de  résoudre  le 
Problème  pai'  approximation.  On  ne  nnuique  pas  de  méthodes  pour  cor- 
l'igei'  par  des  approximations  successives  les  premières  valeurs  trouvées. 
Ainsi  la  dilliculté  ne  consiste  (ju'ii  parvenir  ii  une  pieinière  ap|»roxima- 
tion,  cl  c'est  le  but  des  dilférentes  méthodes  dont  nous  venons  di;  rendre 
compte.  Mais  ces  méthodes.  quel(]ue  ingénieuses  qu'elles  soient,  me  pa- 
raissent laisser  encore  l)eaucou|)  ii  désirer,  ("ar  :  i"  ces  méthodes  ne  sont 
pas  assez  directes,  n'étant  pas  tirées  des  principes  de  la  question  envisa- 
gée d'une  manii're  générale  et  l'igoureu'se,  mais  plutôt  de  considéi'ations 
particulii'i'cs  et  de  suppositions  précaires;  2"  elles  sont  assez  conqdi(|uées 
«1  ne  peuvent  donner(]ue  des  résultats  incertains.  puis(|n'on  n'y  appiécie 
point  l'effet  des  erreurs  qui  doivent  naitre  dessup|)Ositions  sur  lesqmdles 
elles  sont  fondées,  i.a  seul(>  circonstance,  d'où  l'on  puisse  déduire  une 
première  aiqiroxinialion .  est  que  les  observations  soient  peu  distantes 
entre  elles;  il  laiii  dune  faire  voir  à  priori  et  par  la  nature  même  des 
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é(|U;iliiiiis  t'ollihilllciil;ilc>  (lu  l'rdipli'iiic,  ((iiiilliclll  crllc  s|||i|M)siti(ili  xillc 
pi'iil  snvii-  ;i  li(Mi\('i'  (les  valeurs  ii|i|ii(i(lii'fs  des  iiicdiiiiin's;  ciiMnlr  il 
Caul  l'iicoi'c  a^^i^lllM■  des  limilcs  ciilii-  lrsi|iii'|lo  un  suit  assiiri'  (|iir  iloi 
veut  touiller  les  véi'ilaliies  valeurs.  (>  n'esl  (|ii'eii  oliservaiit  ics  ((Hidi- 
liuiis  (|u'oii  peul  se  flatter  île  |iar\('nir  ii  une  soliitiuri  salislaisanle  du  Pro- 
liliiiie  des  (À)inètos;  et  e'esl  rulijel  (|iie  rAcademie  a\ail  eti  en  vue  en 
|)i'n|i()sanl  ce  i'rdlili'iiie  |hiiii  le  sujet  du  dernier  |iii\  de  .MaliiéMiali(|ues*. 
Ou(ii(|Ue  les  deux  l'ii'ces  ((lUriiiilli'es  et  ci  Iles  (|ui  (Mil  en  Taeeessit  aient 
l'i'liandu  lieaiie(iii|i  de  ii(inv(dles  liiiiiii'res  sui'  cette  (|uestiiiii  .  il  |iarail 
néanimiins  (|n'elle  ii'v  a  pas  été  envisagée  sous  le  point  de  vue  dont  je 
viens  de  parler,  et  (|n'on  peiil  à  eet  «'iianl  la  traiter  encore  eoninie  un 
sujet  entii'reiueiil  nouveau;  ce  sera  l'idijet  d'un  auli'c  Ménioii'c. 


DEUXIÈME  MÉMOIRE. 

Après  avoii'  donné  dans  le  Mémoire  précèdent  une  aiiaivse  su(  ciiicte 
des  difTérentes  inétiiodes  (jui  ont  <'té  pro|)osées  jns(|u'ici  [loui"  la  solution 
du  Prolili'ine  de  la  déteriiiinalion  des  orliiles  des  (".oniètes  d'apri-s  trois 
oliservali(Uis,  et  t'ait  voir  ce  (|ne  ces  ruetliodes  laissent  encore  ii  désirer, 
je  me  propos*'  dans  celui-ci  de  rendre  e(iiii|)te  des  tentatives  <|ue  j"ai  faites 
de  mon  coté  pour  parvenir  à  une  méthode  directe  et  analvti(|ne,  (|ui 
du  nue  d'aliord,  et  sans  tàtonueiiient,  les  preuiières  valeurs  des  incdiiuues 
du  Prolili'ine,  et  par  hupielle  on  puisse  ensuite  c(irrii;-er  ces  valeurs  et  les 
rendre  aussi  exactes  ([u'iiu  voudra,  lue  t(dle  iiiétliode  est  peut-être  le 
seul  Iml  auijiiel  l'état  actuel  de  l' Aualvse  permette  d'atteindr-e.  dans  la 
sidulinii  du  |'r(dili'me  (|ui  l'ail  r(dijel  de  ces  reidiei'clies. 


I .  Je  rapjjorle  le  lieu  de  la  ('.(Uiii'te  dans  s(Ui  mlute  au  plan  de  l'eclip- 
ti(|ue  et  il  la  ligne  des  éipiinoxes,  par  le  nmveii  de  trois  ('0(ird(uiiiees  lec- 
tangles  x\  y,  :■,  i]ui  aient  leui- origine  dans  le  centre  du  S(diil:  .r  .sera 
l'aliscisse  prise  dans  la  ligne  de  re(|uinnxe  du  piintemps;   ^   sera  la  pre- 
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mii'fc  niilinilicc  liriiiclidirlllail  !■  il  ,r  (liilis  le  |il;ili  (le  l'(MTl|irM|lli'  l'I  ilirii^ri' 
vt'i's  riirii'iil:  ;  sci'a  l:i  scidiidr  ui-doiiiicc  |i('r|»('iiirnnl;iiir  :iii  |ilaii  iiièilic 
(le  l'écli|)ti(|iH' ,  cl  ilu  loli'  ihi  |>ùl('  lyorral.  On  iircinlia  (  es  diliciciitcs 
lignes  ii(''£;iilivcs  !ois(|ii'(dl('s  aiinml  des  diicilinns  ((uili  aires  ii  crlli-s  di 
riivpiitlii'sc. 

Il  csl  \isildc  (|iir  la  dislaiicc  de  la  ( '.oiiii'li'  au  Sidcil  ou  le  ia\(iri  M'cicur 
t\r  XIII  iiiliilc,  (|U('  je  dcsiiiiicrai  |»ai  /■.  sria  cxiiiimc  par 

\/x-  +  y'  -h  z^. 

Soiciil  de  [dus  X,  Y  l'aliscissc  ri  l'iirdiiiini'c  du  lieu  dr  la  Trirr  dans 
l'ci  !i|irn|ii('  raji|)iirlfcs  aux  niriiu's  axrs  (juc  les  .<■  (■!>■;  un  aura  de  niônii' 

V  \M  Y' 

pour  la  dislance  de  la  Terre  au  Soleil,  un  punr  le  rayun  \cilrnr  de  l'or- 
hilc  de  la  Terre  que  je  désii^nci-ii  par  K. 

Ivntin  sdieni  |,  /;,  ^  les  Irois  coordciiiMées  reclangles  du  lien  apparenl 
(le  la  Comète  relalivenienl  au  cenire  de  la  Terre,  H  l'abscisse  piise  depuis 
le  cenire  de  la  Terre  dans  une  droite  parallide  à  ccdle  des  é(|uinoxes, 
Y,  rordoiuiee  |)erpendiculair('  ii  t  dans  le  pian  de  I'i'm  liprhjiie.  el  'Ç  l'or- 
ddiiiii'e  pei'pendiculaire  ii  l'eidiptique;  on  aura  pareilieiiienl 

v^'V^  +  ç^ 

pour  la  distance  de  la  Comète  à  la  Terre,  ipie  je  désii;nerai  par  '>. 
Et  il  est  facile  de  concevoir  qu'on  aura 

.r  =  X  +  H,     }'  =\  -h  r,,     z    -  11. 

Soit  maintenanl  A  la  lon^ilude  de  la  Terre  an  même  iiislaiil.  y  la  hin- 
gilnde  i^éocenlriqiie  de  la  Comide,  el  fj  sa  lalilnde  i;('ocenlriipie  ipie  nous 
su[)poserons  boréale;  l'angle  A  sera  connu  par  la  Tliem  ie  du  Soleil,  et  les 
angles  x  et  (i  le  seront  par  l'observation. 

Il  es!  visible  (pi'oii  aura 

X^IicosA,     Y=l{siiiA; 
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l'iisnili'  on  ;iiir;i 

4  =- p  cos  a  cos  |3,     y)  ~  p.sin«cos(3,     Ç^psiii,j. 

Os  formules  sont  si  ((iiitiiits  (juc  je  ne  crdis  |);is  devoif  ni':iirc|ci'  ii  les 
tlémoiilrt'i'. 

2.  Faisant  donc  fcs  sul)slitiitions,  on  anra 

x=---  R  cos  A  -I-  p  cos  a  cos  [3, 
X~-  Rsin  A  -T-  psiiia  cos^, 
z  =  psinjj, 

d'où  l'on  voit  que  les  trois  coordonnées  x,  y,  z  ne  dépendenl  (|uc  d'une 
seule  inconnue  s,  qui  est  la  distance  de  la  Con)ète  ii  la  Terre.  C'est  ii  (|uoi 
s(!  réduisent  les  données  (|ue  clia(|ue  (diservalion  |iciit  roninir.  Le  reste 
des  doiniées  néce.ssaiies  pour  la  solution  du  l'i'oMénie  dépend  de  la  lii^ure 
parabolique  de  l'orbite  de  la  Comète  et  de  l'intervalle  de  temps  écoule 
nilic  les  observations. 

3.  Pour'  mettre  dans  nos  calculs  le  plus  d'oidre  et  de  clarté  (|u'il  est 
possible,  nous  désignerons  toujours  les  mêmes  quantités  par  les  mêmes 
lettres  dans  cIkhiuc  observation;  mais  nous  marcpierons  celles  (|ui  se 
ra|)  porte  ut  a  la  picmiére  observation  par  un  trait,  celles  (j  ni  se  rapportent 
à  la  seconde  |)ar  deux  traits,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière  x',y',  z' 
seront  les  coordoniu'-es  rectangles  du  lieu  de  la  Comète  dans  la  première 
observation,  r/  sa  distance  à  la  Terir,  a',  fi'  sa  longitude  et  sa  lalilude 
géocentriques,  etc. 

4.  Cela  posé,  avant  de  l'aire  entrer  dans  le  calcul  la  considération  de 
la  parabole,  nous  comnuMicerons  par  ne  considérer  que  la  condition  (|ui 
exige  (pie  t(Uis  les  lieux  de  la  (Comète  soient  dans  uu  même  |dan  passant 
p;W'  le  Soleil.  La  manii're  la  plus  simple  et  la  plus  directe  d'exprinu'r  cette 
condition  analytiipu'uient  est  de  considérer  l'écpuition  générale  d'un  plan 
passant  par  l'origine  des  co(U'd(MUiées,  (ju'oii  sait  être  de  cette  l'oiine 

z  =  By-  Cx, 
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et  dans  laqinllf  |{  cl  C  sdiil  ilciix  c-ouslaiites  dépendantes  uniquenienl  de 
la  position  du  plan;  en  sorte  que  si  l'on  nomme  /  l'inclinaison  du  plan 
dont  il  s'agit  avec  le  plan  des  a;  et  j,  c'est-à-dire  rincliiiiiison  de  l'orbite 
de  la  Comète,  et  h  l'angle  que  l'intersection  de  ces  deux  |)l;uis  fait  avec 
l'axe  des  x,  c'esl-a-dire  la  longitude  des  nœuds,  on  a 

H       tanp/rcis/f,     ('.       lanf^ïsiii//. 

Suli>liliiaiit  donc  dans  celte  e(jualion  les  valeurs  de  x,y,  z  du  n"  2, 
on  aura 

p  sinfj  =  BR  sin  A  ^  Bo  siiia  cos|5  —  CR  cosA  —  Cp  cosa  cos^, 

d'où  Ton  tire  sui'-le-champ 

_  BRsinA -CRcosA 

^      sin  (3—  B  sin  a  ces ^-1-  C  cosacos(3' 

et,  suhstiUiaiit  celle  valeur  de  ^j  dans  les  mêmes  expressions  de  x,  j-,  ;, 

on  aura 

cosA  sin(3  —  Bsin(a  —  A)  cosj3 

~     sin(3  —  Bsin«cos(3 -)- Ccosa  cos(3' 

^    sin  A  sin  |3  —  Csin(a  —  A;  cos;5 

'  sinp  —  Bsina  cos[3  +  Ccosst  cos(3 

B  sin  A  sin  S  —  C  CCS  A  sin  S 

2  rzi:  K • 

sin  (3  —  Bsina  ces (3  -h  Ccosa  cosp 

Si  donc  l'on  a  trois  observations  d'une  (k)mète,  on  aura,  en  iiiaitjuanl 
seulemeni  toutes  les  lettres  d'un  trait  pour  la  première,  de  deux  pour  la 
seconde  et  de  trois  pour  la  troisième,  à  l'exception  des  quantités  B  et  C 
qui  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  observations  d'une  même  ("omète.  on 
aura,  dis-je,  les  valeurs  des  coordonnées  x' ,y' ,  z';  x",y",  z";  x'" , y'",  z"\ 
pour  les  trois  lieux  de  la  Comète  dans  son  orbite,  exprimées  jtar  des  (|nan- 
tités  toutes  connues  et  par  les  seules  inconnues  B,  C. 

Pour  déterminer  ces  inconnues,  il  faudra  employer  la  considération  î!u 
temps  écoulé  entre  les  observations;  or  si  l'on  nomme  6'  le  temps  écoulé 
entre  la  première  et  la  seconde  observalion,  ce  temps  étant  exprimé  par 
l'arc  (lu  uiouvemeni  moyen  du  Soleil  icduil  en  parties  du  rayon,  et  2',> 
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I'mii^Ii'  |i;ii'<'i)tn'(i  |i:it'  l;i  liniiiiii'  aiihiiir'  ilii  Soleil  il;iiis  le  iik'IIh;  t)-iii|)S.  dm 
.1  |iciiii'  i;i  |);ii;il)u|c'  lu  riiiiiiiili'  (voyez  plus  l);is  le  ii"  Ht) 

— =  9'  —  ( r'  -I-  /'"  -t-  \/r'r"  cosoi J  V'  -•-  '""  —  '■  ^r'r"  cosw . 

V'2 

Or  iiii  a 


/■'  —  )Jx''  --  j''  4-  z'- ,     r"  =  yjx'"'  4- y"'  ■ 
•I  l'un  ti'oiivc  fMciicmi'iil  (voyez  le  n"  24) 


x'x  -+-  y  Y   +  z  z 

COS  a  &)  :r^ '    /„ , 

r  r 


et  par'  (■(ms(''(niciU 

/r'r"  +  x'x"  +  y' y"  -f-  z'z" 

V  ^  ' 


\  r  r    COS  «.) 
à  cause  de 


s/ 


H-COS20) 


donc,  sulistiliiaiil  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  et  nietlant  en- 
suite à  la  place  de  x',y',  z';  x" ,  y",  z"  leurs  valeurs  en  H  et  (l,  nu  aura 
une  e(|nalion  dans  laquelle  il  n'entrera  que  ces  deux  inconnues. 

On  trouvera  une  pareille  é([ualion  en  considérant  le  temps  econle  entre 
la  seconde  observation  et  la  tr'oisii'uie;  et  l'on  pourra  eu  avoir  une  iroi- 
sii'Uieen  com|)arant  la  première  et  la  troisième  ohseivation  ;  mais  comme 
il  n'y  a  i\\\v  deux  inconnues  H  et  C,  deux  équations  sudisenf  pour  les  dé- 
terminer; et  c'est  à  cette  détermination  (|u'esl  niaiuteuanl  réduite  toute 
la  dillieulté  du  Proiili-me. 

Mais  pour  peu  (|n'on  cousidi're  la  forme  des  é(|iKitions  (pi'il  s'agit  île 
résoudre,  on  verra  aisément  (|ue  la  dillieulté  don!  nous  Nfruuis  de  parler 
est  absolument  insurmontable,  par  les  metbodes  connues;  car  (nuii(|ue 
ces  équations  soient  aliicbri(|iu's.  elle  sont  neannM)ins  si  compli(|uées  que 
si  l'on  \onlail  piendrc  la  peine  de  les  réduire  ;i  uru'  l'orme  r-alionnelle.  e| 
ensuite  d'eliminei'  une  des  deux  inconnues,  on  parvieudiait.  après  des 
calculs  immenses,  à  une  équation  finale  d'un  degré  tri's-elevé,  dont  on 
ne  poiii'iail  lirei-  aucun  [larti. 
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Ci'tic  iiKinilTc  (loue  irenvisai^cr  le  Prulilt'iiic  des  Coinètos,  (|iiui(iii'i'lli' 
paraisse  la  plus  directe  et  la  plus  siuiple,  est  néanmoins  celle  (|ui  proniel 
le  moins  de  succès;  et  cela,  non-seulement  a  l'égard  de  la  soliilion  ri- 
goureuse, mais  aussi  à  l'égard  d'une  solution  seulemeni  appiddiée, 
puis(|ue  rien  ne  saurait  faire  connaître  d'avance  les  valeurs  approchées 
do  l'inclinaison  et  du  lieu  du  nœud  de  la  Comète,  qui  sont  les  deux  in- 
connues (jui  (Milrcnl  dans  les  éipiations  :t  résoudre. 

Si  pour  i)arvenir  a  ces  valeurs  on  voulait  faire  usage  de  l'hypotlii'se  du 
mouvement  rectiligne  et  uniforme  dans  rintervalle  des  trois  observations, 
ainsi  (|u'eu  ont  use  plusieurs  Auteurs,  alors  il  n'y  aurait  (|u'à  considérer 
(pie  dans  cet  le  liypiillièse  les  dillérences  des  coordonnées 


seraient  aux  dilTérences 

x'"  —  x" ,     y'"  —  y'',     z"'  —  z" 

dans  une  même  raison,  (jui  est  celle  de  l'intervalle  écoulé  entre  les  deux 
premières  observations  à  l'intervalle  écoulé  entre  les  deux  dernières.  De 
sorte  (pi'en  nonuuatit  a  celte  raison  qui  est  connue  |)ar  les  observations. 

on  aura 

x"  —  .r'  =  fi  (  x'"  —  x"  ], 

et  par  couse(jueul 

x'  —  (  I  -(-  f/.  )  a;"  -H  tj.  x'"  =  o  ; 

et  de  meMie 


H  n'v  aura  donc  (|u'à  substituer  dans  deux  de  ces  e(iuations  (  la  troisième 
étant  déjà  un<'  suite  des  deux  autres,  à  cause  que  nous  avons  précédem- 
ment fait  entrer  dans  le  calcul  la  considération  de  l'orbite  plane;  les  va- 
leurs trouvées  ci-dessus  de  a',  j' et  l'ou  aura  deux  e(i nations  i'atii>n- 

nelles  en  B  et  C.  (|ui  étant  délivrées  des  (raclions  monteront  chacune  au 
li-oisième  degré;  en  sorte  <|ue  l'équation  finale  montera  généralemeni 
parlant  au  neuvième. 
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Il  l'sl  |)(i.ssil)lc  (|iir  {•(■Ile  i'i|ii;illiiii  liiiiili'  s'iiliiiissc  (rcllc-iiiciiic  ;i  un  dc- 
i;if  iiiiiiii(lic.  cl  iiiciiic  cchi  |);ii';iil  iii'ccssiiiic,  |iiiis(jii'uii  sait  d'aillfiirs 
i|iic  Ir  l'nililiiiif  n'est  (|iii'  (In  |)iciiiifi-  (lci;ic;  ce  ([n'oii  peut  aussi  di'iiioii- 
licr  par  nos  i'oiiinilt's,  en  |)i('iiaiil  pimi"  inconnues  les  distances  p',  p",  p'" 
dr  la  Conii'le  à  la  IViic  aux  temps  des  trois  observations. 

Kn  ellel,  si  dans  les  trois  équations  ci-dessus  on  substitue  pour  a:',  v',... 
les  iireinii'res  valeurs  du  n"2,  (|ui  sont  indépendantes  île  la  consiilération 
du  plan  de  l'oi'bile,  on  aura  li'ois  é(|uali(Uis  linéair'cs  entre  les  trois  in- 
(•(UHiues  is',  p",  p'",  par  les(|nelles  on  [)ourra  deleruiiner  ees  incorniues;  de 
la  on  aina  les  valeurs  de  x' ,  v' ,  z' ;  x" , y" ,  z" ,  et  les  deux  équations 

z'  =  B)'  —  {Ix' ,     z"  -:  Wy"  —  Cx" 

donneroni  ensuite,  si  l'iui  veul.  les  valeurs  de  It  el  de  V,  (pii  élaienl   le.s 
iuconinU'S  (  lierchées  d'abord. 

.Mais  nous  verrons  plus  bas  (|ue  l'bvpotbi'se  sur  bupielle  est  l'ondée  celle 
soliiruni  n'est  point  admissible,  même  en  supposant  les  intervalles  entre 
les  (d)servatious  infiniiiieiil  petits:  de  sorte  qu'on  ne  peut  pas  même  em- 
ployer cette  sipluliiiii  pour  avoir  les  premières  valeurs  appi'ocliées  des  in- 
connues. 

5.  Puis(|ue  la  manière  pi-ecedente  de  Irailer  le  l'robli'ine  des  (jjmèles, 
en  y  prenant  pour  inconnue  la  position  du  plan  de  l'orbite,  n'est  point 
pi'opre  il  fournir  une  siilulion  approcliée;  (|ue,  même  dans  le  cas  le  plus 
simple,  elle  eoniluil  il  des  e(|iialinns  beaucoup  plus  coiii|ili(|uees  qu'il  ne 
laiil,  il  -'ensuit  ipi'il  est  nécessaire  de  s"\  prendre  aulr'enienl  pour  ré- 
duire le  Problème  en  é(|ualions;  el  comiiie  la  condilion,  (|ue  les  trois 
lieux  de  la  Comi'te  soieni  dans  nu  même  plan  avec  le  Soleil,  est  la  plus 
simple  di'  toutes  cidles  (|ue  la  (|ueslion  renferme,  il  parail  naturel  de 
commencer  par  y  satisfaire;  mais  il  faudra  emplover  pour  c(da  d'autres 
moyens  que  ceux  dont  on  a  fait  nsai^c  plus  liant. 

.le  coiisidi'ie  donc  ipie  si  l'on  désigne  par  /  el  a  l'abscisse  et  l'ordonnée 
(le  l'orbite  île  la  Coiiiele,  prises  dans  le  plan  de  celle  orbite  cl  a\anl  leur 
origine  au   ceuire  du  Suleil,  el  (|u'on  cbercbc  ii  eu  déduire  les  coordoii- 

IV.  hS 
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nées  x,y,  z  doiil  l'origine  est  parcillciiu'iit  ;m  cciilrc'  du  Sdiril.  on  irmi- 
vora  (les  cxincssiuns  de  ('cttc  forme 

.(        <il -h  lia,     y      cl  ~  eu,     z     -fl  -^  }^ii. 

les  ((M'Iliciriils  rt,  b,  c,  i\  f,  "•  élaul  coiislanls  et  ne  dcpeiulaiil  (jiie  de  la 
position  (In  plan  de  l'orbile  par  rappoi'l  au  plan  des  a:  et  j,  et  de  la  posi- 
lion  de  l'axe  des  abscisses  t  par  l'apport  à  l'axe  des  ahseisscvs  x. 

Nons  lions  dispenserons  iei  de  donner  la  déiiionslration  de  ces  for- 
iniiles,  (|ni  doit  élre  très-facile  jiour  (jnieoiujue  est  tant  soit  peu  versé 
dans  l'Analyse  des  courbes;  nous  nous  contenterons  senleinent  de  re- 
marquer (|iie  comme,  par  rbvpotlièse.  la  distance  de  la  Conièle  au  Soleil 
duil  être  exprimée  par  yV^-l-  u- ,  il  faudra  (jiie  l'on  ait 

par  conse(|uent 

a/  -+-  bu  y  -H  (c/  -4-  euY  -+-  'ft  ■+-  guY  =(■-¥-  u-, 

é(|uation  (piidoil  être  identi(|ne,  et  d'où  l'on  tire  par  conséquent  ces  trois 
déterminations 

«:+ c=-4-/' =  I,     b' -h  e^ -h  g'- =  i ,     ab  +  ce  +  fg^o. 

Il  ne  restera  donc  plus  parmi  les  six  constantes  a,  h,  c,  e,f,  g,  (|iie 
trois  indéterminées;  ce  seront  celles  qui  dépendent  de  la  position  de  la 
ligne  des  nœuds  de  l'orbite,  de  son  inclinaison  et  de  l'angle  de  l'axe  des  / 
avec  la  iii;iie  des  nœuds;  mais  il  nous  sullira,  pour  le  présent,  de  consi- 
dérer les  formules  précédentes  sous  la  forme  où  elles  se  présenleiil. 

().  On  aura  doue,  dans  clia(|ue  observation,  trois  é(|uations  analogues 
à  celles  ([u'on  vient  de  donner,  les  coefficients  a,  b,c,...  étant  partout 
les  mêmes. 

Ainsi,  |iour  trois  observalimis  ditléreiites,  on  aura  d'abord  ces  trois 

eciuations 

x'  =^al'  -h  bu',     x"  ~  at"  -\-  bu",     x'"  =  - a  f"  +  b  u'" , 

d'où  l'on  peut  eliiiiiiier  a  et  b. 
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Ollf  cliiimiiilioii  liiilc,  cl  !(-<  Irriiics  ctaiil  (udoniics  |i;ir  iiipiioil  ii  x', 

ce",  jc'",  on  Jiiiiii  ['((IIKiIkiii 

(  l'"u"  —  fu'"  ,x'  —  !  l'"n'  —  t'u'"  'X" -y-  (  l"u'  —  t'u"  )x"'=  o. 
(ht  ;uir;i  t\v  inriiif  ces  Icois  ;iiilfc^  ('■<|ii;irHiiis 

y'^^ct'  +  eu',     }•"  ^    et" -^  eu'' ,     y'" —- c l'" -i- e u'" , 
i\'(H\,  ('litniiKiiil  r  cl  c.  on  iiiir'ii 

[t"'u"  —  t"u"'  ]y'  —    t"'(i'  —  t'u'"  ■y"  -+-    t"u'  —  t'u"  ')■■'":=  o; 
cnrin  (111  iiiiia  aussi 

d'iMi  l'on  lii'ci'a  |iarcillcjiiciil 

[t'"u''  —   /"«  '     s'—      l"'u' —  t'u'"    Z"  -i-     l"u'  ~    t'u"     z"   -     O. 

7.  Donc,  si  l'on  t'ail.  pour' al)fcj;cr, 

t"u' —  /'«"— L,     t"'u'~  t'ii'"=M,     /"«"— ^"m"'=  N, 

(111  aura  ces  trois  c{|nalioiis  scmlilalilcs 

Nx'  — Mx"-f  La-'"— o,     N)-'—  M_)-"-(-  !.)•"':=- o,     Nz' —  Mz"-^-  l.z'":^o. 

Qu'on  substitue  dans  ces  équations  les  valeurs  de  x\  y',  z'  en  o' ,  celles 
de  .r",  y",  z"  en  fj",  et  enfin  celles  de  x'",  y'",  z'"  en  o'".  données  par  les 
t'oiiaulcs  du  n"  2,  en  uiaiwpianl  successiveuicnl  Imites  les  Icliio  (riiii 
trait,  ou  de  deux,  on  de  trois,  |)our  les  rapporter  a  la  prciniérc  oliserva- 
tion,  :»  la  st'condc,  (mi  ii  la  troisième:  on  ani'a.  connue  l'on  voit,  n-ois 
<'(|iialion>  linéaires  en  p',  p",  p",  par  lcs(piellcs  on  pourra  dclcrniiiier  ces 
trois  (|iianliles.  De  sorte  (|iie  le  Prohiéuie  serait  resoin  si  r(ui  coiinaissail 
les  valeurs  des  trois  quantités  L,  .M,N,  ou  seulement  leurs  lapjKuls,  puis- 
(lu'en  ilivi>anl  les  trois  e(|ualioMs  |)ar  !,,  il   ne  s'\  Ironvera  ipie  les  deux 

.    M     N 

ijuanlites  y  '  r  ■ 

58. 


'»()()    i»K  i.\  ni;  I  r.KMiN  \  I  ION  des  ohiutes  I)i:s  comèiks 

s.     Kri  rllrl  iili  ;iiir;i,  |i;ir  1rs  Ml  listi  I  II  lu  lll^  ilnlil  il  s';ii;il,  ces  trois  cilini- 

iions 

N p'  cos a!  eos  (3' -—  M  c."  cos  a"  cos  j3" -t- 1. p"'  cos  a'"  cos  [3"' 

+  N  R'  cos  A  '—  M  R"  cos  A"  -i-  L  R'"  cos  A"'  =  o, 

Np'  sin  a'  cosjS'  —  Mp"  sin  st"  cos^"  +  Lp'"  sin  a'"  ros(3"' 

-f-  NR'sinA'-  MR'sinA' '+  LR'sinA"  -o, 

Np'sin|3'—  Mp"sinj3"+  Lp"'sin{3"'=  o. 

Qu'on  mulliplio  la  première  p;ir  sin  a   et  (|M'on  en  reirjinclic  l;i  sfcoiuli' 
Muillipliée  par  cosa",  on  aura 

Np'sinfa'"—  a'icosP'—  Mp"sin(«"'—  a")cos{3" 

-(-NR'sin''a"'—  AM  —  M  R"  sin 'a'"—  A"    -f-  LR"'sin(a"'—  A'"  i  =  o. 

Uii'on  nuiltiplir  cneore  la  piciniiTe  par  eosa    et  (|u'(in  y  ajoule  la  se- 
{•iiiiilc  iiinltipliée  pai'sinc<"',  on  aura 

N  p'  cos  :  «'"  —  a'  )  cos  J3'  —  M  p"  cos  { a'"  —  a"  cos  [3"  +  L  p'"  cos  (3'" 

-1-  NR'cos(a"'—  A')  —  MR"cos'a"'—  A")  +  LR"'cos{a"'—  A'")  =  o. 

Qu'on  iniillipliê  inainlenanl  celle-ci  parsinj'5    l'I  (p\'on  la  relraiiclif  de 
la  li-()isi('iiie  nuillipliée  par  cos/î",  on  aura 

N  p'  [sin  [3'  cos [3'" —  cos  a'" —  a'  ;  cos [3'  sin^'"] 

—  M  p"  [  sin  3"  cos  [3'"  —  cos  (  «'"  —  a" }  cos  (3"  sin  [3'"  ]  . 

—  NR'cos'a'"—  A'isin;3"'-i-MR"cos(a"'— A")sin[3"'—  LR"'cos(a"'—  A'"  sin(3"'=o. 

Qu'on  mnlliplii'  ciiliii  la  première  réduite,  trouvée  ci-dessiis.  par 
sin5'  cos ,3"  —  cos  se"'—  a"  :iC0sj3"sin(3"', 
el  i|u'on  en  rrlraiirlic  ri'(|iKilion  precedenic  iiiulliplice  par 

sin  «'"—  a"  )cos|3", 


i)'\i'i<i;s  riutis  oitsi.KN  M  IONS. 

III  aiii';i.  ii|ii'i's  les  iimIucIhiiis, 

N p'  [sin  '  3t"'  —  a!  )  cos(3"'  cos(3'  siii  (â"  -  sin  i  ai"  —  a."  ]  cos|3"' 0(js|3"s 

—  sin  (a"  —  en!  )  cos(3"cos(3'si 
-4-  NIV  [sin(a"'—  A')cos[5"'sinj3"  —  sin(«"—  A'  )ros(3"s 
—  MR"[sin(a"'—  A")cos(3"'sin(3"—  sin(a"—  A"  )cos(3"s 
-1-  LR"'[sin(a"'— A'")  coS|3"'sin(3"  —  situa"—  A"')cos(3"si 

O'in'i,  l'ii  raisMiil.  pour  nliri'gcr. 


'ilil 


nî3' 

nrj 

n(3"'] 

"ri 

n(3"'] 


un  tue 


p'  =  sinj3"  cos(3' 


y  r  -  sinta"  -  a'  )  cos(5'  cos[3"sin j3"' 
-+-  sin;a"'—  a")  cos(3"cosj3"'sinP' 
■4-  siii  a'  —  oi"  cos 5'" cos J3'  sin|3" 

,  N  R'  sin  (  a"'—  A'  )  —  M  R"  si  n  (  a'"—  A"  )  +  L  R'"  sin  (  «'"-  A" 


Nv 


„,,    .    .,„Ml  siii  a"— A'    —M  H    sin  a:  —A     -J- LR'  sin  a'"-  A 

—  ros3   sinp  — ^ -s, 

Ny 

On  trouvcia  de  iiirinc  les  valeurs  de  o"  et  tle  o"' ,  et  pour  cela  il   n'v 
allia  (|ii'ii  cliaii^er,  dans  l'expression  précédente,  d'abord  N  en       M  cl 
en    ;  et  ensuite  \  en  L  et     en   ',  et  vice  versa. 

Donc,  si  l'on  l'ail  de  plus 

r  —  N  R'  sin  a'  —  A  —  }>\  W"  sin  a'  —  A"  i  -(-  LR"  sin  x  —  A"  , 
r"=  iNR'sin(«"—  A')  —  \IR'  sin  a"  —  A"  -+-  LR'sin  a'  —  A  '  , 
r  '  =  N  R'  sin  (  a  "  -  A'  )  ^  M  R   sin  y.'"  -  A"  )  -+-  L  R"'  sin  y.'"  -  A  '  i . 


,       r*"  sin  P"  cos(3"'^  F'  sin  (3'"  cosjS" 
P  = " N^ ' 

„      F  sin  P"'  cosû'  —  F"  sin  S'  cosS'" 
—  My 

,„  _  F'  sin[3'  cos(3"  —  F  sinp"  cos^' 
°  ~  Ly 

Or  on  a,  en  5,'enéral  '  3j, 

;•'=;  x'  -I- J'  -H  3' =  R'  -t-  2pRcos,a  —  A  icos^  -4-  p=; 


Ml     Iti;    I.  \    liKTKinilN  \l  ION    llESOlUtlTES  DES  COMETES 

(loue,  iiiiii'tiuiiiil  siicci'ssivi'iuiMil  loiilcs  les  Itili'cs  d'un  liait,  de  deux,  de 

li'ois,  un  aiii'ii 

;•'•       IV  -+-  -'.p'  W  cos(«'  —  A')  cos^'  -t-  p'', 

;•"'—  R"'+  2p"|{"cos(a"  —  A")cos[3"  -+-p"', 

r""=z  l{""-h  2p"'R"'cos(a"'—  A'")  cos?>"' -h  p"'\ 

de  sf'i'ic  (|iic.  |iai'  la  siilisliliilloii  des  valciii's  précédentes  de  p' ,  p",  p'",  on 
aura  celles  de  r' .  r' .  r  .  c'esl-ii-dire  des  tr'ois  layons  vecteurs  de  l'orhite. 

'.*.  Su|)|tos(ius  (|ue  dans  l'intervalle  des  trois  observations  le  niouve- 
luenl  de  la  Oini'te  soit  recliligne  et  unifornie,  il  est  clair  (|ue  nommant  0' 
l'inlervalle  eulic  la  |)renii('re  et  la  seconde,  et  0"  l'inlervalle  cnlre  la  se- 
conde cl  la  Iniisiéun',  on  aura  ces  deux  proportions 

/'  —  /'  :  /'"  —  /'  —  6'  :  &",    II'  —  II'  :  u'"  —  u"  —  6'  :  6" ; 

d'oii  \'t>\]  tire 

„      i  6'  -I-  9"  1 1"  —  6"t'        ,„      [  6'  -+-  6"  ]  u"  —  e"  u' 

r= ^, >    «=- Q, 

Qu'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  M  et  de  N,  on  aura 

_  {e'-he"){t"u'  —  i'u")  _  L(6'-h  6") 

M-  Q,  -  g, 

_       6"(t'u''—  t"u']  _  Lô" 
N  -  Q,  -  -g-,- • 

Par  conse(|uenl  y  —  — J} —  ^t  T  ~  0^  "  M"''"tites  coninies  par  les  oi)- 
servalions.  Dans  cette  hypothèse  donc  le  Prohli'uie  ne  sera  (juc  du  pre- 
mier degré,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  M.  Hougner  a  trouvé  par  une 
antre  voie. 

10.  .Mais  voyons  ius(|u";i  (|uel  [loinl  I'Iin  pothese  dont  il  s'agit  peut  s'ac- 
ccMiler  avec  les  pi'incipes  connus  du  mouvenuMil  des  Comètes  anloiir  du 
Soleil,  (jininie  on  sait  (|ue  les  C.onii'tes  sont  attirées  vers  le  S(deil  en  rai- 
son inverse  du  carif  des  distances  et  (|u"en  vcrlu  de  c<'tte  atliaclion  (dies 


DVI'HKS    lUOlS   (tltSi:U\  VTIONS.  V(j:î 

(liTiivi'iil  (les  (irliilcs  il  livs-|i('ii  |iii's  |);it;il)iirK|Mcs,  il  est  chiir  ijnr  l'In- 
pollii'sc  (lu  iiKHiVfiiiciil  it'<lili^iic  cl  iinildiiiic  doit  s'rldif^nicr  (r;iiil;iiil 
plus  (le  lii  vi'i'ilc  (|ii('  l'îiif  (l(''nit  |(;if  l;i  ('.(iiiii'lc  s('i;i  plus  };i"iii(i;  ce  u'i-sl 
(Idiic  (|U('  (hins  les  iircs  tri's-pctils,  c'fsl-ii-dir'c  lorsque  les  iiilciv  ;illcs  7 
fl  y  seront  Irès-petils,  qu'on  [louiia  regnrder  lelle  liypollii-se  eouiine 
ii|>pr()elianle  de  la  vt'-rilé,  cl  le  mii.vinutrn  d'appioxitnalioii  devra  par 
eonse(|iu'iil  avoir  lieu  dans  l'inlininiriil  pclit.  ()!•  iKiniinaul.  en  i;éneral. 
le  leui|is  0 .  (Ml  aura  dans  rintinirneul  pelil 

el  de  même  en  désignant  par  /  et  ii  l'ahscisse  el  l'ordoiiiiee  ipii  réponde?!! 
à  la  première  observation,  on  aura 

/'  =  /,      i"=t-h(ll,      r  =  t  +  idt  -\- d-l, 
u'-'  II,      u"r^-  U'\-  du,      ii!"=-  u  4-  :>(/«  +  d"-H-, 


or  I  ('(piation 
se  l'eduit  à 
donc 
iiu  l)ieu 


(6'+  0")/"-  &'l' 


l"'—  t"  _  l"  —  l'  _ 


dt-^d-t        dt 

de  -+-  d'O  ^  de      "' 


dt 

d -r~  O, 


dB 

el  de  même  l'autre  équation  en  u  deviendra 

,du 

Mais  par  la  Tliéorie  des  forces  cciitralcs  on  a,  en  noniniani  1"  la  l'oicc  at- 
tractive du  S(deil  ii  la  distance  i .  les  deux  i'(piations 

,<lt         V/dO  ,du        VadO 

dO  r'  dO  ;•' 


Vii'i      l)K    I.  \    l)KTi:itMINM  KtN    DKS  OlUtlTKS    DKS  COMETKS 

r\  I  1  .     .  ,  (It  ,  (lu  II  ,  I 

Donc  les  deux  (|u;iiilit('S  d  ,7  et  d  ,,   iir  smil  icis  iiiilli's,  iiiiisi  (iii  dii  le 
'  (l'j  (l'j  '  ' 

sii|)|ioM'  dans  l'li\  pdlliosc  du  nKiiivcinciit  rcclilii;iif.  On  110  pmirrail  pas 

1  I  ^^tdO     .    V  11(10    ....    ■         .       ...     , 

dur  (iiic,  les  Iciincs   — .   -  et   — ,—   étant  intiiiiinciil  nclils  du  iilcinicf 
I  f.^  ,.3  I  I 

mille,  on  ne  ((ininicl,  en  les  négligeant,  qu'une  iMit-nr  intiiiinn'iil  pdilc  ; 

1  ar  il  est  visililc  (lue  les  (luantités  d -77:  et  d  -tt:  sont  aussi  intiniiiHiil  pi- 
'  '  dO  d9  ' 

liles  (lu  pieuiiei'  nrdic;  de  soile  que  ees  quantités  sont  du  n)èine  ordre  (|ue 

les  termes  en  ([ucstidn,  et  (int  par  eonséquent  avee  eux  un  rapport  fini. 

Hn  général,  on  sait  par  la  Théorie  du  Caleul  infinitésimal  (|ue  lors- 
qu'on ne  considère  que  deux  points  eonséeutils  et  infiniment  pi'oclies 
d'une  rourlie,  on  |)eut  icgarder  l'arc  intercepté  comme  une  ligne  di'oite, 
mais  (|uc  cela  n'est  plus  permis  lorsqu'on  veut  considérer  trois  points 
conseculii's;  car  la  position  de  ces  trois  points  détermine  alors  la  cour- 
hui'e  de  l'ai'c,  qu'on  ne  peut  regarder  cunnnc  nulle,  ii  moins  (|u'il  n'y  ait 
là  un  point  d'inflexion;  ce  (jui  n'a  point  lieu  dans  les  trajectoires  décrites 
par  d<'s  forces  centrales.  Voilà  la  vraie  raison  n)étaphysi(|ue  par  laquelle 
il  n'est  pas  permis  de  supposer  que  l'oi'hite  d'une  Comète  soit  recliligne, 
nn'uie  dans  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  dès  (|u'on  veut  em- 
ployer trois  observations,  c'est-à-dire  qu'on  veut  considérer  trois  points 
consccutils  de  la  même  orhile. 

M.  de  Laplace  m'a  mandé,  il  y  a  quel(|ue  temps,  qu'il  avait  fiit  une 
|)areille  icmarque  à  l'occasion  d'une  solution  du  Pi'ohliMue  des  Comètes 
présentée  ii  l'Académie  |)ar  l'Abbe  Boscovicli.  On  trouve  au  reste,  dans 
le  volume  des  Kphcmérides  de  1779,  nn  .Mémoii'e  de  M.  Lambert  qui 
contient  encore  d'autres  remarques  intéressantes  sur  riiy|)olhèse  reeti- 
ligne  et  sur  les  iin-lliodes  de  MM.  Cassini  cl  Bougucr. 

I  t .  pour  jeter  encore  un  plus  giaiid  jour  sur  ce  ([ue  niuis  veiKUis  de 
deuionli-cr,  cl  pour  l'aire  voir  en  meuie  leuq)s  de  quelle  maiiii'i'c  (Ui  doit 
ti'aiter  la  question,  sans  manquer  à  l'exactitude  nécessaire,  je  considère 
que  les  ajjscisses  /',  /' ,  l  \  ainsi  (|ue  les  ordonnées  correspondantes  «', 
II" .  Il  ,  j)euvenl  être  regardées,  en  général.  (  onniie  des  roncliiuis  du  temps 


hM'itiis  riidis  ()itsi:it\  m  l(l^s. 


V(i5 


iTOlllc  (lr|llHS  mil'  ('|iiM|ll('  iliiiiiici'.  l'I  i|il\iilisi  en  IHUntlKUll   S  Ir  lrlll|i^  lie 
l;i  Sfruiulc  ohscrvalioli,  cl  |tiii' i(iiis('(|iiriit  5    -  !/' cl  (/ -f- !/    les  lciii|is  ilc  l;i 
prciiiii'ic  cl  (le  la  Iroisiciiu',  les  <|iiiiiililés  /",  u"  devicndronl  /'.  «cl  /  ,  // 
cil  V  {liaiii^caiil  5  cil  'j  —  'j'  et  0  -)-  0" . 

<>r  iiii  sait  ([lie,  si  ->  csl  une  ronction  (|iiclr()iu|iic  de  0 ,  clic  dcviciil 


9- 


Inls(|iic  5  (leviclll   5     -  7 ,  cl 


lni>(|iic  >  devient   5  -f-  5". 
Dmic  iiii  aura 


t'  =  <"  — 


M    =  H     — 


dl"  ,„       f/'<"  0"= 

r  =/"-!-  -7^  6"  -1-  -7^ — 

,„       „      «/«"  .,,      rf'M"  0"- 


Mais  on  a   par  la  llicoric  des  l'urces  cciilralcs.   en   pieiianl   r/>    |Mini 
conslante. 


dH" 
d6-- 


F/"       rf'w"  _       F  m' 


Donc  les  cx()rcssions  |)n'ecilciilcs  dcvienilionl 
dl"  .,        F<"  „,. 


<'  =  /" 


rfô 


,        „      (/«"  Fa"  . 


2r  ' 


rfw"  .„       Fa" 


IV. 


59 


'»(i()     1)K    \.\    ItHlKUMINM  ION    HKS  (IIUUIKS   DKS  COMÈTES 

Il  fsl  ;iist'  (le  voir  (|iie,  dans  I'Iin  iiolhi'sc  ilii  moiivciiiciit  ri'(lili;,'iif  cl 
iinitoniic,  (II)  n«'  pi'ciid  (|ue  les  deux  prcmicis  Iciiiics  de  cliaciiiir  de  ces 
loiimilfs;  cil  eilV't  si  des  doux  éqiKitioiis 


cin  clinnnc  -77, ,   il  vient 
(l'j 


_  {Ô'+Q"]i"-B"t' 


,  ...  i-     •        du"    , 

cl  (le  liicinc  SI  I  (III  elmiine  -77-  des  c(|ii:ili(iiis 

//      du"  ,,,         ,„        „      du"  .„ 

un  a 

„,_  [Q' -\-Q")u"—Q"u' 

U        -  g,-         - 

loiimiles  ideiili<|ucs  avec  celles  (m'oii  a  Iioiinccs  dircciciiiciil  dans  l'Iiy- 
potlièse  dont  il  s'agit  (81. 

Il  est  donc  nécessaire  d'avoir  égard,  dans  les  valeurs  des  (|uanlilés 
précédentes,  aux  ternies  où  les  quantilés  0',  0"  montent  au  second  degré. 

Hn  sulislitnaiit  les  valeurs  ci-dessus  dans  les  toiiniilcs  du  n"  7.  on 
trouve 


u"(h"  —  l"du" 


\l^  -    ••    ,^ (  6'  -f-  Q"  ,  ( ,  -  !1 


(IQ 

u' 

■'fil' 

'  —  f 

•'du" 

de 

u' 

'(W-V 

"du" 

yo"\ 


^'-         dB 


VO'O" 

.,     esl  l'cU'et  de  la  ((MirlMirc  de  l'orhilc. 


(  )i\  (|uoi(|Uc  ce  ternie  (Icvicnnc  li('s-|ictit  ilu  scidiid  ordre  vis-ii-vis  de  1 , 
lorsque  0',  5"  sont  des  quantités  Irès-peliles  du  premier  ordre,  il  n'est  pas 
néanmoins  permis  de  le  négliger  dans  les  valeurs  des  quantités  V,  F",  F" 
des  expressions  de  p',  p",  0'"  du  11"  S. 


I) M'IiKS    imUS   (tl!Si:itN  V  I  IONS.  407 

l!ii  clli'l  si  l'dii  siilislihic  (hiiis  CCS  i|ii;iiititcs  les  Viilciiis  |)iccc(lciilcs  de 
L.  M,  .N,  et  (|ll'(ill  Sll|)|iosc,  cil  ;;cllci;il, 

ô—  OU'  siii;  X  —  \'  )  —  [0'  -h  0"  )  l{"  sin(«—  A")  +  ô'K"'sin(a  —  A'"  , 

(lirciisiiilc  (III  (Iciiiilc  |i;ir  o',  o",  o"  les  valeurs  de  o  cnriesiioiKhiiiles  ii 
c.  -—  y.  ,  </.  ,  y  ,  un  ;iiir;i 

_  u"<il  —  l'ilii"  I  ,,       F( 6'  +  6" )  0' 6" R" sin ( a'  —  A" ) "1 

*  -         To         1."  ^ -^> J' 

_  u"dt"  —  l"du"  I  .„       F(0'  +  6")  e'Ô"R"  sin(a"—  A"  iT 


mV<' -  /"r/«"  I  .„,      F( G'  +  ô"  )  !)' 0" R"  sin (  a'"—  A" ) 


Or  en  sii|)|ius:iiil  (|ue  les  m  ici  \;i  Iles  7  et  5"eiilre  les  (liiscrvii  lions  soie  ni 
tri's-potils  du  [n-eniier  ordre,  il  est  visible  (|iie  lit  (|n;inlilé  iO'^  5")5'5" 
devient  Irès-pelite  du  truisiimic  ordre;  par  e()iisé([uenl  on  pourra,  dans 
les  expressions  précédentes,  négliger  les  lernies  alleeles  de  (  itic  ([uan- 
tilc,  il  moins  (|ue  dans  la  inénie  supposition  les  (|iiaiitités  o',  o' ,  d"  ne 
deviennent  aussi  très-petites  du  même  ordre. 

12.  .le  eonsidère  donc  (|iic,  l'orliitc  de  la  l'ci'i'c  étant  à  très-peu  près 
circulaire  et  déei'ite  d'un  nioiivcmenl  nnilorme.  les  l'avons  R',  R",  R" 
peuvent  être  sans  erreur  sensible  supposés  égaux,  et  les  dillerenees  de 
longitude  du  Soleil  A"— A',  A"  — A"  supposées  proportionnelles  aux  in- 
tervalles de  temps  0' ,  5";  et  ces  suppositions  seront  d'autant  plus  exactes 
(|ne  ces  intervalles  seront  tri's-petits. 

On  aura  donc  ainsi 

W  ^  K  =.  R" 

et 

A  "  -  A  '  =  »(  9' .     A'"  —  k"  —  m  6"  ; 

par  conséquent 

A'  =  A"  —  m  6',     A'"  =  A"  -+-  m  6"; 

59. 
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tl  l:i  (|ii;iiilitf  o  (IfviciHli'a 

à  =  K"  [  9"  sin  (  X  —  \"  -+-  ni  ô'  i  —  ( 6'  -t-  6"   sin (  a  —  A"  )  -H  9'  sin  (  a  —  A"  —  m  0" .  J. 
.Miiis  5'  et  5"  cUiiil  lirs-|Miils,  un  a 

sima  —  A"  H-  wi9')  =  sin(a—  A")  +  mO'  cosia  —  A") sin  fa  —  A") 

m' 9"        ,  .„ 

Y. —  cos  (  a  -   A   )-*-... , 

b 

■-in   2  —  A"  -  /h9")  =  sin  (a  —  A")  --  m9"  cos!  a—  A") sin  (a  —  A") 

m' 6"' 

H ^ —  COS  (  a  —  A  J  +  . .  . . 

DoiK',  siil)sliliiiiiil  cl  ii('i;liL;('aiit  li's  i|iiaiililrs  des  ordres  supérieurs  ;iii 
Iriiisii'ine,  on  aura 

â= ^ sin  («  —  A  ), 

a 

(|iiatitité  qui  est,  comme  l'on  voit,  du  troisième  ordre. 

Donc,  faisant  successivement  o.  =  v.' ,  «",  a'"  pour  avoii'  les  valeuis  de 
o',  o",  ô"',  et  sul)slituant  ensuite  ces  valeui's  dans  les  expressions  de  1"  , 
r",  r    du  numéro  précédent,  on  aura 

r  = T7, ^ (  '» jr^  )  sm  a  —  A    , 

r"=  -  "  "'  7/  ""    '^^^^^^-^^^^^^  (  m^  -  —  )  sin  (a"-  A"  ), 


d9 

■> 

«' 

'dl' 

'  —  f 

■'du" 

[6' 

+  9") 

S'  9" 

K" 

de 

a 

II' 

'df 

'  —  t 

"du" 

iÔ' 

+  6" 

9'  5" 

W 

ni' yr.     sm  1  a  —  A     . 


de 

Subsliluanl  donc  ces  valeurs  ainsi  (pie  cidles  de  L,  .M,  i\  dans  les  ex- 
pressions de  o' .  o".  "y"  du  11°  8,  et  taisant,  pour  abréger. 

a'  =  sinj3"  cos(3"'sini  a"—  A" ;  —  sin[3"'cosP"  sin  a"—  A"), 
y."=  sin  [3"'  cos (3'  sin  ( a'  --  A"  )  —  sin  (3'  cos (3'"  sin  (  «'"—  A"  ), 
u"'=  sin(3'  cosP"  sin  a"—  A"  )  —  sin  ,3"  cos(3'  sin  (a'  —  A"), 


h   \|>|{ES    IROIS   (tliSi:ii\  M  IONS.  'iti!) 

p"r-  - 


Il  !■>!  \  ImIiIc  (|iir  ces  ('\|ni'ssi(ins  ne  saiii"iiciil  l'Iri'  iimIihIcs  {|iiv;iril;iji(', 
si  ce  n'est  cMi  négligeant  dans  le  ilriiniiiiiialfur  de  o'  le  terme  dn  second 

ordre  -—„-    vis-a-vis  de  i .  ce  i|in  diuineia 


'y 

(Jr  la  i|uaiilile  /•   es!  ddnnee  en  '/  par  la  rormiilc 

!•"-■  --  H"'  +  ?.p"  R"  oos  a"  —  \")  fos3"  -I-  o"-. 

Donc,  si  l'on  l'ail  celle  snlislilntion  dans  la  der'ni('i'r  r(|iialiiHi.  mi  aiiiM 
une  é(|natiiin  où  il  n'y  ania  d'inconnue  (|ue  c.  .  el  ({ni  servira  a  la  ilclci- 
miner. 

I  .'5.    Soit,  pour  alu'éii-er. 


,"=(,„-  ^•;,)/.; 


doue 

À  F  1        /  m-    -  r,"    /•  "'  ; 

prenant  les  cai-res  el  substituant  la  saleiU'  de  /""  en  o,  un  aura  re(|UalMUi 

ù"  -  >,;»'l=|  K"-+ 5,'/'K"ros(3!"-     A"  )  ros|3" -t- p'"  j^  — /•  F=       .>. 

Ia(|nelle  elaul  devidoppee  el  ordonm'-e  par  rapport  ;i  o    montera  au  liui- 
tii'ujc  de;;re. 
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Or  jf  i('iii;ir(|iii'  i|iii'  F  chiiil  la  force  alliaclivi'  du  Soleil  ;i  la  distanee  i , 


R"= 


sera  ractimi  ilii  Soleil  mit  la  T( 


il  la  (lislaiiee  \V  ;  si  donc  i>ii  re- 


i^arde  l'oi'liite  de  la  Tcire  coiiiiiie  circiilaiie,  il  laiidia  (|iie      ,-   suit  égale 

à  la  l'oirc  cciilr  iliii^e  de  la   l'eire;  mais  on  a  supposé  que  m  dénotait  la 
vitesse  angulaire  de  la  Terre;  donc  sa  vitesse  réelle  sera  mR",  et  la  force 

cenirituge    -rrj^-   -  m-K  ;  donc  jr^  =  m- R  ;  donc 


Mais  si  l'on  veut  tenir  compte  de  rexcenlricité  de  l'orbite  de  la  Terre, 
on  remarquera  que  pai-  les  Théorèmes  de  Newton  la  même  force  ai)So- 
lue  F,  (|ui  fait  mouvoir  la  Terre  dans  une  ellipse  dont  R"  est  le  rayon 
vecteur,  pourrait  lui  faire  décrire  en  même  temps  un  cercle  dont  le  rayon 
serait  égal  au  demi-axe  de  l'ellipse,  et  avec  une  vitesse  égale  à  celle  (|ue 
la  Terre  a  dans  l'ellipse  à  la  même  distance  du  S(deil,  c"esl-;i-dire  au 
sommet  du  petit  axe.  Nommant  donc  a  le  demi-axe  de  l'ellipse  ou  la  dis- 
tance moyenne  de  la  Terre,  et  g  sa  vitesse  angulaiic  moyenne,  on  aura 
également  F^^'^a';  or  g  étant  la  vitesse  angulaire  dans  le  cercle, 
ag  sera  la  vitesse  réelle,  laquelle  est  égale  à  la  vitesse  réelle  dans  l'el- 
lipse au  sommet  du  petit  axe;  donc  nommant  h  le  demi-petit  axe.  on 

aura  h"  pour  la  vitesse  circulatoiie  autour  du  fover.  et  ~-  pour  la  vitesse 

angulaire;  mais  |)ar  la  l(»i  des  aires  il  est  visible  ipie  les  vitesses  angu- 
laires sont  récipro(iueuienl  proportionmdles  aux  carrés  des  distances: 

donc  la  vitesse  anirulaiic  m  ii  la  distance  H"  sera  ii  la  vitesse  aniiiilaire  — 


à  la  dislance  f/,  comme  „-,r  esta  --;  donc 
K  n- 


abi 


Si  l'on  pri'ud.  poui'  plus  de  simplicité,  la  distance  moyenne  de  la  Tei're 
pour  l'unité,  et  (|u'on  exprime  les  temps  par-  le  niouvemeiit  moyeu  du 


I)  AI' K  lis  iitois  oi!Si;i;\vi  IONS. 

Sdli'il,  lin  iiiirii  ;ili)rs 

a  —  t,     g   ^r; 


V7I 


F  =  r ,      m  — 


i{"'' 


ir  rrxcfiilricilc  df  l'oili'ilf  du  Snlcil  clinil 


o,oiG8<  TT-, 
5o 


b> 


y  25oo  ^ 


(loue  l'ii  |)i<'ii;iiil  //      I .  omit'  coinnirdi  ;M|irmic  Cl  ri'iH'  |)ri'S(|iir  iiisciisililc. 

Nous  l'cidiis  (lune  !•'       I  cl  //i-^îp,,'   ino\ciiii;iiil  (jiioi  le  dcriiicr  Icnnc 

cil    rc(|M;ilioii  en  o" ,  lc(|iic|  csl    /.-   /«''U"°  — F"),   (Icvicinltii    ^■^{-rp;  —  ')' 

t't  sera  pai' coiisciiiii'iil  nul  Imsiinc  H"-=i,  c'cst-ii-dirc  liirs(|nc  la  scconilc 
observalion  aura  ctc  l'ailt;  dans  les  moyennes  distances  de  la  Terre:  mais 
cimime  l'orliite  de  la  Terre  est  pres(|ue  eii'euiaii'e,  H  "  sera  toujitnrs  à  très- 
peu  pri's  l'gai  il  i;  par  eonsé([ucnt  si  le  dciiiici'  ternie  de  ri''(|iiali(in  en  o" 
n'est  [las  exaclenient  nui,  il  scia  du  iiioins  toujours  exticmement  |)etit. 
et  pourra  être  pris  pour  nui,  (raiitant  plus  (|u'ii  ne  s'at;it  ici  (|ue  d'une 
déterminât  il  m  approeliéo. 

L'équation  en  ^"  s'al)aissei"i  doue  |)ar  là  an  septième  degré,  et  aura 
nécessairemeni  une  racine  ri'idlc;  et  il  l'st  facile  de  se  convaineic  (|ue 
cotte  cipialidii  ne  |)niin"i  s'a  liaisser  (ia\  an  tai^c  :  car  son  dernier  te  ii  ne  sera 

—  ?.>.m=R"'-(-6À'/;i'U"'cos:a"  — A"  )cos(3"=  r^,  [— R"*-t- 3>,  ces  a"—  .V"i  cos3"), 

(|uanlilc  ijui  ne  |)cnl  être  nulle,  eu  ^encrai. 

\'oiia  donc  la  liuiilc  tixee  pal'  la  nature  lui-ine  du  l'rulilcinc,  cl  au-des- 
sous (le  iaipudic  il  est  impossible  de  le  rabaisser,  (iiu'l(|ne  petits  (|n*on 
suppose  les  intervalles  entre  les  trois  olisei'vatious:  car  il  e:;t  l'acile  de  se 
ciunaincrc  (|nc  la  (|iiaiiliti'  /   dcincni'c  loiijnnis  linic.  hm'iiic  en  >np|io- 
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s;iiii  5  l'i  5  iiiliniiiiriii  |Miitt's,  piiisciu'iilors  les  dilTéi'cnces  entre  «',«",  a" 
(Ifvciiiiiil  iiiliniiiifiit  [x  lilcs  du  iiu-iiu'  ordre,  ainsi  que  celles  entre  jS',  /5", 
(S  \  l:i  (|iiiintit('  /jl"  dcviont  iniininicnt  petite  du  premier  ordre,  et  la  quan- 
tité Y  iiitiiiimriit  p<'titi'  du  lidisil'Mic;  en  sorte  (|ue  ).  sera  nécessaiienieiil 
une  (|Uiiutili'  linic. 

Il  est  visilili'  que  la  solution  préeédenle  sera  entièreuieut  rii^oureusc 
dans  rintininient  petit,  mais  que  son  exactitude  diminuera  ii  mesure  (|ue 
les  intervalles  entre  les  observations  seront  plus  grands;  on  pourra  ce- 
|>eu(laut  l'enqdover  dans  liuis  les  cas  connue  une  solution  approchée, 
pour  en  linr  le>  picniii'res  valeurs  des  inconnues;  et  c'est  la  seule  solu- 
tion directe  dont  le  Problème  proposé  soit  susceptible.  C'est  ce  (|ue  nous 
contirmerons  plus  bas  par  une  analyse  encore  plus  rii;oureuse. 

14.  Il  n'est  p;i>  dillicile  au  reste  de  lauiener  cette  solution  ii  la  Géo- 
métrie. Car,  avant  tire  la  dioite   iiiliuie  TA  (fi'g.  ii  et  |)ris  ihins  cette 


droite  la  partie  TA  =/n-/.,  (ju'on  mi'ue  par  le  point  T  la  droite TS  =R', 
qui  fasse  l'angle  STA  tel  (jue 

cos  S'I'.V  r^  ces  (  a"  —  A"  t  cos  S' , 

la  question  sera  réduite  à  trouver  dans  la  droite  TA  un  point  C.  {c\  i|Ui 
l'on  ail 

\t:  :  AT  =  TS'  :  se  ; 


et  l'on  aura  alors  TC  -  r," . 


I» M'KKS    IKOIS  (>ltSi:ii\  MIONS.  't7;» 

C.uv  il  fs{  \isililf  (|iic  l'un  II  |);ir  ht  (■iinstriicliiin 


se      ^W  -<-  2  (,''  It"  cos  (  «"  —  A"  )  cos  P"  ■+■  p"»  =--  /•", 

tl  (|llr  l;i  |)l'i>|Mi|'ll>i||  liriMfilililr  (lulilic 

niO  -    rj":ni'}.       U"' :  c"', 

s;iv(iir 

m-lW-    I  m-}.  —  p")  r"'; 

lll;ll^  nous  :i\()ii>  VII  (|ii('  nrW  '       \';  ddiic 

>.K-    I  m'>.  —  fy")  r"': 

ce  (|in  l'sl  rc(|iiMliiiii  Iroiivci'  diiiis  le  ii"  13. 

Or  li"  ('■taiil  l;i  dislaiicf  de  la  Tcrir  an  Solfil  an  temps  de  la  .si'cimdc 
ol)st'rvali()n,  o"  la  dislancc  de  la  Tcirc  à  la  Cuiut'le  cl  /  le  raynii  vcclriir 
dt'  la  CoiTiMc.  il  est  visible  iine  les  trois  points  T,  S,  C  rcprésenteidiil  les 
lieux  de  la  Telle,  du  Soleil  ct  (le  l;i  Comète  au  temps  de  la  seconde  oli- 
servaliun;  el  la  solution  précédente  reviendra  à  celle  (|ne  M.  I.amheil  a 
proposée  dans  les  Mémoires  de  1771.  et  dont  muis  avims  dejii  l'ait  meii- 
tioM  dans  le  |iiemier  Mémoire.  I,a  méthode  de  M.  Lambert  est  fondée 
iiniqiieiiienl  sur  la  considération  syutliéti(iue  de  l'orbite  ap|)areiite  de  la 
(",(Miiéte,  el  n'en  est  (|iie  plus  ingénieuse;  mais  elle  ne  l'ait  |ias  V(iir  ipie 
la  solution  <|ui  eu  résulte  a  réellemenl  le  dernier  degré  de  simplicité 
(|n'<ui  |)uisse  doiiiiei'  au  Probli'iiie  des  (lomi'tes  envisagé  dir'ectemeut.  et 
il  n'y  avait  (|iriiiie  analyse  telle  (pie  la  [)récédente  (|ui  |miI  lui  piiM  iirir 
cet  avantage;  sur  ipioi.  voyez  les  n"*  20  et  suivants. 

15.  A|iii's  avnii' ((iiisidere  le  Pi(diléiue  des  Comètes,  p(»ur  ainsi  dire, 
dans  riiilinimeiil  petit,  il  est  nécessaire  de  l'envisager  sous  un  point  de 
Mie  plus  giiieial,  en  supposant  les  intervalles  entre  les  observations 
iriiiie  grandeur  «pieleiuiipie. 

i'oiir  cela  je  reiuanpie  d'abord  que  tout  se  réduit  à  connaître  les  va- 
leurs des  ipiaiililo  I.,  .M,  N  du  11"  7.  Or  /  ,  li  étant  des  coordonnées  rcc- 
laiiLjles  du  lu  II  (le  la  (icuiii'le  dans  la  preiiiii're  (diserv  aliim ,  [irises  du 
IV.  60 
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ci'lllif  (lu  Siilril  (•(  (l;ili>  Ir  |il;ill  iihmiii'  di'  son  niliilc,  cl  de  lilrilic  /  ,  //" 
t'I  /  .  //  iliiiil  li's  cooiddiiiiccs  rcctJinglcs  des  lii'iix  de  la  C-omèlc  dans  la 
seconde  cl  dans  la  lioisieMne  ()i)ser\ati()n,  il  est  facile  de  voircjue  la  (|uaii- 

lité expiiinc  l'aire  dn  liiaui^le  loi'iné  par  les  deux  dioites  me- 
nées (In  ccnlrc  du  Snleil  an\  licn\  de  la  Comète  dans  la  |)rcini('rc  cl  dans 
la  seconde  observation  et  par  la  corde  qui  joint  ces  deux  lieux,  e"esl- 
à-dire  qui  sousiend  l'are  parcouru  dans  l'intervalle  des  observations; 
triangle  (|ne  nous  nommerons  doiénavanl  secteur  Iriangulaire  àvi\\{  |iar 
la  Comète;  tandis  (|ue  nous  apixdierons  secteur  parabolique  l'espace  com- 
pris par  les  mêmes  rayons  vecteurs  et  par  l'arc  |)ai'al)oli(|ne  paicouru  par 

la  Comi'te.  Pareillement  sera   le  secteur  lriani;ulaire  decril 

iiendanl  l'intervalle  de  la  seconde  à  la  troisième  observation,  et — 


scia  |)ar  la  même  raison  le  secteur  Irianiiulaiic  décrit  de|inis  la  premii-re 
ius(in'à  la  troisième  observation.  Ainsi  les  quantités  L,  X,  M  ne  sont 
autre  cliose  que  le  double  de  ces  dillérents  secteurs  triani»ulaires,  et  toute 
la  dilliculte  se  réduit  ii  deteiiniiier  la  \alcur  de  ces  secteurs  <'n  connais- 
sant le  temps  employé  à  les  deci'ire.  .Mais  il  est  visible  que  cette  donnée 
ne  suflil  pas,  et  (|u'il  tant  nécessairement  y  ajouter  encore  (|uel(|ue  autre 
qnanlilé  r(dative  aux  lieux  de  la  (!(uni'te  dans  son  orbite;  cl  nous  allons 
voir  (iii'en  sup|iosant  l'orbite  paraboli(|ne ,  comme  ccda  a  lieu  pour  les 
Conieics.  il  siillit  de  counaiire,  outre  le  temps,  encore  la  somme  des 
deux  rayons  vecteurs  (|ui  comprennenl  le  secteui'  cbercbé. 

Il  est  l'aiile  de  |irouver  |iar  la  (iecuneirie  (|ue,  si  l'on  nomme  ■?.'»  l'anule 
intercepte  par  les  deux  rayons  \e(leurs  /et  /  ' ,  on  aura  /'/•"  siuw  eosv> 
poni"  l'aire  (In  liiauiile  l'oruo'  par  ces  deux  rayons  et  par  la  droite  (|ui 
joint  leuis  extrémités,  de  sorte  (ju'on  aura 


^  '->.  ;■  /•   sni'o  cos'j). 


Tout  se  réiUiit  donc  à  trouver  la  valeur  de  l'angle  'ù  |)ar  le  temps  0'  em- 
ployé par  la  Comète  à  le  |)areourir'. 

Oion  sait  (|ue  dans  les  sections  eoni(|nes,  décrites  en  vertu  d'une  force 


I»  \i'iu;s  TKois  (iitsr.UN  \rioNS.  '»"'i 

Iciidaiilr  il  l'iiii  (les  Idvcis  et  rcri|)in(|Mciiiciil  |)in|iiiili(imifllc  ;iii  ciim'' 
(le  la  distance,  li-  l('iii|)s  ciiiiilové  à  |>!in'(iiirii'  un  arc  (iuelciin(|nc  est  tou- 
jonr's  |H'(»|)()rti(inncl  à  l'aiic  dn  sc<'tciii'  cniviUj^nc  divisée  par  la  racine 
caifee  du  |iafain(-tfe ,  laiil  <|ue  la  Inrcc  atliaclive  alisidiic  dciiiciirc  la 
même.  (!nnilllencii|is  donc  |iai'  detrrnii  lin   l'ai  II'  d'il  II  srcicilf  |]aial)iili(|lic. 

IG.  Soil,  en  général,  /  le  lavon  vecleur  d'une  |iaraiiole  dunl  le  |iara- 
nil'lre  soil  \p,  el  soil  o  l'anomalie  c(iiies|)(indanle.  e'esl-à-diie  l'aiiiile 
roi'iue  an  foyer  par  le  rayon  r  el  |iai-  la  [larlie  de  l'axe  coiii|(rise  eiilie  le 
lover  et  le  sommet.  On  aura 


|iour  re(|ualion  de  la  paraliole;  doue   l'eleiiienl  du  >erltui    |iarali(di(jue 
sera 

2       ~  œ' 

2  COS*  - 


dont  l'iiilemale  >era 


.     ©  9 


3  eos'  -         3  cos  - 
•?  1 

f        -     I  •        .  I  .1  9  ' 

e  est-a-(liie.  a  cause  de    cos"  -  ^  i 

I  +  lang^i 

doue  le  seciciir  com|iris  entre  deux  rayons  vecleiirs  /■  cl  /  '  iini  i('(Miiidciil 
aux  anomalies  y   el  ->'  sera  expriiin'  par  celle  Inruiulc 


//•      l.uif;  ^-     ■  taiif; 


lauK'        —  taiij. 


Ôr  on  a 


a 
cos'  —  oos 


p    . 


6o. 


i"ii     l»l.    I.  \    DKTKKMI  N  MinN    I»i:s   (tlUUTKS   DKS  COMETKS 
(loue,  si  l'on  fait 


2 'il,        O     —  O  ?M, 


•Il  siiili'  (|iic  ',)  soit  l:i  iiinitif  (le  l'aiii;!!'  iiilcrcr|it('  l'iitri'  les  deux  lavims  r 
■I  r    i|iii  iriilrrinciit  h'  scclciir  dont  il  s'a^iit,  (iii  aura  d'alini'd 


V? 


o"                <h  -+■  '.)  '1/  ( 

cos  —       cos I  -   tang  -  lang 


ros  —        cos  -^^ I  -+-  tang  -  tang 


d'où  l'on  tire 


Oii  a  de  plii^ 


d  ou  I  on  tire 


tang  ' 


slr"-\'r' 


{\l r" ->r  \j r')  lang  - 


^r'r" 


?  'j 


Mai> 


-  langui       {ylr"+slr' yxzns,-''-  —  {\Jr"—  sjr'f 


I  +  lang'  -i^  '     (  sjr"  -+-  y  /•'  )  tang'  — h  (  v'  '•  —  yjr'  ) 

(/•"-t-r'    (lang'-  — I  )-t-2v''/''r"ftang'- +1  ]  .-r-r,     ,, 

{r'-^,-')(tang''-^  +  ,\  +  ,,v7v^(tang'''-.V~   r' +  ,-"-■?. ^V7' co^.. 


l'ii  suiislilnaiil  la  valeur  |ni'ci'dcnlc  lic  lanj;'  -;  ajonlons  à  celte  (|iiaiilit( 

cos'.j,  et  l'on  aura 

,  lylr'r"  sin'w 

ros'J>  +  cos«  — -z.^ -, 

/■'  -~  r"  —  2  Jr' r"  cosm 


r  r    sni'w 


i-'+,r"  —  i\lr'r"  rosoo 


Il M'UkS    lUOIS  OHSKUV  VTIONS. 

M;iiiili'ii;iiil,  |iiiis(|iir 


tang—  —  laiig 


4"  —  0) 


lang—  —  laiig 


I   (-  laiiK  --  tanK  - 


M  l'on  suhslitiii'  pour  l;iii;^  ^  su  viilciii'  lioiivi'c  ci-dessus,  ou  iiiii 

,.         V  '■"  coso)  —  i/r' 
'  ^r' siiioi 

i'\  l'on  li'(»uvci;i  (II'  l:i  uii'Uii'  UKiiiii'i'c,  il  cuusc  do  ç>"—  i|/  -+-  oj, 

lang  ^    —  ^ ^ • 

doiK 


taiig^    -lang 


'  ^/'sinco 

o'       r'  -h  r"  —  2  y/r'r"  cos6) 


cl 


'j"               .  9'       (r  —  Jr'r   cosw)  -l-  (r  —  Jr  r'  cost») 
lang'^ lang»-!L  -  ! v y___! v /_ 

2  2  r'r"  V  ;■''■"  sin'i» 

,.'5-)_  /■"»_  3(r''+  r"')  ^r'r"  cos&i  +  3  :  r'  -h  ;■"  /•'  r"  cos^o  -  2  y'  /•"  y' /•'/•"  cos''.) 


Doui 


,.'^"  ^/■'/•"  sin'w 
ig  i-  -  tang^  J  -^  lang^  ^-  -  lang'^^ 


i  1  tauf: 
(■•i-al.' 

3 ;•'/•" (  r'  -t-  /•"  —  2 y r'r"  ros'.) j  1 1  —  cos'o) !  -1-  /•''  -4-  ;•"'  —  3 1  r"'  -+-  ;•"'  1  \  /■'/" cos'.i 
-4-  3   ;•'  -H  r"  \  r' r"  ros-'.)  —  2  r'r"  ^  r' r"  cos'r.), 

divisf  |i;ir  r' r"  \j  r' r"  s\\\^ ',>:  fc  (|ui  se  réduit  ;i  cellr  (|U;iiilili' 

(r'-4-  r")'—  3{r'-(-  r"  •i'yjr'r"  coso)  -(-  4'''''"  v''"''""  cos'w 
r'r"  y'/-'/-"  sin'o) 

(r'-f-  r*—  %\lr' r"  C0SM)'(r'-t-  ;•"  ■+■  ^r' r'  coso)) 
/•'  r"  ^r' r"  sin'o) 
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Miillipliiiiil  ci'tli'  (|iKiiitil('  pai' 

p' _  r"r"' sin'ùi 

3        3(r' -(- r"  —  ?.  y'r'r"  cosw)' 
4)11  ;Mir:i 

(r'  -I-  /■"  +  yV'r"  cosw)  )/r'r"  sinw 

poui'  le  sccIt'Lir  piii;iliorK|iH'  ifiirciini'  riilic  les  deux  iJiyiiiis  vecteurs  r 
el  r'  (jiii  eoinpiriineiit  l'angle  ?.',). 

Celle  expression  est  assez  reniar(|ual)le,  paiee  (ju'elle  csl  indépendante 
du  paramètre  de  la  parabole  et  du  lieu  du  périhélie.  M.  Lambert  est  le 
premier  qui  l'ail  trouvée  dans  son  beau  Traité  des  Orbites  des  Comètes, 
d'où  j'aurais  pu  l'emprunter  si  je  n'avais  cru  faire  plaisir  aux  Géomètres 
en  la  déduisant  des  formules  ordinaires  de  la  |)arabole. 

Qu'on  divise  uiiiinlenant  la  (|uantit('  précédente  par 

,-  \jr'r"s\U(ii 

V'r' -+-  r"  —  ■?  \ir' r"  rcrs'.) 

on  aura  une  quantité  propurlionnelle  au  temps  i' employé  [)ar  la  Comète 
à  décrire  l'angle  2to  =  ç"  — y';  donc 


3K9'=:  (r'  +  r"  +  sjr'r"  oosm)  \jr'  -h  r"  —  2  ^rVcosto, 

le  coeilicient  K  étant  le  même  poui'  toutes  les  Planètes  et  les  Comètes  (jui 
tournent  autour  du  Soleil.  De  sorte  (|ue,  uouiiuant  D  le  temps  périodique 
d'une  Planète  quelconque,  A  l'aire  de  l'ellipse  décrite  par  cette  Plani-te 
et  4P  b;  paramètre  de  cette  ellipse,  on  aura  aussi 


et  par  couse(|uenl 


Cn   pieniiMl   la  distance   moyenne  de  la  Tene  au  S(deil   pour  l'unité, 
c'esl-;i-dire  en  faisant  le  demi-iiraml  axe  de  l'orbite  de  la  Ter're  -  -  1  et  le 


KD 

A 

K 

A 

D  V  P 

ifM'iu:s  luois  nHsr;it NATIONS. 


V7!» 


ili'iiii-|)rlii  ;i\c       A,  on  a  A  -  : />  X  I  Ho";  (II' plus  on  a.  par  Irs  proinii'li's 

ilr  rrHi|isi',  j)  :    doiii' 

iSo^Xv/â 
K_  D         • 

Donc,  M  l'on  ir|iir>rnlr  \v  Icnips  |i;ir  le  nionvnnrnl  nniM'ii  du  Soiril, 
on  ani'a  D  =  iGo",  ri  |)ai'  rons('(|iii'nl 

en  soi'lc  (|ii('  rc(|iialion  ci-dcssns  deviendra 


v''- 


9'  =  ( r'  +  r"  +  \r'r" cos m )  V  '"'  ■+-  >'"  —  2  y';';" cos (.i , 


oii  5  devra  èlre  exprime  pai'  l'arc  dir  rriorrverneni  rrroveri,  rcdrril  err  pai'- 
lies  du  r'avou. 


17.   ()!■  nous  avons  déjà  (ronvé  '15) 

L  :=  2r';'"sin'.)  ros'.i; 

dorre,  si  I'(M1  divise  celle  (|narrlité  jiar'  la  valerrr'  de  \  p  du  nuiriero  precé 
lient,  lui  aiii'a 


— =  ;  ~  ?.\/r'r"  cosw  \Jr'  +  r"  —  7.\Jr'r"  cosw, 

e|.  divisant  encor'c  celte  ('(piatioii  pai'  celle  (pr'on  a  trouvée  en  der'uier- 

lieu,  il  viendra 

L      B' V  r';-"cosw 

3  V  ■y.p       r'  -+-  r"  +  \jr'r"  cosm 


Soit,  pour  al)rc'^('r, 


•t.  taisant  de  plus 


y'r'/'"cosw 


r'  ■+-  r"  +  \îr'r"  cosw 
r'+  r"  =:  2s, 


'iSO     DK    I.A    DKÏKimiN  MKiN    KKS   (ilUilIKS   ItES   COMKTES 

1)11  ;illl'ii 

—7— a                      '-*" 
i  r /•   rosw  = ; 

'  I  — T 

iM,  siili^riliniiil  iftic  \alciir  (liitis  hi  dciiiii'ic  iMHKilioii  du  niiiiicru  |ir(''cé- 
(I.Mil.  l'Ilf  <lr\irn(li;i 

('l'Ilf  (''(|ii;Hi(iii.  en  taisant 

9. 

se  cliaiigf  en  eellc-ci 

d'où  l'dii   lireia  la   valeur  de  -j.   Ia(|uell('  ne  dépendra,  conitiie  l'on  \oil, 

(lue  de  celle  de  — 
1  ^3 

D'où  l'on  eonelura  d'aliord  (|iie,  loi'S(|iie  5  '-'  est  |)i()|)(irtionn(d  à  v'.  la 
(juanlite  -^  sera  eonslanle.  ainsi  (jiie  la  (|nanlite  -..  et  (|iie  |)ar  consefiueiil 
I.  sera  siin|denient  |jro|iortioniielle  ii  î':  d'où  résulte  le  Tlieoii-uie  sui- 
vant : 

l.e  secteur  triangulaire  décrit  [Kir  la  Comète,  dans  un  temps  quelconque, 
est  toujours  exaclemetit  proportionnel  à  ce  temps,  lorsque  le  cube  de  la 
somme  des  deux  rayons  recteurs  qui  comprennent  ce  secteur  est  propor- 
tionnel au  carre  du  temps. 

JS.    l.'e()ualiou 

m  =:  I  H :  u' 

|)eul  se  résoudre  pai'  appntximatiun ,  an  moyen  des  formules  que  j'ai 
données  dans  les  Mémoires  de  i7(")8;  et  l'on  peut  avoir,  pai'  ees  formules, 
non-seuleiueut  la  valeur  de  ■^.  mais  encore  celle  d'une  pnissaui  e  ()uel- 
eoni|ue  j'" .  Cal'  eu  i'aisant,  piuir  altreiicr. 


I) M'IIKS  TKOIS  ()BSI:H\  MIONS. 

l'I  ;i|i|>lii|u;inl  ;i  r('i|ii;ili(iii 

v=-  i-h  gv' 

les  luririiilcs  (lu  l'iuiili'inr  II  du  Mi'iimirc  cilé  (*),  on  aiint 


481 


i)™=n-  mq 


in{m  +  5  ,           m  (  m  -f-  T  )  (  m  +  8  )    , 
-I ! M'  -* ^ '-'-i q' 


/n(m -t- q)(m  +  io)(m  + 1 1)    , 
2.3.4 

l'I  iLiiis  If  cas  lit'  rn  ^=  i 

u  =  1  +  q  -i-  3q'  -i   f?.q'  +  55^'  -¥-..., 

si't'h's  (lui  st'i'oiil  Inuimirs  toiivcrjiciilcs  laiil  ([iic  </  sera  <  ^»  cl  par'  cori- 
sc(|ii('nt  laiil  (|uc 


s'         9 

Oi',  coiiiiiic  la  ((indilicm  de  y  •<  — ^  est  aussi  ((dlc  (|ui  iciid  icclli  ■^  liuiics 

les  l'acincs  de  reciualioii 

u  ----- 1  -t-  ^  u', 

(PU  poui'i'a  aussi  eui|d(i\er  dans  ce  cas  la   liisecliou  de  l'ani^le.   Imi  ellel. 
si  l'on  ((iiisidere  reijuatidii 

sin3v— 3sinv—  :|sin'> 

el  (|u"iui  la  Uiette  sous  la  l'dlMie 

(  ?.  sin3v)'  /3  sinv\' 


3sin<.. 


n3v)'  /'3sinv\' 
!7         \sin3v/ 


)U  auia,  eu  la  cduipaïaiil  à  la  |U()|)()S»'e 


isMii'  .    ,,         3^*30 

u=  —. — ^-      et      siiiiv  -   — ! — -■ 
sin3v  2 


M;(i>  celte  Sdiutidli,  ainsi  «juc  la   precedelile,   n'aura  lieu  (|ile  laul  (|il( 


(*  )   OEiivres  de  Lagrangc,  t.  III .  p.  Sî. 
IV. 


6t 


V82     l)K    I.  A    l)i;  I  KKMIN  ATION    DKS   OKIilIKS    lU.S  COMKIKS 
—  sera  <'  —  ;  ilaiis  les  inilrcs  cas  il  l'aiidra  a\oir  n'iiMii>  ii  rc(|iialiiiii  in  i- 

niitivc 

u  =.1  -h  qu', 

lai|iicllr  li'aina  [tins  (|u'iiiit'  laciiif  rcrilc. 
I!l.    Dune,  si  Ton  lail 

L  —   T'y/ 9./^, 

<Mi  allia 

T' -:  e'(  3  —  o  1/    , 

r|  la  iiiiaiilitc  -^  sera  dclfi  iniiii'c  |)ar  l'iMiiialioii 


la(|ii('ll('.  SI 

(liiiiiit^.  par  approxiinarKUi, 


3  (  /•'  +  (•"  j» 


48r^v  M 


m  hicii,  par  la  Iclscclidii  de  l'aiiglf. 


■Il  faisant 


3sinv  isin'v 

sin3v  sin3v 

.    ,  39' 


Si  donc  on  cliaiigr  dans  ces  formules  5'  en  ^Z  cl  /  .  /■'  en  /",  /-",  et 
(pi'on  dénoie  par  T" ce  que  devient  alors  la  (piaiililc  1  ,  il  est  aise  de  con- 
clure de  ce  ipi'iiii  a  dit  (laM>  le  il"  I.")  ipi'iiii  aura  parcilleiiiciil 


N=T"v27.. 


I»  \l'lil.>    riuilS  OBSKH  \  vrioNS.  vs:j 

l'Jiliii  on  aiii'ii  |);ii   l:i  iiiriiii'  liiismi 

eu  (l('ii(i|;iiil  |);ii  ï    i  c  i|iir  (li'\  iciil  T    Ini  xin'oii  y  cliJilijiC  /'"  fil  /'     <'l  i'  l'rt 

5' -H  5". 

si  (loiK   (III  Mili.sliliir  II 'S  Mili'iirs  (l;ins  1rs  ('\|ir('ssiniis  de  I    ,  I    ,  I     ilii 
II"  S.  cl  (|ii'iiii  lusse,  en  iiciicral, 

A  —  T"  R'  siii I  a  —  A'  j  —  T    K  siii  y.  —  A"  )  -f-  T'  U"'sin  a.  —  A"'  i, 

i|ii'('nsuil('  on   dciiolf  par  A.  A'.  A    les  \  alciiis  dr  A  i'oiiTs|ioiMlaiilcs  ii 
«  =-  'j' ,  u' ,  y'  ,  (tu  iiiiia 


l)oiH'  nitiii 


l"      A'v'/'.     r"      A"v?/J.     T'      A'v-/>. 
A'"  s  i  n  3"  cos  û'"  —  A"  si  n  S'"  cos  û" 
„_  A'sinj3'"cosp'  —  A"'sin;3'cos;5"' 


P  = 


-T'y 


„_  A"sin(3'cos(3"— A'sinp"cos(3' 


T'y 


la  (|iiaiililc  y  claiil     imincio  cilé j 


y  =  sin(  a"  —  «'  I  cos[3'ros(3"siiij3"'-i-  sin  a'"  --  a"  i  cos (3" cos (3'" sin (3' 
-I-  siii(a'—  5c"'   cos  ;5"' cos  [3' sin  [S". 

Telles  sont  les  foniiiiles  liicoureiiscs  ilii  Prolilènie  des  Comèles.  pré- 
sentées sous  la  l'orme  la  |)lns  simple  el  en  même  (em[)s  la  pins  pro|)re  ii 
t'oiirnir  des  a|)|)ioxinialioiis  diiecles  el  faciles. 

On  se  souviendra  (|ue  dans  ces  formules  a  ,  «",  «'"  sont  les  trois  longi- 
tudes de  la  Comète  observées,  [i' ,  fi",  /3"  les  trois  latitudes  observées.  A', 
A",  A"  les  trois  longitudes  de  la  Terre  dans  les  instants  des  idiservalions, 
n  .  R",  R  les  trois  distances  de  la  Terre  au  Soleil  dans  les  mêmes  instants 
en  p  relia  ni  la  distance  mn\  en  ne  pour  l'uni  li'  .  î  .  i  les  intei'valles  entre 
lev  deux   preiniiTes  el   entre   les  deii\   demii'res  observatiiuis,  on   pliili'il 

6.. 


i8'i     l)i:    I   \    1>K  IKUMIN  M  ION    DKS  OKIUTKS   DKS   COMÈTES 

les  ;iiii,'lcs  (lu  inoiiviMiiriil  moyen  du  Soleil  (lui  ir|)(iii(lciil  ii  ces  iiilci- 
vallcs;  CCS  (jii;tntilcs  suiit  luules  donnces  par  les  ohscivalidiis  (Ui  par  le 

calcul.  Iintin  o',  p",  p'"  soûl  les  trois  distances  de  la  C clc  a  la  Tcnc, 

les(pielles  sonl  en  n)ènie  temps  les  trois  incoiiiiiies  liii  l'ruhli'me.  cl  /  , 
/■' ,  /•  sont  les  trois  rayons  vecteurs  de  la  (loinète  dans  son  orhite  autour 
ilii  Soleil.  Ies(|uels  dépendcnl  des  inconnues  p',  p",  p'",  de  cette  ma- 
nière (8) 

/•'-  =  R'^  -+-  ■3.0'  R'  CCS  (a'  —  y  )cos[3'  ■+-  p'% 

/•"'=  R"=+  2p" R" cos(a"—  A")  cosP"  -)-  p"% 

;•'"»=  R"'--f-  ap"'R"'cos(a"'—  A'")  cos|3"'-l-  p'"-. 

20.  Si  dans  ces  trois  derniè'res  é(|ualions  ou  suhstiUie  pour  p',  p",  p'" 
leurs  valeurs  trouvées  plus  haut,  ou  aura  les  valeurs  de  r  ,  /■  ,  r  en  (|uan- 
tiles  toutes  connues,  et  eu  T',  T",  ï"(iui  dépendcnl  ;i  leur  lour  de  /■  , 
/•",  r'" . 

On  a  donc  ainsi  trois  équations  entre  les  trois  incoimues  r',  r",  r"\  dans 
les(|uelles  ces  inconnues  sont  mêlées  entre  (dies  en  sorte  (|u"il  est  connue 
impossible  de  les  dégager.  Mais  si  l'on  suppose  i|ue  les  intervalles  0' ,  5" 
entre  les  observations  soient  assez  petits,  ou  (|ue  du  moins  on  les  re- 
garde comme  tels  pour  avoir  uih;  |)remiçre  appioximalion  ,  alors  ou 
pourra  employer  les  valeui's  de  T',  T' ,  T  en  série  et  ne  tenir'  com|)lc  (|ue 
des  puissances  de  0'  et  5"  ([ui  ne  passeront  pas  un  certain  ordre. 

(!omuie  Vun  a 

réduisons  d'aboid  la  quantité  -j  à  son  premier  teinie  (pii  est  1 .  eu  y  né- 
gligeant l(niles  les  puis.sauces  de  7\  il  viendia 


cl  de  luéuK 
donc 


T'r=e', 

L  =  e'v2/>,     N--ô"v'2/>,    M  =  (6'-)- 6"jv^; 
N  __  r       M  _  6'  +  B" 


I»  U'iir.s  iiiois  (>i!Si.ii\  \ri(»NS. 


V8o 


(l'est  Ir  cas  de  l'iiilnlc  siippuscc  l'ciiilii^iic    !l   ,  ilmil  nous  :iv(iiis  (Ifiiion- 
Irc  l'iiisiiilisaiicf. 

Il  s'ciisiiil  lie  lit  (|ii'il  l'aiil  UfC'L'Ssaiifiiiciil  Ictiif  i(iiii|ili'  dans  la  \alfur 
z6'' 


lie  :/  (In  Iciinc  suivant 

|)ai-  consiMiiH'nt 
l'I  lie  uM'uic 


i  i  r'  -+-  /•"  )' 


Ainsi  l'(ui  aui'a 


7.0" 


3(r'+r") 


T'  -0'- 


i{r'+r")' 


j"-0''. 


i^--,    T'=.o'^r^^^''-^'"r 


i  !  /•"  -(-  /■'" 


3  (  /•'  +  /•" 


et  l'on  lï'inainiicra  (|U('  ces  valeurs  sont  exactes,  aux  eiii<|uii'nh's  dirnen- 
sioiis  |ti('s  (le  0'  ('{  0". 

On  fera  doue  ces  siihsiitutions  dans  la  valeur  de  la  quantité  A,  et  il  est 
(laif(|ue  la  siilistitution  des  |M'einiers  termes  î,  5",  5'-j- 5"  donnera  la 
ijuantite  0  dii  II"  I  1  :  (U\  ('(unnie  les  valeurs  |uéee(lentes  de  T'.  T",  T'  sont 
exactes  jus(|u'ii  la  (|ualii('nn'  dimension  de  0'  et  0"  inelusivcmenl,  jxMir 
eoiiserver  le  in(''me  dei;i'e  d'exactilude  dans  la  valeur  de  A.  il  ne  faudra 
m'j^liijfer  dans  c(  Ile  de  o  (|ne  les  ternies  où  les  diuM'Usiiuis  de  5' et  5"  seraient 
plus  hautes  [\ur  la  (|natii('me.  lùnployant  donc  les  redinlions  du  n"  12, 
mais  ayant  ci^ard  de  plus  dans  les  valeurs  de  sin   a       A    ,  sin   y. —  A'") 

an\  leiiiies  all'ect(''s  de  î'  et  j"\  et  l'aisaiil  //(  -        ,.    l'.\  ,  on  aura 


6  H"' 


cos'a  —  A"). 


(^est  la  |)i'eniière  [lartie  de  la  \aleiir  (ie  A. 
On  siilistiluera  ensuite  les  termes 


_        4Q''  _     _  4 g"'  _  4(6'  + 9")' 

3(r'-*-r")»'  3 (*•"+'•'")''  3(  ;■'+ /•'")»' 

il  la  place  de  T',  T",  T    dans  l'expression  de  A.  et  comme  llon^  ne  voulons 


't«<i    iti.  i,\  |)i:ti;i!mi\  M  ION  iii>  (ikiutks  I)i:s  comei  i:s 

;iV(iir  ciiiiiil  (|ii';iii\  i|ii;il iii'ino  iliiiiriisions  de  5' l'I  (/",  il  est  visihic  (|ii(' 
(l;ins  les  v;ilt'Uis  (le  sin  '  a  —  A  I  el  siii(c<  — A'  y  il  l'aïuiia  iTJcItT  les  liMiiirs 
1)11  CCS  quantitcs  monteraient  à  la  seconde  dimension.  On  fera  donc  sini- 

{ilrlllclll 

sin   a  —  A'  )  —  sin   «  —  A" *  +  m  0'  ces  a  —  A"l 

et 

sin   X  ~  A'"  I  =  sin ( a  —  A"  j  —  m Q"  cos  { a  —  A"  1  ; 

cl,  supposant  toujonts 

R"'=r  =  R', 

on  ani'a  |)iuir  la  seconde  |iai  lie  de  A  la  (|nantité 

—  ?    T-, ^,  —  7—, -!r%  +  1-7, sr,     K'  sni  a  —  A" 

3  L  [  ;•'  -t-  ;•"  )'        [r'  +  r'"  f        (  r"  ■+-  r    ;'  J 


6'= 


__1  ^' 


r  COS  (  se  —  A"  ). 


Donc,  si  l'on  f'ail .  |>onr-  plus  de  siniplicit*' .  ^,      -  ".  el 

i  -\r  n]n       4  r         ■  (  I  4-  n i'  n?         1  u' _ 

""  2  R"'        ^  3  L('-'-l-r";=  ""  (  r'  +  /•"'  ;'  "*"    r"-i-/-'^J       "~  ^'' 

r      rt'  I      H  "  _ 

[  >'^TP7^  ~  ,r'  +  /"  '  1 1r  ~  ^' 


'  — W';W  4 

6R'"  3 


on  anra  cette  valenr  totale  de  A.  savoir 

A  --  —  b'^p  sin   a.  —  A"  i  —  B'^q  cos  (a  —  A"  , 

laquelle  sera  exacte,  aux  cinquièmes  dimensions  de  5'  près. 

On  fera  donc  successivement  a  —  «',  a",  x"  pour  avoir  les  saleui,'-  de 
A  .  ^' .  A",  et  l'on  substituera  ces  valeui's.  ainsi  {\w  celles  de  T',  T",  T'", 
dans  les  expressions  de  p' ,  o" ,  f  du  numéro  pi'écédenl. 

Mais,  comme  dans  la  valenr  de  A  on  n'a  eu  égard  (ju'ii  deux  puissaiur-s 
successives  de  5',  il  faudra  en  l'aire  de  même  dans  les  valeurs  de  T',  T' ,  T"; 
par  conséquent,  comme  les  premiers  termes  de  ces  (juantités  sont  de  la 
première  dimension,  il  y  faudra  rejeter  les  termes  de  la  Iroisiènn',  ce  (jui 
réduira  ces  quantités  a  leurs  premiers  ternies  5'.  «5',  (i  +  n)5'. 


I)  U'IU>    I  l{(il>   ()liSi.K\  VTKINS. 
|-';iis;iiil  (Idiic,  comiiic  iliiiis  Ir  n"  12, 

u' =z  sinj3"  cos[5"'sin(a"'—  A"  —  sini3"'cos^"sini  a"—  A";, 
u"=  sin(3"'cosj3'  siiKa' —  A")  —  sinj5'  fos^"'sin[x"'—  \" ^, 
fjt"'=  siii [3'  cos(3"  sin(  «"—  A"  i  —  siiip"  cosji'  sinia'  — A"), 
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ri  lie  lllt'inr 


•y  —  sin  ^"  cos  |3"'  cos  f  x'"—  \"  )  —  sin  [3'"  cos P"  cos  (  a"  —  A"  ), 
v"  =  sin  3'"  cos  (3'  cos  a'  —  A"  )  —  sin  (3'  cos  (3'"  cos  ;  a'"—  A"  ), 
v"'=:sinj3'  cosjS"  cos(«"— A")  —  sinp"  cosp'  cos 'a'  — A";, 


,^        P!J-'6''       qv'6'^ 
^  ~  ny  ny 

„__     py."6"  g  y"  6" 


P  ~- 


ii  -h  n)  y        il  -h  my 


Milcuis  (|iii  --oui  iMilics,  il  lii  i|iiatiii'm('  (linii'nsiini  de  î    pii-s. 

Or,  coinuii'  les  (|iiaiilit('s  o  ,  o" ,  o'"  soiil  toiijoiii's  tiiiii's.  (|iicl(|(if  |it  lil 
(|iit'  sdil  rinlci'vallc  (le  Iciiip^  î  ,  cl   (juc  d'aillciirs  y;  cl  </  smil  aii>>i  |iar 

leur  nature  des  (Mianlilcs  tiiiics.  il  s'ciisnil  (iiic  les  (luaiilités »  '-^ — > 

I  I  y  -^ 

^- sci'oiil  iiccosaii'ciiifiil   l(Mij(iiir>  (1rs  niiaiitilcs  liiiifs;  cl  ckiiiiiic  les 

(iiiaiililcs  v',  v",  V  "  son!  sciiihialilcs  ii  a',  a",  a",  on  en  conelnia  iiiie    — , 

'       '       '  / 
1 scroni  nareillcniciil  des  iniaiitilés  finies. 

y  y  1  I 

D'nii  l'on  vnil  (|ue  les  scciiuds  tciMnes  des  cxpi'cssinns  ()ii'ce(leiiles  de 
0,  (/  ,  0  seruni  lil's-|iclils  de  l'ordre  de  5  .  cl  (jne  par  e(insc()Menl  ces 
expressions  seront  exactes,  aux  (juanlitcs  de  l'ordre  df  j  -  près. 

21.  .le  considi'n  niainlenanl  ijiie,  si  les  inlervalles  cuire  les  liois  oli- 
seivations  soiil  ei;au\,  ou  du  moins  ii  tr('s-|)eu  près  cj^aux,  on  aura  // =  i , 


i8H    m;  I.  \  i)i:  I  i;uMiNAri<i\  iti;>  oitHiiKS  dks  comètes 

l'I  les  (|ii;iiiliti's />  cl  ly  (lc\i('ii(li(inl 

_  4  r__! L^l  _L 

Je  considère  ciisuilc  qu'en  regardant  le  rayon  vecteur  r'  de  la  parabole 
connue  une  fonction  du  temps  0  écoulé  depuis  une  épo(|ue  quelconque, 
les  rayons  vecteurs  r' et  /•"  seioiil  de  |ian'il!cs  t'onctions  des  temps  cor- 
respondants 5  —  5'  et  O-hO',  à  cause  de  5'---  5';  donc  on  auia,  aux  quan- 
tités de  l'ordre  de  0'^  près, 


r  =  /•   — 


Substituant    ces   valeurs  dans  celles  de  />  et  r/.   et  néiïligeant    le  carré 
de  5',  on  aura 

I  R"  R'     f/r"  ^, 


les  termes  qui  renfei'meraient  la  première  dimension  de  5   se  détruisant 
dans  la  (|uantité  p.  et  les  termes  sans  5'  se  détruisant  dans  y. 

'  ai  i 

Donc,   |)uis(|ne  (/  est  déjii  de   l'ordii'  de   5' cl  (|ue    les  (|uantiles  -^— , 

•  sont  aussi  de  l'oi'dre  de  5',  il  s'ensuit  (lue  les  seconds  termes 

"/         y 

des  valeurs  de  p',  rj",  p'"  deviendront  de  l'oi'drc  de  0  '-.  et  pai'  conseciucnt 
devront  être  rejetés. 

Ainsi  donc  mi  anjn  siuqdcmcnl 

p='--^Ir^-,-)' 


2y 

l\"lj."'ô'' 


y     \K"* 

et  ces  valeurs  seront  exactes,  aux  (|iiantiles  pri's  de  l'oidic  de  0"^ 


icvi'itKs  riiois  (iiisi;i«\  mions. 


^^89 


Si  l'on  ne  Vdiihiil  |i;is  .su|)|ioscr  n  i ,  (•'csl-ii-dirc  les  iiil('i\:illcs  ciilii' 
les  (ilisrivalioiis  fj;inix,  :iluis  li-s  termes  de  l'ordre  de  !/'  ne  se  deliiii- 
i-iieiil  |i;is  diins  les  expressions  de  f ,  p",  p ';  nniis  en  né}ilif;e;inl  ees  termes 

un  ;ini':iil 

(i-t-n)rt         U"   ,        ,  ,        ,1       (n-rt)nR"/  i  i  \ 

el  de  là 

,  _  _  (i-h  rpW'ix'e"  I   I 1^ 


nR"fx"9'=/   I  I 


P  =- 


(i  -H  rtt  «R"p"'5'- 
a  y 


J{"'       r"»  j  ■ 


(les  ex|ii'essions  s'aceoi'deni  ;ivec  celiez  du  n"  12  m  \  l'iiisiml     13  j 

li-  ijui  |)oiiri;iil  servir  ;i  contirnii'i'  l;i  lionle  de  nos  cidcnls;  riiiii^  r;in;il\se 
lirccedenle  l'ait  voir  de  |)lus  (|iir,  si  l'on  y  l'ait  /<  =  i ,  alors  les  mêmes 
expressions  (|ui  ne  sont  exactes,  en  général,  qu'aux  (juantités  de  l'ordre 
de  0'  pri'S.  deviennent  exactes  aux  (juantités  pri's  de  l'ordre  de  0'-;  ic- 
niar(|ne  lii-s-iniportanlc  pour  l'usage  de  ces  l'orninlcs,  el  (|ur  l'analyse 
seule  p(Mivail  liniruir. 


22.  Si  l'on  coud)ine  re(|iiali()u 

„  _  nl{"ij."6''  /  j i_\ 


a\ee  celle-ci 


;•"-•  =  \{"'  -+-  9.  p"  R"  cos  (  a"  —  A"  )  COS  (3"  -t-  p"'. 


on  aura,  en  éliminant  /•"-,  une  é(|uation  en  p",  laquelle  sera  essentielle- 
iiiciil  du  luiitièiue  degré,  mais  (|ui  en  faisant  R"=  i  s'abaissera  d'elle- 
iiiéuie  au  septième,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  plus  liaiil     l.'Jj. 
I\.  6?, 


km    i»K  I.  \  i>i;i  KKMiN  AiioN  hes  oitmiKs  dks  comktks 

Mais  il  l'sl  pt'iit-rti'c  plus  siMi|ilc  (l'cliiiiiiicr'  '/  ,  pour  ;i\i)ii  une  ciniiilinii 
t'ii  /■' ,  kuiiK'llc,  fil  l'aisaiil 

nl{"u."0'' 
~        9.y       ' 
sera 

(/■"-'  — R'");-"'  — 2R"cos(a"— A")  cos[3"X  X(  r"^-  ^  '^W'  "~  ÎT»  '  '""'~  '*"*)'="• 

Oltc  équation  est  évidemment  du  liuitième  dei^ré;  mais  en  supposant 
R"  =  I,  (lu  liien  en  mettant  simplement  R  "  ii  la  plaee  de  R' '  dans  les 
termes  (|ui  contiennent  r"^  —  R  ',  elle  deviendra  Iniilc  di\isilile  par 
/•" —  R",  et  s'abaissera  par  là  au  septième  dei^ié. 

Mais,  pour  n'être  pas  emi)arrassé  dans  le  ehoix  des  racines  de  cette 
é(|uation,el  même  pour  pouvoir  liouver  avec  facilité  la  racine  eliereliée, 
je  remarque  que  par  la  nature  du  Prohième  les  deux  (piantilés  /'  et  o" 
doivent  être  toutes  deux  positives. 

Doue,  en  taisant,  [tour  pTus  de  simplicité. 

nWu."9''       .  ,  -„  , 
! =  A,     ces  (  X  —  A     CCS  3  =L  e,      R  =  i , 

en  sorte  que  l'on  ait 

P"  =>•('—  pTjj       et       /•"'  =:  1+  2p"c  +  p"\ 

il  faudra  :  ^ 

i"  One,  si  À O,  on  ait   i ;r.  >o;  donc  /•"  >- 1  ;  donc  o"  <'}.;  donc, 

r  '  ' 

si  £>■  (),  on  aura 

si  £  <^o,  alors  la  (|uanlil('' 

I  -+-  ip"e  +  p"" 

diminue  depuis  p"=iO  jusqu'à  p"=—e,  et  ensuite  ani;inenle  à  mesure 
(|ue  p"  croit;  donc  entre  p"  =  o  et  p"=  -  i,  on  aura  r  ■  ^  i ,  ce  (|ui  ne  se 
peut;  ilonc  p"  est  lU'cessaii'ement   \     —  :;  doue  aussi  X  ^  —  ;.  Doih'.  en 


hm'uks   iitois  (»hsi;u\  xrioNS. 
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r;Hs;inl    '/       /.   hi    viilciir  de    i -h  2  p" s -\- p'"'   sera    néccssairciiiciil   ln.|i 

graïKlc;   ilmir  ;iiissi 

r"'<r  I  -h  9.  Ae  -t-  ).'. 

Donc,  cil  ;;cii(  Tiil,  si  ).  >  o,  on  aura 


r">i     et     <  v^i  +  aXe  H- X'. 

2"  Si  À  csl  <^<),  alors  i itt;  <^o;  donc  r"<^i;  donc  ap"- -)- p"^<o; 

pai' ((nisciiiirnl  p"  <i — 2î;  donc  ccTo;  or 


donc- 


donc 


P"=-^(-'r3-'); 


<-  ae; 


donc  on  auia,  dans  le  cas  de  À    "  o, 


'  /  —  2£ 

On  a  (loin  \):\\  l.i  les  |iiciiiii'i'cs  limites  de  la  valcnidc  r  ,  (|u'on  pourra, 
au  movcii  (le  rc(|iialioii  en  /",  rcsseiTci'  aiilani  (|ne  l'on  voiidni  |i;ir  les 
niélliodes  connnes. 

23.  La  valeur  de  /' ,  (inOii  aura  triuivei'  par  la  residiilion  de  rc(|uali(Hi 
du  nu  me  m  precedeiil,  xra  lu  [tremiere  \aleur  a|iprocliee  des  trois  rayons 
vecteurs  /•  ,  /' ,  /  .  si  //  n'est  pas  égal  à  i,  parce  qu'alors  re(|iialion  n'est 
exacte  (ju'aux  (piaiilites  du  premier  (U'dre  près:  mais  si  /i  -  i,  (Ui  exac- 
lemeiil,  (Ml  il  Iri's-peii  pri-s,  alors  celle  \;deiii(le  /■  sera  ajiprocliée,  aux 
(|uaiililes  du  secmid  ordre  pri's;  doue,  en  hi  substituant  dans  les  expres- 
sions de  r/  l'i  c.  du  n"  21.  on  aura  les  valeurs  de  o' ,  o'"  appi'oclu'es.  de 
UK'ine  aux  ipiaiililes  du  sec(Ul(l  (U'dre   pri's;   et   de  lit  on  ;iuia  ((dles  de  r' 

6?.. 


V.)l     liK    l,\    DKIKUMIN  M  KiN    l>KS   (IIUUIKS   DKS  COMÈTES 

t'I  /■    poiissci's  au  mriuc  di'iiii'  d'cxacdlmlf  par-  les  l'iHimik'S 
;-'»=R'^-i-?.p'R'cos;a'— A')cos|3'-+-p'%    /•"''=R""+ap"'R"'cos(a"'— A"')cos|3"'^-p'"^ 

Avaiil  ainsi  les  |)rciiiii'ros  valeurs  a|t|iiii(hics  des  iiicnnmics  /•',  r",  r'", 
rien  uv  sera  plus  facile  (jne  d'en  lioiiver  de  |)lns  exactes  au  moyon  des 
formules  générales  du  n"  li',  en  snlisliliiani  dans  ces  formules  r'-h':', 
/•"-+-  c",  r'" -h  a'"  à  la  place  der',  r",  r  ,  el  Irailaul  les  (pianlités  7',  7",  o'" 
comme  très-petiles;  ce  qui,  en  rejclanl  les  dimensions  de  ces  (|uanlilés 
plus  liantes  (|ue  la  première,  donnera  trois  éciualions  linéaires  en  t',  7", 
t"  pour  la  détermination  de  ces  (luanlilés;  et  l'on  pouna  de  cette  uia- 
nii're  pnusser  ra|)pro\imation  aussi  loin  (juc  l'on  voudra,  eu  euiplnyanl 
dans  cha(|iM'  o|)ération  les  valeurs  de  /■  .  /■  .  /■  (ninvees  par  l'apprnxi- 
inalion  précédente. 

L'(dijel  de  ce  Mémoire  n'élail  (|ue  de  donner  une  uH'tliode  directe  et 
anaKlicpie  poui'  trouver  les  premières  valeurs  approchées,  et  je  crois  (|ue 
celle  i|ue  je  viens  d'exposer  ne  laisse  à  cet  égard  rien  à  désirer;  on  pourra 
ensuite  corriger  ces  valeurs  par  nos  formules,  ou  par  les  autres  méthodes 
dejii  connues. 

■lï.  Quant  il  la  detei'mination  des  éléments  de  l'orliitc  paiai)oli(|Uc  , 
elle  n'a  ainiine  dillicullé,  di's  qu'on  connaît  deux  lieux  de  la  Comète, 
avec  le  temps  écoulé  dans  le  passage  de  l'un  à  l'autre;  on  tiouve,  dans 
plusieurs  Ouvrages,  des  méthodes  pour  y  parvenir,  soit  ii  l'aide  de  l'Ana- 
lyse, soit  parla  simple  Trigonométrie;  mais  comme  les  formules  de  ce 
Mémoire  louinissent  aussi  des  moyens  fort  simples  pour  <et  ohjel,  nous 
croyons  ilevoir  montrer  comment  elles  s'ajiprninent  à  cette  reclier(  lie. 

Supposons  donc  qu'on  connaisse  deux  rayons  vecteuis  /■  et  r  ,  avec  le 
temps  0'  écoulé  pendant  (jne  la  Comi'te  a  décrit  l'arc  renferme  entre  ces 
ravous;  on  cliendiera  d'ahord  la  valeur  de  -j  17  par  la  résolution  de 
ri-(|uatiiin 


l)M'Ki:S    I  unis   (iKSIlItN  VI  KiNS. 


V03 


(Ir  lit  nii  tiiMivi'ia  r:iiij;lc  a-d  iiilcrc<'|i(('  l'iilic  les  di'iix  riiyoïis,  |i;ir  l:i  lui- 

iiiiilc 

3 

2 


sjr'r" 


lin  mciiii'  iiimii'ii),  ;i  cmisc  de  r  —  i       --  v. 


\\;iiil  '„,  on  ti'iiiivoi:)  le  piiiMiiii'ti'c  '|/v  par  la  roriiiiiir  <lii  ti"  Kl 


P^  -, 


r  r   sur M 


r'  ■+■  r"  —  2  ^r'r"  coso) 

cl  la  iiosilimi  (hi  |ii''i'ili('lii'  au  iiiovcii  de  l'angle  o    (|iic  le  ravnii  vccli'ur  / 
l'ait  avec  ci'lni  ilii    iiiTiliciic.  cl   (|ui  est  (iitiiiii'    |iai'  la  rinnniic  ilii   iiiciiic 
iiiiiiicrd 

tang  ^  =  ^ ^-^ î^  • 

-  \/r   siu'j) 

Il  lie  l'csic  (loue  |)liis  (|ii'it  nouvel'  la  [xisitidii  du  plan  de  l'oiliili'  |)ar 
rapport  ii  l'ci  lipti(|n('.  Or.  si  des  trois  iMpiatioiis 

X  zzz  al  -+-  lui,     y    .  cl  -h  eu,     z  -^ft  ■+-  gu 

du  m"  5  on  (liasse  /  et  ii.  on  aura  eellc-ei 

[ag—  bf)x-(cg—  ef)x 

z   —i 5 

ae  —  nv 

(|ni  est  rei|natioii  d'un  |t|an  dont  la  position  par  rapport  an  plan  des  .z' 
et  r  est  telle  (pie,  si  l'on  nom  me  /  l"i  lu  li  liai  son  des  deux  plans  et  //  l'ani^le 
(pie  rinterseelion  de  ces  plans  l'ait  avec  l'axe  des  .»■,  on  aura 

,        as—itf  ...        cg  —  ef 

Unit;/  cos/i  ;^  -^ -.— 1      taiii;;  sin//  =r  -s. jL.; 

ae  —  oc  ae  —  oc 

en  sorte  (jne  /  sera  l'iiK  li liaison  de  l'orhi te  de  la  Comète,  et  //  la  loiii^il  nde 
du  nœud  aseeiidaiit. 
Oi',  comme 

«tT^   V'  '    cg—ef  '-h!ae  —  bcy-.(a'+c'-i-f')b'-i-e''+  g'  —  abri- re-^  fg'^i 


Vfti     1)K    L\    DKTEHMIN  VTION    DES  ORBITES   DES  COMÈTES 

par  les  ('(luatioiis  de  (•(iiiditinns  i\[\f  iiniis  avons  vu  devoir  avoir  lieu  l'iitrc 
les  constantes  a,  h,  c, .  .  .    numéro  cité;,  on  aura  plus  siuipliMUi'iil 

sii\  i  cos /t  =  ag— l>f,     s'in  i  sin /i  =^  cg  —  ef,     cos/ =  «e  — />f. 

Maintenant  un  a.  |>oui'  les  deux  observations, 

x'^^at'+bu',      x"  =- al" -h  bu", 
y' :=  et' -\- eu' ,     y"  =^  et" -i- eu", 

Z'  =ft'  +  gu',       Z"  =ft"  -4-  gu", 

et  de  lii  on  tirera 

x"z'  —  x'z"  =:  {ag —  bf)  {t"u' —  t'u"), 

r"z'  —  y'z"  —(cg-ef)(  l"u'  —  t'u" }, 

.  x"y'  —  x'y"^^  [ae  —  be)  [  t"u'  —  t'u!'), 

en  sorte  qu'on  aura 

,       x"z'  —  ûd'  z"         ....        y"  z'  —  y'z"  x"r'  —  x'y" 

suK  eos«  =  — ^T-; r-^)     sini  sm h  = '—n—, — ^V-^-'     cosi  =  —~—, r"^,  • 

tu  — tu  tu — tu  l  ri  —  tu 

Or' on  a  déjii  vu  15j  que  t'u  —  /'«";=  2 rV-'sinfjj  cos oj  ;  ainsi  il  ne  res- 
tera (|u';i  trouver  les  valeurs  de  x',  x" ,  y',  y",  z',  z" ,  qu'on  auia  par  les 
formules  du  n"  3  en  connaissant  p'  et  p";  or  ces  quantités  .se  tireront  di- 
rectement des  formules  du  n°  19. 

De  là  il  s'ensuit  aussi  qu'on  aura 

(/"«'  —  t'u"f^=  x"z'  —  x'z"  f  +  {y"z'  —  y'z"  f-h  {x"y'  —  x'y"  )'' 

=  {x'--hy'''-h  z'')(x"^-i-y"^-h  z"')  —  {x'x" -h  yf -¥-  z'z")'; 

donc 

4'"'-'""- sin-fj)  cos-w=:  r''r"' —  {x'x"  -\-  y'y"  +  z'z"  }'; 

mais 

2  sino)  cos'j)  =  sin  2  w  ; 

doiii 

x'x"  +  y'y"  -+-  z'z" 
P0S2(.)= '^—r-7, 5 

par  ou  l'oir  pourra  connaître  l'angle  w  sans  la  r'ésolution  de  re(juatioir 
en  i). 
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25.  Nous  Icriniiicroiis  ce  .Mciiiniic  |i;ir  l;i  iriii;ii(|iic  sui\;iiilr  ipii  |iciil 
être  ulilc  dans  (|ii('I(|ul's  uccasidiis.  Soil  une  coiirlic  (|iic'Iiuii(|ul'  A\iL 
dans  la(nicll{'  sniciit  |tiis  tntis  points  (|iiclcon(|n<'s  A,  H,  C;  el  soient  ti- 
ri'fs  les  coi-dcs  AH,  HC.  Ad,  et  les  rayons  vecteurs  OA,  OH,  0(>  partant 
d'un  icnlre  li\e  0  ijî^-  2   ;  cpi'on  désigne  par  /•',  /",  r    ees  trois  l'ayons, 


el  pai' A',  A',  A  les  trois  secteurs  tii:iUL;ulaiies  AOR.  HOC,  AOC:  il  est 
visible  que  A' -(-  A"  sera  égal  au  (|uadrilat('re  AlU'.O:  d'où  ôlaiil  le  trian- 
gle AOC  =  A"',  on  aura 

A'  -¥-  A"  -  A'" 

pour  le  ti'iangle  AHC  formé  par  les  trois  cordes.  Or  il  est  facile  de  prou- 
ver par  la  Géométrie  élémentaire  que  Ut  triangle  ABC  est  au  (juadrila- 
lère  ABCO  comuie  HD  est  k  BO;  de  sorte  (|u'en  nommant/la  lléclie  BD, 

lUi  aura 

/  _  A' -4- A" -A'" 
,."  —       A'-t-A" 

Ainsi  l'on  aura  l'expression  générale  de  la  lli'che  /',  dès  {|u'on  connaîtra 
celles  des  triangles  A',  A",  A". 

Or  si  l'on  nomme  -^  l'angle  AOB,  y"  l'angle  BOC.  et  par  conse(pnMil 
çp'-i-s"  l'angle  AOC,  on  a  par  la  Géouiétiie 


. , /•  /•  smcp         .  „       /•  /■   smy 


,     A" 


/•'/•"' sin(  9' -t-  'f")_ 


't  si  l'on  ainu'  mieux  emploxer  les  coordonnées  icctangies  de  la  courhe 
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Al{(;,  1)11  aiiiii,  l'ii  iidiiiHKinl  rcs  (•(loidiuiiircs  /',  tt  piiur  le  poiiil  A.  /  .  ii' 
|(ipiir  le  |iiiiii|  U,  /  ,  H  pour  le  punit  ('.,  et  siipposimt  (pic  leur  (ni^iiii'  ((uii- 
iiiiiiic  Miil  ;iii  point  0,  on  ;mi;i,  ilis-jc    15  , 

t"u'—t'u"        .„       t'"u"—t"u"'       ,„,      t"'u' —  l'u'" 

A'~ 1     A' = -,     A"  = ; 

■?  •?.  :>■ 

cnlin,  si  an  lien  (r('in|)ln\cr  les  coordonntk'S  dans  le  plan  de  la  tonilx', 
on  voulait  einplovcr  d'aulirs  roordonnros  rectangles  rapportées  à  un 
pi, III  (iiicIcniKiiic  passant  par  le  cciilrc  (),  on  nommerait  ce',  y'  les  coor- 
données du  |ioiiit  A,  .r,  >•■  les  coordonnées  du  point  B,  .r'" .  y'"  les  coor- 
données du  point  C,  l'origine  de  ces  coordonnées  étant  toujours  au 
point  (>:  on  nommerait  de  plus  /  riindinaisini  des  deux  plans,  et  Ton 
aurait  par  les  formules  du  n"  2i 


A'  ^  -^ ^'^ ,     A"  =  -^ .-■'    ,     A"'  = 


»-_^/ 


TROISIKME  MEMOIRE 

l),\>S    LEQIKI.    ON    UON.NK    l  .NE    SOLUTION    DIHECTIi    ET   GÉ.NÉIIALE    1)1     l'IlOIll.È.ME 

Les  Rec  lien  lies  que  j'ai  données,  dans  le» Volume  de  177^,  sur  la  dé- 
lerminati(ui  de  l'orbite  des  Comètes,  ont  lait  naître  celles  ([uc  M.M.  tlu 
Séjour  et  de  l.aplace  ont  publiées  sur  le  même  sujet  dans  les  Mr/noins  di- 
r Acadcrnic  des  Sciences  de  Paris  pour  1779  et  17S0;  et  celles-ci  ont  occa- 
sionné encore  ce  Mémoire. 

Mon  dessein  est  moins  de  donner  une  nouvelle  solution  du  Problème 
dont  il  s'ai^it  (pie  de  siin|)litier  et  généraliser  tout  à  la  l'ois  celle  que  j'ai 
donnée  dans  le  second  .Mémoire.  En  suivant  ii  peu  pri's  la  route  que  j'y 
ai  tracée,  je  parviens  à  trois  éijuations  finales,  qui  ont  |)our  inconnues 
les  trois  principaux  éléments  de  r(U'bile,  savoir  le  paraini'tre,  le  grand 
axe  et  le  lieu  du  ]iciiliclie.  Os  e(iiiati(Uis  lie  sont  à  la  vérité  (|u'appro- 
cliées;  mais  d'un  ciMe  ou  peut  les  rendre  aussi  exactes  ipie  l'on  veut,  et 
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(Ir  rmitiv  rlliN  oui  r;iv;iiil;ii;r  de  se  sini|>IirHi  ilc  |ilii>  rii  |,lii>  ii  iiifsiiir 
iin'nii  sii|i|in^c  1rs  i iiii'rvjil les  ciilii'  li's  uliscrvatiolis  plus  |»(*lils;  de  soilr 
.|ii".'lli's  MciiHHiTiit   If  (Iciiiicr  (Ic^rc  <lc  siiiiplicitf-  (\\u-  l:i  iiiiliin-  'le  l;i 

(|iii>li(iii  [iciil  ( |)iirliT,  l(iis(|ii'uii  ic^Miilr  \r^  i  iiliTN  ;il  les  cdiiiiiic  iiitiiii- 

iiinil  |)clil>.  I);iiis(cl  état  les  linis  ciiiKirmiis  dniit  il  s'ai^it  se  rcdiiisnil  ;i 
(iiic  ('(iiialidii  du  sciilii'inc  dci;i'c  fl  a  il<'ii\  i'(|iialiuiis  liiii'aircs;  mais  ^i 
Tnii  l'ait  le  j^iaiid  a\c  irilini.  ce  (|iii  csl  Ir  cas  de  la  païahidc,  alors  on  a 
llllr  i'(|MarHill  de  |illls  (jn'il  Ile  l'aill  ;  cl  relie  ei|llalin|i  sM  l'illlllleiaire  peill  ' 
.MT\  il',  si  l'on  \eiil  .  a  la  Laisser  reilliallnli  du  se|iliellie  de^li'  ail  premier; 
ce  ipii  ne  doil  poiiil  parailre  siii'preiiaiil ,  alleiidii  (|iie  dans  ce  cas  le  l'ro- 
lilt'ine  csl  plus  (pie  delci'uiiiic  [)ar  lii)is  lieux  oliserves  de  la  (iouiètc. 

Celte  solution  esl  peut-être  t(»ut  ce  (|u'oii  peut  atlcndi'c  d'une  analyse 
dirccti' de  la  (piestidii  proposée;  ft  j'ai  cru  (pi'elle  inleresserail  les  ("ico- 
nii'tres,  iiidependamnient  nieuie  de  son  utilité  piuir  rAsli(Hioinie. 


1.   Soicut  .r,  V,  ;■  li's  trois  coordoiniees  rectani;les  du  lieu  d'une  (lo- 
lui'te  |)ar  rapport  an  Soleil ,  r  le  rayon  veclenr  éi;al  ii  \x'  -^  Y'  -+-  =".  /  !•' 

Icin|is  cl  S  la  masse  du  Soleil  ;  on  aura,  en  verin  de  l'atlraclion  -,  de  cet 
astre,  les  trois  (Mpialious  connues 

d-x       Sjt  d'y       S)-  d-z       Sz 

dl^  /•'  dt'         ;■'  dr         ;•' 

Kt  connue  ces  écpialions  ont  aussi  lieu  pour  la  Terre,  si  l'on  rt'pré.st'nic 
le  temps  /  pai'  le  mouvement  moyen  de  la  Terre  où  du  Soleil,  et  qu'on 
prenne  la  distance  movenne  du  Soleil  pour  l'nnite.  on  aura  S  =;  i.  Car 
on  sait  |)ar  les  Tlieoii'ines  de  .Newton  (jne  le  miuivenieni  aiii^ulaire  moyen 
d'une  Planète  est  le  même  (|ue  si  (die  décrivait  un  cerc  le  dont  le  rayon 
serait  égal  ;•  sa  nio\enne  distance  du  Soleil;  or  dans  ce  cas  il  est  visiMe 
(in'en  |)reiiaiit  les  cooi-doiinecs  ■>  .  y  dans  le  plan  de  rmliile  el  snpposani 
le  rayon  du  cercle  égal  à  i  el  rani;le  parconru  égal  ;i  /.  on  aura 

X-   ro^t,     ) — siiW.     3  =1  o, 

valeurs  (pii  elaiil  sulisiiiniM  s  dans  les  eipi.i  lions  ci-dcssus  di  m  lie  ni  S  =  i . 
IV.  63 
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2.  |-ji  iiilciir'iiiil  les  (■(|ii;itiiiiis  prcccdculcs,  mi  ;nira  li's  vairurs  tic  r, 
\\  :  puiir  1111  lt'iii|)s  (|ii('li()ii(|iii';  ci's  valeurs  sont  assez  cuiimies  el  l'on 
sait  <|iie  dans  les  orMtes  tort  allonj^ées.  eoiiiine  celles  des  Comètes,  il  est 
iMl|)os^il)le  de  les  e\|)iiiiier  diifctenit'iil  en  follet  ion  de  /:  mais  loixin'on 
ne  les  deiiiaiide  que  pour  un  intervalle  de  temps  peu  eonsideralile,  on 
peut  toujours  les  réduire  en  suites  intinies  d'autant  plus  eoiiveri;enle.s 
(|iie  (  el  intervalle  sera  plus  petit:  et  dans  ee  tas  on  peut  même  se  passer 
ii'intei;ralioii,  el  parvenir  au  l)Ut  par  de  simples  dillérentialions  réitérées. 

Kii  ed'et.  en  reiiardaiit  x,  y,  z  comme  des  fonelions  de  l,  el  supposant 
i|iie  /  \  devienne  /  ^  5,  5  étant  un  angle  assez  petit,  les  valeurs  de  r, 
Y,  Z  <leviendrdiit  par  le  Tliéori'me  connu 

i/ji  ^        il'.r    0-        (l'x     S' 

^'  '^  dt  dp   ^  "^   dt'    2.3 '^■■■' 

dz_  d-z^  e=        (Pz^  _G' 

^  ^  di       ^  ~dF   ■?.  "^   dt'    -y.A         ■■" 

De  s(Mle  (|u'il  ne  s'agira  (|ue  d'avoir  les  valeurs  des  dillerences  succes- 
sives de  ,/ ,  T,  z  déduites  des  e(|uations  |)roposées:  ce  (|iii  ne  demande 
(|ne  de  simples  dillerentiations  et  sulistitulions. 

3.  Pour  l'aeiliter  davantage  ces  opérations,  il  est  lion  d'axoir  aussi  une 
e(|uali(iii  ditrereiilielle  en  /■,  el  pour  cela  on  n'a  (|ii';i  reiiiar(|uer  (|ue 

;■  (//■        v  dx  -+-  )  •  d)  ■  +  2  (/* , 
el  |»ar  consetiueiit 

(I I  rdr   --  X  d-x  ~  y  d'  y  --  z  d-  z  —  dx'    i    dy'  -k-  dz-. 
Or  les  e(|uatioii>  dilléreiitielles  du  u"  1  donnent  ^oii  taisant  S  =  i; 

x  d-x -^  yd'y  +  z  d'z        i  __ 

di-  r~"' 

et  les  mêmes  é([iialioiis  elaiil  uiiillipliees  res|>e(  liveinenl  par  .id.r,  ).(ly. 
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•?.dz,  ensuite  MJoiltées  eliseiiilile  e|   itllej;ri'es,  (luiitieiil 

dx^  -\-  dr^  ■+-  dz'       2       1 

a  el;int  une  ('(iusl;inl('  :it'liiti';iii'e. 

D'UH'  (lu  ;iui;i  Mir-le-(li;iui|)  cette  e(iu:ill()n  <'U  /'  et  / 

d(rdr)        i        i 

l:ii|ii('lle  et;iut  dilleicntiee  |iour  en  chasser-  la  constante  a.  on  aura 

(/•':/•<//•;        I    di 

'  d¥~  '^  T'dt^"' 

l'".t  si   ['(Ui  t'ait,  |iour  plus  (le  siMi|ilicilé,  r'- ^s,  un  aura  cette  é(|ualiiMi 

d's        i'  ds 

<//'  ',  dt 


Avant  (l'aller  plus  loin,  n(jus  reinartjueious  (ju'en  inlegiaulccUt;  iM|ua- 

tion.  on  a 

d's        2        9. 
dt'        ^s       a 

unilli|)lianl  |)ar  ds  cl  integi'ant  de  nouveau,  on  aura 

I  ds^       ,    -       7.  s         , 

(I  cl  /y  elaiil  ileu\  constantes.  Or  cette  dernière  integi'ale  (liuinc.  en  rc- 
niellant  /■  i»  la  |)lace  de  .v, 

rdr 


dt: 


^" 


6  +  2r  ■ 


d'nii  il  est  aise  de  ((Uiclure  (|Ue  il  est  le  deuii-a\e  de  la  secli(Ui  c(Uii(|ne 
et  />  le  (leiui-|iarauii'tic.  (!ar  en  faisant  i/r  <>,  on  aura  pour  les  deux 
apsides 

—  h -*- ■}.!• =  o,     savoir     r' —   7Mf -t   ah       o; 
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en  Mille  (|I1C  Ml  SCt-a  l;i  Sdl •  ili-  l;i  |illlS  lilMnde  ri  dr  l:i  plus  liclllf  ilis- 

hiiHc  cl  ah  If  |iriiiliiil. 

i.  (>t'l;t  |iiisc.  iiims  avons  ^\^)\\^■  en  |irfii:iiit  la  distance  iiKiyeiiiii'  du 
S(dci!  il  la  Teri'c  pour  l'unité,  ii'  mouveiiieiil  moyen  de  cet  aslre  |M>iir'  I'' 
lein|is  /.  et  Taisant  r"  =^ s)  ces  (inatic  é([ualions  ditréientielles 


,/K- 


(l-X  x 


(/'y         y  d'-z         z  i/'s         I    f/s 


dr- 


dv- 


'—  z^  O, 


dr 


4  dr       4  (h 


Ainsi  l'on  aura  |)ai'  des  dillcrcnliali(Uis  cl  des  suljsliUilioMS  consécutives 


d'x 
dp 


d^x  Z    ds  I   dx 

~dF~~^,'dl'^~~i'dt' 


d'x        /    3     d-s        3.5  ds'         i\  3    ds  dx 

IfF  ^\~ï  ~dr  ~"7Î  Jî-  ^  VA^"^  1-dJ  Tt 

d'x       (       i5  ds       ci.5dsd's       3.5.7  </4^\  /   9    '^'*       V)-'*  as-        i\dx 


5.7  «i^X  /   9    d-s      i).St/5=        \  \dx 

Y  7lrr^('^dr''Tl  dr  "^  ?  )  777, 


(//■    '   \        24'  dt        ,  I     dr  02'"/  \        -  "-  '    ■ 

\  \s  CiS  J  \1S'  45' 

el  ainsi  de  suite. 

l-'.t  l'on  aura  de  naicilles  iKlinules  pour  les  dill'eieuces  de   y  et  ;. 


5.    Si  donc  on  lait  ces  sul)slituti(Uis  dans  les  forniulcs  du  u"  2  cl  i|u'a- 
pii's  avoir  leiuis  /-  à  la  plaei'  de  .v,  on  su()|)ose,  pour  aliret^cr, 


0=    r  0'     3   (/;•  5'      I    3   ^/  rdr  3.5  r//-         r 


.3  ;•'  dl        2.3 


■•4L'-' 


(//•■ 


dr  "  /■■ 


0'        r  3.5  t/r       y^  drd(rdr]  _  3.5.7  'J^ 
2.3.4.5!  y-"  Tt'^l^    '    dr  r"      dr 


7737''^  2.3.4  r*  f//"^  2.3.4.5 [/-^ 


6-     I  6'       t)   dr  0'        I  i)   dyidr,        i)..'")  '//■  1 
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dx       ,.  dy       „  dz 

f^-^sjj^  -fr-^s^^  f'^ëdï' 

|KHii'  Uis  valt'Ul's  (le  x\  v,  c  (|in  i('|imiilriii  mi  |riii|i^  /  +  5. 

(i.    On  |iciil  liuiivcr  (le  iih'IIH'  la  valeur 'le  v  ic|t(Hi(laii(c  ii  /   '    i;  ii'lli' 
vaifiii'  scia  r('|trcsfnlt''('  par  la  série 


Oi-  rf(|uali(iii 


ds  „       d-s     6- 


d's         I    ds 

dF-^ldt=" 


(liiiiiie  les  valeurs  siiivaiilés 


d's  I    ds 

'dp  ~~  1  Tt' 
s' 

^  —  _  1  ^     _L  ^' 
l/F  ~~  ^  'JF         ;  dr' 

s-  2.S' 

d''s         I    ds         9    dsd''s       3.5  ds^ 

is  i\S 

el  ainsi  de  siiile. 

Donc,  |)uis{Hie  *=/•-,  si  l'on  suppose  (|ne  /-  devienne  lu-  après  li 
leiiips  ;  ^-  5,  on  aura 


Il  =  1-^0 


?.  dr        9'   a   d{rdr)         ô'    ?.   dr  6*      f  2   diidr         G  dj^ 


[1   di  rdr         G  f/^^"  ] 
7'      dp        '  7'  dp  \ 


r  dt    '     •->.   /•-      dP   '        i.Z  r'  dl        ?..3.4L''      '/''  ''  '"' 

0'       r  ?.   '//■        1 8  (//•</( ;•<//■!        3o  r/;' 


9.3.4.5  I  /•'  r//         /■•         dp  ;•■     '//'  I 

7.    On  aurait  pu  aussi  déduire  cette  lorninlc  de  eidles  ilii  n"  .").  en  re- 
marquant (|ue.  ciinuMe 

r'^  x^  -i-  )'■  ■+■  z\ 

(in  aura  la  valeur  de ///-  en  mettant  /o" -(- ^-7-   au  lieu  i\v  x,  fy  +  g-jj 


»  dl 


>^  dl 
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ail   liiMi  (le  y  et  f^^g  ,j  au  lieu  de  z\  de  sorli'  (luc  (('(tf  valeur  scia 


m  l)ieii 


,.       ,         ,        ,^  -    /     </.r  (/y  dz\  ,  /f/x-        </)•=        rlz'\ 

•'  •'  •■'''  \      r//        ''    (h  dt  j       ^    \  dr-         dt-        dp) 

mais  on  a 

x~  -+-  y'  -+-  z'  — -  /•-,     X  dx  -(-  )•  dy  ->-  zdz  ^=^  r  dr, 

dx- -h  dy--h  dz'-^d  rdr   ~  x  d-x  ^  y  d-y  —  z  d^z  —  d  rdr   -r ; 

iliiiic.  .suhsliluaiil  cl  divisaul  par  /-,  on  aura 

,        -,       -.2  dr  \   i    </i rdr)         il 

l'I  iiiêltanl  pour /et  g  leurs  valeurs,  il  viendra  la  même  formule  (|ue 
nous  venons  de  trouver  par  une  voie  plus  simple  et  plus  directe. 

8.   Regardons  maintenant  la  quantité  /  comme  constante  et  0  comme 
variable,  il  est  clair  que  les  (juantités 

dx      dy      dz  dr     d   rdr 

X,   Y,   z,    -j-i    -~i    -J-,    r,    -T-'    — i ■ 

•  dt       dt      dt  dt         dt- 

qui  sont  des  fonctions  de  /,  seront  aussi  constantes  par  rapport  à  5;  ainsi 
l'on  aura,  par  les  formules  des  numéros  précédents,  les  valeurs  des  coor- 
données X,  y,  z  et  du  rayon  vecteur  r  en  fonction  de  ces  dernières  con- 
stantes et  de  la  variable  0,  et  ces  valeurs  seront  d'autant  plus  exactes  iiue 
l'angle  5  sera  plus  petit. 
Or,  puisque  (7) 

rdr       xdx^ydy^zdz      dirdri       dx'-h  dy'-h  dz'        i 
■^  dt  dt  dt^  dt-  r 

on  voil  <|Ut'  CCS  diiïci'cnlcs  conslanlcs  se  réduisent  à  ces  six   r, y,  z,  -y, 
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7/'   77  '    '''^'1'"'"''^  (lr|)('lMlfIlI   lie   l;i   vili'ssc  cl   i\r  l;i   (litfclinfi  du   idips. 

loi'SlUlf  0  o;  (le  soilc  (|lic  les  luiiiuilrs  <lii  ii"  ô  miiiI  en  cllcl  l(••^  iiilc- 
i^ialcs  npiDpli'tos  di's  trois  r(|ii;itiuiis  (liircr('iiliclli'>  (lu  n"  1,  m  \  -.ii|i|)ii- 
saiil  c/t  =  dO,  mais  iiilc^ralcs  en  sciii'  fl  m'uIciiicmI  apiiiocInTs. 

i*.  Li's  riu'mcs  i  (uislaiilcs  (Iclci'iniiiciit  aussi  les  clciiiciils  ilf  roiliilc. 
(!ai-  fil  iiiiiniiiaiil,  ciiiniiic  dans  le  n"  ."i,  '/  If  dfiiii-i;iaiid  a\r  de  l'uilnlr 
cl  /'  le  (lciiii-|)ar'aiii(irc,  mi  a  d'aliord 

Il        d{  rdn        .  ;•»        ^  dr' 

Il        r  (If  (i  lit' 

Kiisuite,  si  l'on  nomme  -^  l'angle  du  rayon  r  avec  la  liiiiic  du  |»éiiliélie, 
on  aura,  par  la  nature  des  sections  conitines. 


e  étant  rexceiitiiiilc  de  l'oiliite 


I  -i-  ecos&, 


s/'l- 


,,,,.,  ■.  ,  (Ir     (I  rtlr\     ,  ,. 

I)  (Ml  I  (III  vdil  (|iic  les  trois  (|iiaiililes  /■,       .    --.-^,      ddiiiicnl  iniincdia- 

tcincnl  les  dimensions  de  l'oiiiile  et  la  posili(ni  du  iieiiliclic  sur  l^uinlc; 
en  sorte  (|iril  sera  facile  de  calculer  par  les  loriiuiles  cdiiiiucs  le  leiiijis 
(lu  passai^!'  par  le  perilndie. 

I,(irs(pie  l'orbite;  est  [)aral)oli(|ue,  connue  le  soûl  a  peu  pri's  celles  dev 
tjimeles,  on  a  a  =  x  ;  dont: 

d{  rdr!  i 


ce  (|ui  simplifie  les  expressions  de/,  ^r,  //. 

\  l'éiiard  de  la  position  du  plan  de  l'orliitc,  si  Idu  iKiniinc  t;  Tiik  Ii- 
iiaisoii  par  rapport  an  plan  des  x  et  y,  et  '|  l'aiiiile  de  la  ligne  des  inends 
avec  l'axe  des  .c.  (iii  aura  par  les  rdriiiiiles  connues 

.     ,         ydz  —  zdy  ,        xdz  —  zdx 

tanfimsnvi/.-. -l ;  ■,     lan^nj  cos^j.: 


xdy — ydx 


xdy — ytix 
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10.  Ces  préliminaires  posés,  venons  ii  la  solution  dn  Ptdlilriin'  dr  la 

liflcMiiiiiiarKin  (le  l'orliitc  il'unr  ConiiMc  par  triii>  (i|p>crvatioiis  prii  cloi- 

i;nc'rN  cMlri'  i'llf>. 

Seul  0  la  (listancf  rc(tilii;nc  de  la  Comi'lc  ii  la  Tciic  au  lnuit  (rnii  Innps 

(|iirl(oii(|iir  /  +  5,  cl  soicnl  a  j5,  |3p,  yp  les  trois  coordonnées  irctangles 

lin   lii'ii  ap(iiii-i'nt   de    la  (lonii'te  par  rapport  an  centre  de  la  Terre:  en 

xitic  (|ue  l'on  ail 

3!-  H-  3=  -f   y'  =  I  . 

Il  csl  (  lair  (jne  ces  (juantilés  a,  /3.  y  déterminent  simplement  la  position 
de  la  ligne  0,  c'est-à-dire  la  direction  dn  rayon  visuel  de  la  Comète:  elles 
seront  par  conséqiicnl  données  par  (  lia(|ue  observation  de  la  Conii'lc. 

Soient  de  pins  R  la  dislance  dn  Soleil  à  la  Terre,  et  AR,  HR,  CR  les  coor- 
données du  lieu  du  Soleil  par  rapport  à  la  Terre,  en  sorte  ([uc  Ton  ait 

aussi 

A^  -hn--¥-  (?  ^  I  . 

Il  csl  facile  de  concevoir  (|u'en  n'Iraiichaul   respectivement   ces  der- 
nii'r(>s  coordonnées  des  premii'res,  les  ditlerenees 

ap- Ali,     Pp-BR,     yp--(:i{ 

doivent  être  égales  aux  coordonnées  de  l'orliite  de  la  Coini'te  autdin  du 
So|(^il,  (pie  nous  avons  vu  (5  )  éti"e  exprimées,  en  gênerai,  par 


„  dx  cl)- 


(It 


dz 
'7i 


On  aura  donc  ces  trois  iMpiations 

ap  -  AR  =fx 

(3p       HH      /) 

des(|iielle>  (diniiiiaul  rinciiiuiue  '..  on  aura  deux  e(jualious  (pii  conlien- 


»  'dt  ' 

'Il 

^  dt  ' 
dz 


I)  \  l' it  i; s  r  u o I  s  o  it s  !■: u  \  m  ions.  ;jo;) 

(li'diit  les  six  ((iiisiiiiilcs  iriciiiiiiiu's 


■^.     }■'     '• 


t/.r        </}■        ilz 


(l'dii  (Icpciid  l:i  (Iflcriuiiiiitioii  de  rdrliilc  dr  la  Comi'li'  (9). 

(IIkkhic  iil)si'i\ati(m  rdiiriiifa  ildiic  deux  ('(iiialums  de  (•clic  cspccc;  |iai 
('onsc<|iicMl  il  f'aiidia  li'ois  ohscivalions  |iiiiii'  a\(iii'  aiilaiil  d'c(|iialiniis  (|iic 
d'iiicdiiiiiics. 

1  I .   Sii|>|)Osuiis  diiric  (lu'on  ail  oliscfvc  une  Coinèlo  li'ois  t'ois  au  lnuii 

des  lcni|is 

/,     t  -+-  0' ,     t  -!-  b", 

iiu  aura  Iniis  systèmes  d'c(|uatiiiiis  s('iiil)lai)lcs  à  celles  du  luiincro  précé- 
dcMl,  en  \  taisant  successivcincnt 


Or,  lorsque  6      <>,  on  a  /      i ,  i;  o;  si  donc  on  désigne  pai'./',  g'  et 

par  /",  g"  les  valeurs  de  /',  g  (|ui  icpondeni  ii  0  ^  5',  0  —  5",  (|ue  de  même 
on  iuai(|ue  |iaf  un  ou  |»ar  deux  liails  loules  les  autres  (|uanlités  cori'es- 
|iiiudanles.  on  aura  ces  trois  systèmes  d'éiiuatioMS 

/  ap    —    A  K   =1  X, 

l'remier  système '   t^P    ^    B'^   ^=.''> 

'  yp    -   eu    =  s, 

xp  -  M{  ^f  x-h  g  -^, 
Deuxième  système. ...  /  ^' o'  —  B'  IV  ^^  f  y  ■+  à''    /  ' 


x"p"-  \"\\:'  ---f"x  +  g" 


<lt 

(Ix 

(It' 

Troisième  système    .    .  {  3"r>"-    B"K";     f"  y -\-  s"  -h-i 
f  y"ù"~~{:"\\"-.f"z  +  g"^'' 


(Il 
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l'i.    l'ciiil  se  rciluil  iiiniiiIi'iKiiil  ;i  l'Iiiniiii'f  les  dillcrciilcs  iiicdiiiiiM's. 
l'uni   \  |i;ii\t'iiii-.  je  (■Diiimciici'  |p;ii- l'Inniiicf  les  deux  iiicoimiics  ,»  et  - 

(lc>  |)i('inii'ii's  ('(iiuiiioii-.  ilr  rli;i(|iic  ^\sli■nl(';  cl  l';iis;iiil.  jioiii'  iilii'i'gcr. 

'-yv    /"s;'. 

i';uir;ii  ictlf  (■(|u;ili(»ii 

y.ol      x'p'g"  -~  x"p"g'  ■-.  AK/  —  A'  Wg"  -f-  A"  R"^'. 

.r;uii;ii   (If  iiH'iDc,  m   l'IniiiriMiil   >-  et   -;-  des  dciixii-mcs  (Miiialions.  cl 

(//  ' 

<h    , 
ciisuiU'  3  e(    -.     (les  troisicines.  ces  deux  ;iiiti-cs-ci 

|3p/-(3'py +  [î"pV-     mi      R'R'g''  +  B"K"^.'. 

yp/  _  y'p'g."  -^  y"p"g.'  ^  CK/  (7  R'g"     -   C"  IV'  -'. 

Au   iridven  de  ces  li'dis  ('(IIKiIkhis  un  (Iclciiniiiei':!   o ,  o' ,  p";  el  si  l'on 
f;ii(.  |>(uii'  ahréger, 

ci  a((3'/'— j3")/';  H- (î{  y'a"  —  7"a') -f- y  (  «' (3"— «"ji'  , 
à.  =  A((3'y"-  {3"yM  +  B(y'a:"-  y"a')  +  (:(«' (3"  -  a"(3'  , 
^,^  A;  y  [3"  -  3y"  ;  ^  B  ay"  ^^  ya"  i  H-  C  ,33t"  -  o^'fi"  ., 
^,=  A;|3y'  —  3'y:  ^  Biya'—  y'x)  -I-  Ci'aj3'  —  a'(3:. 

()ii'ciiMiile  un  deiiole  par  A,  A,  ,  A',,  ce  (|iie  devieniienl  A.  A,,  A.,  en 
\  (liani;caiil  A.  B.  ('.en  A',  B'.  ('/.  el  [)ar  A  .  A'|  ,  a!,  ce  (|nc  lc>  mêmes 
(|iianlil('s  devieniicnl  l(prs(|ne  A.  15,  C  deviennciil  A  .  H".  (!  :  un  Iron- 
vcia  par  les  r()rmnle>  c(ninnes  |iuiii-  ['('diminaliun 


P  = 


P  — 


_  AR|-  A'lt'g"+A"R"g' 


0/ 

A,i{/      AIK'g   -4- A:R"g-' 
àg" 

A,R/-A;R'g^"  +  a;  W'g' 
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i;?.    Je  iciii;ii(|iii'  iiMiitilriKiiil  (|iii',  si   l'on   ;ijiiiilc  ciisfiiilili'   les  CMifcs 

(les  lldi-  (■(|li;iliniis  (If   cIliMIllc  s\sli'liH'.   on   pciil   (■^nlflllflil    liiiii'  ilis|);i- 

i"iiliT  les  i|Uiintil(''S  X,  y,  z,    4-)  -;,  >  -/  •  Car  si  l'dii  t'ail.  imhii  ;iliic^rr. 
'  •'  lit     (Il     lit  ' 

r  =  Aa  -(-    R(i  -hCy, 
r'=  AV-h  B' (3' -H  C'y', 

r"-=  A"a"+  B";5"  ■   C'y", 

(M  (|ii"<)ii  (IciKilc  |iai'  //  ,  //'  les  valciiis  de  A  (|iii  rc|iipnili'iil  a  ^  —  5'.  5  —  5", 
un  aura,  (lar  ce  (|ii'i)ii  a  \ii  ilaiis  le  n"  (>,  li(ii>  iM|Uali(iiis  de  la  loniir  siii- 
vaiilc 

p'  —  ?rHp  -  ir  =  *% 

p'=-  aril'p'  -^  R'^  =/*'/■=, 

p"=-2r"R'>"  ^  R"-=/<"r'. 

1  'f.    Donc  ciilin.  snl)sliluanl  dans  ces  f>(|ualions  les  valenrs  de  6,  &',  p" 
trouvées  ci-dessus,  on  auiM  les  Irnis  cqualions  tinales 

yWKl  -  \\{'jr'  ^  1   W  g      -  .>rU   AIW-  \\\'g  ^-  \   \K  };■    ol 
-MR'—  /•=   o'/'— o, 

iA,R/- A,  R'g^' -t-z\';R"g-'!»-f- aPH    A  H/      Aj  R'j;;'  +  A;  R";"''   og" 
-t-    M'-'  -   /(';•'  o^g"'  =  o, 

A,  IW-   A,  R'g^"-4- A:'R"^'j=-  jV  K     A.IW      A,R^'    -i- AMV'giOi^' 
_(_  (R''-_  h"r'-)o-g''^  o. 

Or,  des  dillrienlo   (|uaMliles  (|ui   roMl|)oS(llt   ces  Il'ois  e(|lialinn->.    le^ 
unes,  telles  (|Ue 

ô.  A,  A,,  A..  A.  A  .  a;,  y.  A,,  a:,  r,  r,  r.  r,  \k  .  w  . 

sont  censées  données  et  connues  par  les  o|»servations  de  la  (louu'te  ei  par 
la  Théorie  du  Soleil.  Les  autres,  savoir 

/.  f!'^  S".   /''.   /'". 

sont  des  louctious  counucs  di's  (luanliles  connues  0  ,  0'  et  des  trois  con- 
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(/;■    (/   ;•(//■         ....  .  •     •  1       . 

sl;iiili'^  iiKdiiiiiics  /•,  -T-)  -     ,  —  :  ;im.si  les  ('(i  lia  lions  prcccdciilcs  ihmincii  I 
dt        dp  '  '  ' 

siMvir  a  (Iclriiniiicr  ces  trois  incomiucs  cl  ;i  icsoiidic  |iar  (■oiiSf(HU'iil  le 

Prolili'iiic.  Kxainiiioiis  siicci'ssivciiit'iil  ces  deux  ('S|)t'ccs  de  (|uaiilil(''S. 

I  '}.   Je  ri'iiiar(Hii'  d'alionl  ([iic  si  l'on  fail  le  carre  (k-  la  quantité  5  (12), 
on  |i('iil  le  iiicllic  sons  cfllc  t'ornio 

a'=:(a=-t-  [3'-+- j/2 )(«'»+ [3'"+ y"  )(«"»-!-  (3"'+/'') 

-f-  7.((xx'+  (3(3' -I-  )/y')(aa"4-  j3(3"-t-  y/')(«'«"+  (3' |3" -I- y' y"  ) 

—  (  a»  +  (3'  -t-  y')  («'«"+  j3'  |3"-f-  Y  y"  Y 

—  ix'"  +  P'=  -4-  y''){a.x"  +  (3(3" -h  yy")' 

—  (  a.'"'  -i-  [3"^  -f-  y"'  ;i  (  a  a'  +  (3  (3'  4-  y  y'  )'. 

Or  on  a  ftO) 

a'  +  (3'  +  y^  =  I , 

il  par  idiisc(|ii('iit  aussi  i  11; 

«'=  +  ;3'^  +  y''  =  I .     a"-  +  (3"'  -+-  y"'  =  I . 

|)f  plus,  (■onuiic  rxo,  ^-ip,  yo  son!  les  Irois  coordonnées  de  la  Coini'te 
par  rapp(Ml  an  centre  de  la  Terre  dans  l'observation  faite  au  bout  du 
temps  /,  et  (|ue  de  même  7.'fj\  j'i'o',  y'V  sont  les  trois  coordonnées  de  la 
iiiéme  Coini'te  dans  l'observatiini  faite  au  bout  du  temps  /+  0'  (numéros 
cilcsj,  il  s'ensuit  (jue  la  distance  reclilii;ne  de  ces  deux  lieux  de  la  Co- 
mète sera  exprimée  par  la  racine  carrée  de  la  (juantité 


xp  —  x'p'  1^  -f-    3p  —  |3'p'  1^  -+-    yp  —  y'p' 


>  p  p'  '  a  a'  -t-  3  3'  -^  y  y  '  >  - 


Mais,  en  considéraul  le  triangle  recliligne  dont  la  base  est  cette  distance 
et  dont  les  cotés  s(nil  les  droites  p,  p'  menées  du  centre  de  la  Terre  aux 
deux  lieux  de  la  Conielc  si  l'on  nomme  '.)  l'angle  compris  entre  ces  deux 
cotés,  on  aura  par  le  fiieorème  connu 


0-  —  ?.  0  0  ros'.i  -(■  0  ■ 


pour  le  carré  de  la  base.  De  sorte  (lu'eii  com|)arant  celle  expression  à  la 
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|)l'('C('(l('lll(',  on  ;illl:i 

3t3t'  -f-  P;3'  -I-  yy'  ^  rosw. 

Kt  I'dii  pioiivri"!  (le  inciiii'  (in'cii  iKiiiiiiiaiil  ',>'  l'aniilc  ((Hiipris  par  lo 
droites  o',  o' ,  cl  ui    l'iiiii^lc  coniijris  par  les  (li'oilcs  o  et  (i",  on  aura 

a'a"-i  j3'(3"-h  y' y"      cosw', 
a.a!' -!   [3 (3" -(-  -^Y ^-  coso)". 

Donc  la  valeur  (l<'  'T-  (le\  iendra  par  ces  siihsdtiitioiis 

6^       I -I    aeosf.)  foso)' fosr,)        cos'm  —  cos-w' —  cos'w". 

Cette  expression  peut  se  mettre  encore  soiis  une  autre  forme  plus  com- 
mode pour  le  calcul  ;  car  il  est  facile  de  se  convaincre,  par  le  développe- 
ment des  leiiiics,  (|u"clle  e^l  la  même  chose  (|ue  celle-ci 

—  [cos  (  w  -t-  w'  )  —  CCS 6)"  ]  [  ces  &)  —  w'  )  —  CCS &j" ]  ; 

en  soi'le  (|u'on  auia  pai'  les  Iraiislormalions  connues 

».            ,    .    f>i  -\-  0)'  4-  fi)"    .    Cl)  H-  w'  —  ri)"     .    w  —  0)'  -H  0)"     .    w  —  6)'  —  w" 
d*=  — Asin. sm sm sm — » 

2  2  2  2 

formule  Irl-s-comuiodc  pour  le  calcul  lui^arillimicpu'. 

H).  Or  il  csl  visii)lc  (|iic  les  angles  oj,  w',  oj"  ne  sont  autre  chose  ipic 
les  trois  cotes  du  triangle  sphéri(|ue  form»'  par  les  trois  ceci  les  de  la 
s(thère,  lesipuds  joiiiuent  les  trois  lieux  apparents  de  la  Comitr  ilan>  les 
trois  oliscrvali(Mis.  Si  donc  on  considère  ce  triangle  sphéricpic  cl  ipi'on 
nomme  ii,  12  ,  12"  les  angles  opposes  aux  côtés  •>>■,  o/,  ',>" .  on  aura  par  le 
Théorème  connu 

cosf.)" -j  C0S61  cos&>'  -t-  siii'.)  siiif.)'  cosii"  ; 

celle  valeur  claiil  sulisliliU'c  dans  la  |ii'cmi('re  expression  de  o^,  on  aura    ■ 
a|)i'ès  les  l'édiiclions 

0=      sin'wsiii'o)' sin'il", 
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t'i  i'\ii;i\;iiil  la  racine  carrét', 

d  -—  sin(.)  siiio'  sinii". 
On  lioiivora  di'  la  ini'inc  manière 

o  =-  siii'.)'  si  11'.)"  sinl2  —  siri'.i  sin  '.)'  -imil'; 

ce  (|iii  fournil  diUcrciils  niovciis  de  calriilcr  la  (|uantil('  n. 

An  l'oste  il  osl  l'acilc  de  pionvL'r  (|mc  celle  (|nanlile  n'est  autre  cluise 
<|ut'  la  solidité  |)iise  six  t'ois  de  la  pyramide  triangulaire  (|ui  a  le  sommet 
an  centre  de  la  splii're  dont  le  rayon  est  supposé  égal  à  i,  et  (|ni  insiste 
sur  le  triangle  s|)lieri(|ue  t'ormé  par  les  arcs  'o,  ',/,  w",  c'est-ii-diie  (|ui  a 
pour  base  le  triangle  recliligne  t'ormé  par  les  cordes  de  ces  arcs.  (>ar  si 
l'on  considt're  une  des  faces  triangulaires  de  cette  pyi-amide.  celle,  par 

exemple.  (|ui  a  piuir  liase  la  corde  de  l'arc  'o.  on  auia        -  pour  l'aire  de 

celle  face;  ensuite,  si  l'on  considl'ic  la  face  qui  a  pour  liase  la  corde  de 
l'arc  w',  il  est  clair  (jue  l'angle  d'inclinaison  de  ces  deux  faces  sera  le 
même  que  celui  que  forment  les  aies  oj  et  oi'  dans  le  triangle  sphérique, 
cl  (|ne  nous  avons  dénoté  pai'  iï';  et  de  là  il  est  aisé  de  déduire  (|u'en  re- 
gardant la  face  ^ — '-  comme  la  hase  de  la  pyramide,  sa  liauteur  sera  ex- 
primée pai'  sin './ sinil' .  De  sorte  (]ue  la  solidité  de  la  pyramide  sera 

sin&isinw' sinU'' o 

6  ""6" 

17.  Kxaminons  maintenant  les  autres  quantités  dépendantes  des  oh- 
servations.  On  voit  d'ahord  par  les  formules  du  n"  12  (jne  les  expressions 
de  A,  A,,  Ao  sont  .semblables  à  celle  de  o',  et  (|u"elles jrsultent  de  celle-ci 
en  y  menant  simplement  A,  B.  C  à  la  place  de  a,  fi,  y  pour  avoir  A,  à  la 
place  de  c/.  ,  fj\  -j'  pour  avoii'  A, .  et  à  la  place  de  c/.' .  [-".  ■/'  poui'  avoir  Ao. 
Or.  puis(|Ue  AR,  IJR,  t^R  sont  les  trois  coordoiuiees  du  Soleil  coirespon- 
daiites  aux  coordonnées  ap,  |3o,  y^  de  la  (lomele.  l\  et  o  étant  les  dis- 
tances du  .S<deil  cl  de  la  Comi'te  à  la  Teric  10  ,  il  s'ensuit  (|ue  A.  B,  C 
sont  pour  le  Sideil  ce  (|ne  c/..  fi.  y  sont  pour  la  (lomi'te. 
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D'i.iii  l'iiii  |»ciit  cimcliin'  (|m"uii  :uiim  les  Viilcms  de  A,  A,,  A^  piii  les 
iiM'iiii's  lorinulcs  (juc  (('Ile  de  o,  l'ii  siihsiil ii;inl  siicccssivcnifiil  le  lieu 
(lu  Soleil  (lîius  la  [trt'iuii'ii'  oIimt  valinu  ;i  cliiH  uu  des  li'ois  lieux  (ihsci-vés 
<l<'  la  Cuiui'tc. 

Kl.  riiruMir  les  (|UiiiUitrs  A',  A',  ,  A'^  el  A",  A'j  ,  \".,  rôsultciil  de  celles 
dr  A,  A,.  A,  .Ml  \  clian-caul  A,  15 .  C  on  V,  IV,  ('/ et  eu  A",  B",  C ,  il 
s'ensuit  (|Uf  pour  avoir  ces  quanlilés  il  n'y  aiiia  qu'à  employer  les  lieux 
du  S(deil  ((inespoudauls  à  la  scecuide  el  :i  la  lioisitMDe  obsei'valion. 

Kntiii,  pins(|u'iMi  a  (roiiM'  plus  liaul 

aa'  -f-  {3(3'  ■+-  yy'  =  cos&j, 

'»  elaul  la  dislaiice  des  deux  picniiei^  lieux  de  la  (iouii'le,  il  est  facile  de 
vdii-  qu'un  aura  aussi 

x\  -*-  3I{-^  yC       eosL. 

en  (leiii)laut  par  ^  la  dishnuc  apparente  des  lieux  de  la  (ioiui'le  e|  du 
Soleil  dans  la   première  (diservaliou. 

De  là  ou  conclura  donc  que,  si  ■!>,  'b',  6"  sonl  les  arcs  qui  joignent  les 
lieux  eorres|)oii(lants  de  la  Comète  el  du  Soleil  dans  chacune  des  trois 
oliservalions,  ou  aura     1  l) 

r=cos4',     F'  —  COS.}/',     l"    -cus-li". 

18.  Pour  uu'ttre  les  (piaiilites  pri'cedentes  sous  une  tonne  ()lus  siui|)le, 
je  désignerai,  ou  gênerai,  par  ABC.  la  valeur  de  six  t'ois  la  scdidite  de  la 
pyramide  triangulaire  qui  insiste  sur  un  triangle  splH'ri(|ue  (|uelcouqne 
ABC,  et  (|ui  a  le  souuuel  an  ceiilre  de  la  spliere.  Cette  \alcin-  est  déter- 
minée par'  les  l'nt  nulles 


>  ABC  ^  y  n-  2C0SAB  cosÀÇcosBC  —  cos'AB  —  ros'AC  —  cos'BC, 


1.1/  —  sin 


(VB  +  AG+BC    .    AB-t-AC-BC    .    AB-.\C-(-BC    .    AB-AB-BC 

SOI  SOI  — sm  —  , 


^:  siu  AB  sin  \C,  sin  A, 
=  sinAn  sioBC  siril$. 
=  siu  \(.  sin  li(;  siii(,. 
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(lcs(|ii('ll('s  (Hi  |i(uiit;i,  dans  cIkkiiic  cas  |)arti(iiliri-,  ('iii|)l(iv('i'  celle  (in'nii 
jiiiicra  la  plus  l'oinmode. 

D'après  cette  notation,  si  l'on  désigne  par  C,  C,  C"  les  trois  points  de 
la  snilace  de  la  sphère  où  la  Conii-te  a  été  observée  au  bout  des  temps  t, 
t  ^  0\  /  -h  5",  et  par  S,  S',  S"  les  trois  lieux  correspondants  du  S(deil: 
(|u"ensuite  on  joigne  ces  six  points  par  des  arcs  de  i;ran(l  cercle,  et  (ju'on 
considèi'c  les  dilférents  triangles  formés  par  ces  arcs  et  ayant  leurs  angles 
il  trois  de  ces  six  points  C,  C,  C",  S,  S',  S",  on  aura  les  valeurs  suivantes 

ô  =(CC'C"), 

A=(SC'C"),    A,  =:^CSC"),     A,  r=(CC'S;, 

A'  =  (S'C'C"),   a;=.(cs'C"),   a;=:(CC'S'), 

A"=(S"C'C"),     A:  =  ;CS"C"),     A';=(CC'S"l. 
De  plus  on  aura 

r  =  cossc,   r  -cosS'C,   r"=cosS"C". 

19.  (>  siuit  lii  les  seuls  éléments  qui  dépendent  des  observations  et 
qui  demandent  à  être  calculés  séparément  pour  chaque  système  de  trois 
observations  d'une  Comète.  On  voit  (|ue  ces  éléments  dépendent  uni(|ue- 
ment  de  la  position  respective  des  trois  lieux  apparents  de  la  (j)inète  et 
des  trois  lieux  correspondants  du  Soleil  sur  la  surface  de  la  sphère,  c'est- 
à-dire  de  l'hexagone  sphéricpie  formé  par  des  arcs  de  grand  cercle,  (|ui 
joignent  ces  six  points  de  la  surface  de  la  sphère;  et  l'on  pourra,  dans 
une  première  approximation,  se  contenter  de  déterminer  les  angles,  les 
(^oléset  les  diagonales  de  cet  hexagone  pai'  le  moyen  d'un  bon  globe  cé- 
leste; mais,  (|uand  on  voudra  mettre  plus  d'exactitude  dans  le  calcul,  il 
sera  nécessaire  de  les  déterminer  par  les  règles  de  la  Trigonométrie. 

A  l'égard  des  trois  quantités  U ,  U,  H  ,  <|ui  e\|iriment  les  distances  du 
Soleil  à  la  Terre  dans  les  trois  observations,  on  les  aura  par  les  Tables  du 
Soleil  ou  par  les  Kphrrm-ridrs.  On  pourra  même,  à  cause  de  la  petitesse 
de  l'exceiilricile  du  Soleil,  faire 

R^K'  =  R"=  I, 
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ol:{ 


et'  (|iii  scrvii'ii  il  Miiiiililicr  lis  ciiiciliiiiiN  du  m"  1  'i ,  siiiis  |)icjii(li(ici-  scii- 
Ml)lriiK-nl  il  li'iir  i'\;i(  liliidc. 

■H).  Au  icsic,  si  l'dii  iiiiiiiiiir  TT  l'aiiLili'  (|iii'  l;(  diuilc  o  mi  le  r;iyiiii  vi- 
siitd  (!<■  I;i  C.oiiii'li'  t'iiil  ;i\cc  le  phin  des  ,r  cl  v,  «'I  7  l'iiiiglc  (|1U'  l;i  iirojcc- 
lioil  de  ccKc  lij;iic  l'iiil  avec  r;iiii;l('  des  ce,  il  csl  ("iicilc  de  voir  (|ii'oii  ;iiii"i 

a  :=  coscj  cosij,     j3       oosrosiiiT-,     y       sinm. 

De  niiMiic,  si  l'on  iioinnic  II  cl  2i  les  angles  que  le  i-iyon  K  de  l'orltiti-  d(i 
Soleil  t'ail  avec  le  n)cine  plan  des  ,/•  v\y,  et  (|iie  la  [iroiedion  de  ce  rayon 
l'ail  avec  l'axe  des  .r,  on  aura 

A  — cosllrosi,     H       cosllsiiil,     C      siiill. 

Donc,  si  l'on  niar(|nc  pai'  nii  cl  |iai'  deux  Irails  Imilcs  les  ipianlilcs  (|iii 
se  ia|i|iortcnl  il  la  seconde  cl  il  la  lioisii'inc  (discix  aliini.  cl  (|iidri  sii|psii|iic 
ces  \aleiiis  dans  les  roiniiilcs  du  n"  12.  on  aura 


è  =sin(,(T'  —  o-coscT  rostn' sinro" 

—  siniff"—  o-)cosin  costn'sinin' 

H-  sin  fo-"—  a'  )  rosra'  coscr"  sinni, 

A  -^  siii   a' -    -  cosll  cosra' sinm" 

—  sin'  3-"—  ^   cosll  rosra"  sinro' 
■+■  sin  (o-"-    t'    cosm'  cosnT"sinn, 

A,  =  sin(2L-    (7    cosTO  cosII  sin  m" 

—  sinio-" —  (TJcoscj  cosm"slnn 
-»-sin((y"—  2)rosFI  cosro"sinci, 

Aj=:sin{(7'—  (T    eoscj  cosro' sinll 

—  sin  1  2  —  (7  i  cos  7s  cos  II  siiira' 
-'-sin(i—  T'iCosra'rosII  siiiro. 


IV. 


65 
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l!l  piiur  :iV(iir  les  v;ilciirs  de  A',  A',  ,  A,,  cl  de  A",  A',  ,  A'!^  ,  il   n'v  nm;i 
mi'ii  iiiitr(|iu'r  siicci'ssivciiifiit  (ruii  cl  de  di'iix  li;nls  les  Icllrcs  II  cl  1. 
liiitin  on  aura  (  13; 

r       cosll   costD  cos,i  —  a.+sinn   sincî, 
F'  ^  cosIT'  cosro'  cos(  2'  —  c')  -4-  sinll'  sinm', 
r"~  rosll"  cosct"  cos(2"—  ct" i  -+-  sin  11'  siiiro' . 

Si  l'on  sii|)|)()S('  (|iic  le  |)hiii  des  .x-  cl  y  soil  i(dni  i\r  r(MTi|»ri(|iic.  cl  (juc 
l'axe  des  .r  soil  dirii^c  vers  le  premier  point  d'Aries,  il  esl  (dair  (|iie  zs, 
w',  7?"  seront  les  latiliules  observées  de  la  Con)èle  au  bout  des  teni|)s  /, 
t-hS',  t-^-O",  et  (|ne  7,  i',  t"  seront  les  longitudes  correspondantes;  ainsi 
ces  (|iiantilés  seront  données  par  les  observations.  De  plus  on  auia.  dans 
celte  iiypotlicse,  Il  -— o,  [j  =io,  n'=  o,  et  I,  1',  3"  seront  les  trois  lon- 
gitudes du  Soleil  au  temps  des  trois  observations,  longitudes  (|u"on  aura 
ininicdialcnicnl  par  les  Ephémérirlrs. 

Mais,  an  lieu  de  pi'cndre  le  plan  de  réclipti(|ne  pour  etdui  des  .r  cl  v. 
(Ml  pcul  prendre  cgaleuicnt  ré([uateur  poui' ce  plan;  alors  il  esl  visible 
((ue  5T7.  rs' ,  77,"  seront  les  li'ois  déclinaisons  observées  de  la  (lomèlc,  cl  7. 
7',  7"  les  trois  ascensions  droites.  De  même  II,  IT,  11"  s<'ronl  les  (rois 
déclinaisons,  et  ^,  1\  1"  les  trois  ascensions  droites  du  Soleil,  corres- 
pon(lant<'s  a  celles  de  la  Comète.  Les  premières  sont  données  innnédia- 
temeul  par  les  obseivalions,  et  les  secondes  le  sont  par  les  ICphèmérides. 

21.  Après  avoir  donné  la  manière  de  calculer  les  (]uanlilés  de  la  pre- 
mière espi'ce,  les(|nclles  dépendent  des  observations  et  de  la  Tliéoric  du 
Soleil,  considérons  inainlenaul  celles  de  la  seconde  espèce,  les(jiudlcs 
dépeiidciit  de  l'orbite  de  la  Comète. 

Soit,  poui'  plus  de  sin)plicilé, 

1    (//■  I    il   ri/r) 

on  aura,  par  les  liuinulcs  des  n"*  5  cl  0,  en  y  uiar(|uanl  la  lettre  0  d'un 


DAPKiis  Tuois  (H{si:k\  \rioNS. 


5io 


'■■ = -  ">  -  »■■»  - 1;?  - 1,^  (I  -  "■)  ^  4^  (  -F  ^  rfc  -  ^i  -  •  •  • 

l'il,   iii;ii'(|iKiiil    hi   (|ii;iiililt'   S    (le  deux   li'iiils,  on    :iiir;i   Ir^  valeurs  ilc  /", 
g\  h. 

SnlisliliiMMl  rcs  valeurs  dans  rcxprcssioii  de 


on  aura,  apirs  les  icdntluitis, 

^  6r»  4H 


je- -G') 
3.5.8./' 


Dans  CCS  Intimilcs.  les  (juantitos  5'  el  0"  soni  connues,  |)uis(|n'tdlcs 
cxprinicnl  les  iulei\alles  de  temps,  c'csl-ii-diic  les  aiiiilcs  (|Ue  le  S(deil 
a  |)arc()uius  par  sou  uniUNcnicnt  moyeu  eulre  les  lr((is  oliscrvatious  de 
la  Comi'le  1  el  11),  angles  (|ui  doivent  clic  evaincs,  pour  riuimogé- 
néilé,  eu  parlie--  du  i-ayon;  il  n'x  a  doue  d'iiu'ouinu's  (|uc  les  lidis  (|nan- 
lilcs  r,  f>.  1/,  les(|uelles  delenuiuiiil  les  Irois  principaux  élcuienis  de  la 
(.(uui'le,  de  manière  ipu',  nounnaul  d  le  demi-grand  axe.  //  le  demi-païa- 
mi'lre,  y  l'augle  du  ravoii  vecteur /■  avec  le  |icrihelic.  ou  a    '.• 


-  -  r'(j,      h 


r'//-,      cos-y 


■v^ 


22.    Il  ne  s'agira  donc  plus  (|ue  de  iaiie  ces  diUérenlcs  sulislilulioiis 
dans  le.s  trois  équations  finales  du  n"  I  '1,  cl  de  déterminer,  par  li'  niouu 
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(|p  CCS  équations,  los  trois  incoiimics  /■,  ji.  q:  (  'est  ii  (|uoi  se  rciliiil  Ni  so- 
liilniii  (|iii'  0(111-  ;i\(ios  ;ioiioiici'('  do  l'rohii'nic  di-s  Comètes. 

Il  f>l  visililc  (|iif  (  l's  ('(luatioiis  scroiil  (raiilaot  pins  compliquées  qu'on 
priMidra  plus  de  Iciincs  dans  les  séries  ipii  cNpiiiiienl  les  valeurs  des 
(|iiaiilites  /,  g' ,  Il  ,  g'\  h":  mais  comme  on  peul  rendre  ces  séries  aussi 
converi^cnles  (pie  l'on  veni  en  diminuant  les  \aleurs  des  intervalles  5' 
et  5"  entre  les  ((hscrMiliiius,  on  ;i  un  uidncii  de  le- simplitier  sans  préju- 
dici'  de  rexaclilinic. 

Supposons,  par  exemple,  (pi'on  s'arr{''le  aux  Iruisième^  dimensions 
de  y  et  0" ,  on  aura  alors 


A  =  I  -^  2&  »  -^  6  =rt  —  --Ç)     ft    =  I  -+-  ?.6  H-f-  y  •«—  -5-T' 

Par  ces  substitutions  on  aura  trois  é([ualions,  dont  la  première  ne  con- 
tiendra que  l'inconnue  r,  et  dont  les  deux  autres .conliendionl  de  plus 
les  iiH'onnues/j  el  <y,  mais  simplemeiil  sons  la  l'orme  linéaire. 


23.   En  etlét,  si  l'on  lait,  ])onr  aluéger, 

M  --    A  R  (  6"  -  9'  j  -  A'  R'  ô"  +  A"  R"  6' , 
N^- AR(e"-6'  ^-A'R'â"'+ A"R"5'\ 

el  (pi'on  dénote  par  31,,  N,  et  par  M^,  N^  ce  (|ue  deviennent  ces  expres- 
sions de  .M,  N,  en  y  changeant  A,  A  ,  A'  en  A,,  A',  .  A,  el  en  A.,.  A.,,  \\, 
on  aura  (  12j 

RI   —    ,.-■  M,    ~    ,.-,  ^1;;  —    7^— r 

6/'  ,  b;'  „  br' 

-5  0 


e[._.->-^j   ■-   ,(._|;)    ■.(._- 
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siilis|ilii:iiil  I  r>  \:il('iiis  (hiiis  li^s  linis  rMiinilidiis  Mii\;iiili's     Ci 

p'i  _  yi'  H>'  -+-  !{'•■  r=  r^  (i-H  -2  O'fj  -t-  0''q  -   ~§  \ , 
p"'  -  ?.r"  K"p"-t-  R"=  =::/■'  (i  +  20"p  -+  0"'g  -   ~)^ 

il  t'sl  visiblo  (|in'  la  première  équation  eonticiulra  seulement  l'incorinne  / . 
Ia(|uelie  v  montera  au  iniilii'ine  de^ié;  et  celle  inconnue  étant  déleiininéf 
parla  résolnliou  de  ceUe  (MiiiarKui,  on  aura  ciisuilc />  et  y  par  les  dnix 
auli'es  (''(|uatiiMis,  les(|uelles,  en  y  néi;lii;eanl  pdur  plus  de  siiii|dii  ilc  les 

leiine>  du  lidisieuir  nidic   — -l,  — -i  ,  (jdiinriil  sur-le-cliauii) 
il'      3/-'  ' 


P^ 


;  p'=  -  :•.  r'  R'p')-  R"-  r')e"'-  jp"' ~  aF'Ry  +  R'"— /■')  0" 

2r»e'0"(0"_e')  ' 


q  = 


_  (p"—  aFR'p^jf-  R''— /■')  r  — (p^'— 2r"Ry  +  R"^—  r')e' 


,.2g'S"(9'-9'M 


24.   Pour  (pie  l'orhire  soit  paraltidiq'ue.  il  faut  (pie  l'iiii  ail   r/ =  -x  ; 

donc  (21,, 

I  I 

l-]ii  l'aisaiit  (('Ile  sulislitiilioii  ou  aura,  couiiiie  l'on  \(iil,  une  seconde 
e(piati(ui  en  /•.  hupielle  uiouteia  de  uième  au  liuitii'nie  degré;  mais  si 
dans  le  iiuuieiateur  (le  re\[)ressi(ui  de*/  (Ml  met  ;i  la  place  de  /-'  sa  valeur 
tirée  de  la  première  é(piation,  savoir 

I'-    p--  aTRo-t-  R-,  '    . 

(pieusuiti-  (01  sulislilue  parl(Hil  les  valeurs  de  c; ,  o',  o"  en  /■.  (Ui  lrouv(!ra 
(|ne  ré(|Uali(Ui  (huit  il  s'agit  ne  uiiuitera  plus  (pi'aii  siviioue  degri'. 

lui  général,  eomiiie  cette  secdmle  ((iiiarKoi  doit  avoir  lieu  eu  iiieiue 
teiii|)s  ipie  la  |)remière.  |>oiir  ipie  roiliilc  sdil  paral)(di(pie .  il  est  clair 
(pie  dans  ce  cas  les  deux  ('(piatious  ddivcnt  avoir  un  ili\iseur  ((Uiimun 
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iin'uii  |iiiii\im;i  |);ir  les  iiii'IIkmIcs  ((iiiinics,  l'i  ce  diviseiii'  s('r;i  Ini-inciiic 
ou  (  iiiilicndi;!  du  moins  la  raciiif  clierclu'c.  On  sait  on  cHft  depuis  loii:;- 
Icnips  *iiu'  le  Fioblènie  de  la  dciciniiiialion  dos  orbites  paraboliques  est 
plus  ([ue  déterminé  par  irois  olisi  rvalioiis  complètes,  c'est-à-dire  par 
trois  longitudes  et  trois  latitudes  (diservees:  car  on  a  de  celle  niaiiii're  six 
données,  tandis  (|ue  les  éléments  ii  déterminer  ne  sont  qu'au  nombre  de 
cin(|. 

25.  \(Uis  Ncodiis  de  lr(uivei-  dans  le  n"  -l'.i  (|ue  re(|ualinn  en  /  esl  ilu 
hiiiliénie  dci^re;  ctda  est  vrai,  en  i;énéi'al,  mais  je  remarque  ([u'iine  des 
racines  de  cette  équation  est  nécessaireuu'nt  égale  à  R,  de  sorte  (|u'en 
faisant  disparaître  cette  racine  ré(]uation  dont  il  s'ai^it  s'abaissera  au 
septième  dei^ré. 

Car.  puis(|ue  la  force  <|ui  fait  décrire  à  la  Comète  son  orbite  autour  du 
Sideil  esl  la  même  (|ue  etdle  (|ni  l'ail  décrire  à  la  Terre  la  sienne,  il  s'en- 
suit (|ne  la  Comète  peut  aussi  décrire  la  même  oïliile  (|ue  la  Terre  el 
eonicider  par  conséquent  avec  elle.  Or  dans  ce  cas  il  esl  visible  ({ue  la 
direction  des  rayons  visuels  menés  du  ceuire  de  la  Tern'  ii  la  ('.(imi'li'  de- 
vienl  indélerminée,  en  soite  (jne  les  lieux  ap|)arenls  de  la  Comète  peu- 
venl  cire  supposés  quelconques,  el  pai-  conse(|uenl  loiijours  conformes 
a  ceux  (|ui  ont  été  observés  et  qu'on  prend  p(mr  les  (buinees  du  Pro- 
bliMne.  Ainsi,  (|uelles  que  soieni  les  valein's  de  ces  données,  on  est  assuré 
d'avoir  une  solution  possible  en  s(ip|)osanl  la  coincideiiee  de  la  Cou)ète 
MM'c  la  Terre,  cl  celle  scdulion  doit  necessaireiuenl  être  lenfer'Uiee  dans 
la  solution  générale. 

Oi'  dans  celle  supposilioii  les  dislanees  o,  o  ,  p"  de  la  (!omi'le  :i  la  Teri'c 
de\ieiinenl  nulles;  donc,  faisant  /•  -  R  dans  les  expressions  de  ces  dis- 
lances  doiniees  plus  liaul  '  "23  i,  il  faudra  ([u'elles  deviennent  nulles:  donc 

N  „         ^^  w         '^'-' 

bK'  bR'  bK= 

ce  (|ni  donne 

m  1^  M  1^  M  ^■ 

^'      bû^'    '^'      (Yiv'    ^''  =  bR^- 
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De  sorif  (iiic,  siilisliliiMtil  ers  v;ili'iirs  (hiiis  les  ('xprcssioiis  durit  il  s';i^'il, 

on  ;iiii';i 

-  6  \\{'       r')  ,      _   6  \\\' rV         „ _   ^  \t'       W. 

l,;i  viili'iir  (le  '/  clniil  iii:iiiili'ii;iiit  siilisliliici'  (hiiis  ri-iiiKiliiui 
011  atirii  ccllo-ci 

I;ii|iicllc.  claiil  iiiiilli|>li('('  |);ir  W r'  .  (Icviciil 

-+-  l{"(  R=  -  /■'  ;  I  I  0"  "  0'  i  r'  -  ^ — = — -Tô=  =  o, 


('■(liiiilioii  (|ii*i)ii  \i)il  Itii'ii  l'Iir  <li\isil)li'  |i;ir  W  r.  li  ijni  ;i|iri'.s  (■clic  divi- 
sion Ile  iiioiitcia  plus  (|ii"iiii  scpticmc  dc^i-c  cl  ;iin;i  |);ii'  ((Hisciiiiciil  loo- 
iours  au  moins  une  racine  rc(dlc. 

26.   En  giMK'ral,  il  snil  dn  l'aisonncnuMil  dn  niniicio  prcccdcnl  ipic  ^i 

dans  les  expressions  d<'  o ,  o' .  r,"  du  n"  12  on  clianjii'  /■  '^-w  W.  cl  Av  uiciiic 

r/r  en  dV\.  cl  d  vdr    en  d  \\d\\  ,  ces  ex|)i"essions  d(uvciil  dcvcuii- nulles 

d'cllcs-inénies.  De  seule  (|ne,  si  \\\\\  dénoie  pai-  I.,  (i  .  (i    f.-^  (|uc  dcvicu- 

ucnl  alors  les  quantités  /,  g' .,  g",  ou  aura  necessaircuicnl  ics  trois  c(|ua- 

ti(Uis 

ARL       A'K't.'    -  A'  R  "('.■<), 

A,RL-  a;  K't;  -  a;'R"c.'    o, 

A,RL-  A',R  (V^  ArK'fi;    o. 


.vid      l»K    \.\    liiri  KItMIN  MKtN    DES  OKIUTES   l)i:S  COMETES 

.M;iis  |iiiiii  ne  liiisstT  auciiii  dmilc  sur  lii  vciilc  de  ccltr  cnnchisKiii, 
imiis  ;illinis  l;i  (Icinoiilrci'  dircclciiifiit  par  le  lalcul. 

•21 .  Pour  (('la  on  rt'uiar(|U('ra  que,  |)uis(|uc  la  Terre  se  meut  aulour  du 
Soleil  par  la  uiéiue  loree  (|ui  y  l'ail  mouvoir  les  Conièles,  il  s'ensnil  (|ue 
les  formules  i;éuerales  des  n"''  5  el  6  auront  lieu  aussi  pour  l'orliile  de  la 
Terre,  de  même  ([ue  pour  l'orbite  apparente  du  Soleil. 

Si  done  on  dénote  par  X,  V,  Z  les  trois  coordonnées  rectani^les  du  inii 
du  Soleil  par  rapport  ii  la  Terre  considérée  comme  en  repos,  el  pai  1{  Ir 
rayon  vecteur  on  la  distance  du  Soleil;  qu'on  désii^ne  de  uuMne  par  F, 
(i.  H  ce  (jue  deviennent  les  (|uanlitésy,  g,  h  en  y  changeant  /■  en  R,  on 
aura  pareillemenl 

FX^G^,      FY-g4^',      FZ^g'^     ei     HIV 

dt  dt  dl 

pour  les  valeurs  de  X ,  Y,  Z  et  R-  après  le  temps  /  -t-  5. 
Donc,  suivant  les  suppositions  des  n°*  11  et  12,  on  aura 

AR  =  X,     BR       Y,     CR  =  Z, 

A'R'  =  F'X  -H  (i'  -,^,     B'  R  =  F'Y  -f^  G'  'Ç^,     CR'  =  F'Z  -t-  G'  ^ , 

dt  dt  dl 

A'R"=F"X-^G'  ^.      B"R":r.  F"Y+G' ^,     C"  R"=  F"Z  +  G"^. 
dt  dt  dt 

D'où,  eliminanl  X,  --   •  Y,...  el  taisant 

L^  F' G"-  F  "G', 

ou  aura 

ARL- A'R'G  -^  A"R"G'=:o, 

BRL  -  B'R'G'  -  B"R"G'=o, 

CRI.       C'It'G"^  C'R"G'  =  o; 

éqtialions  qui  étant  ajoutées  enseuilile.  après  avoir  ele  inullipliees  res- 
|)e(liveuienl  par  j'î'-y" —  p'y',  y's?'  —  y"»',  c/.'  fi"—  a."  fi' ,  par  y,';" —  [ff , . . . , 
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(lollllCII)lll        I       Cfllls-li 

A  Kl.  yivr.  t  A'  ir  (i'  o. 
A  lii,  a;  K'G  -H  A';ir(i'  o, 
A  m.     A' K  (;   ^  A;'irG':  o, 

i|iii  sdiil  ccllr^  ([M'il  >';i^i,ss:iit  de  dcmimlicf. 

2S.    l'iir  le  iiioxcii  de  ces  (■(|u:ili(ilis  mi   [ii'lll    icdiiiir   ll•■^  \:ilclll>  de  o, 
0  .  '/  du  m"  12  il  (l'Ilf  rdi'iiic 


P  - 


AJ<^  /  - -L)  -  A'JI'(g"-G"i-i-A"R"(g' -G' ) 
_  A,  R  (  /  -^L)  -  a;  R'(gr"-G"  )  -f-_A:  R"  i  g'  -G'  ) 


„_  A.  R(  /  —  L)  —  a;  R'  (§■"  —  G")  -4-  A;R"(g-'  -  G') 
On  ptnil  iMisuili'  icdniic  lr>  (■([luilioiis  du  ii"  13  ii  l;i  loiiin'  suixiuile 

p''-  ?,r'R'p'  =  /«'/•»-   H'H^ 
o"=-or"R"o"-    A"/-'      H"K=. 


Or.  si  l'on  fait 


1    '/K  j^  (l  l{cH{, 


on  aura  |m)|ii-  I. ,  (i  ,  H',  G' ,  Il  li'>  iiiiiiii's  i'\|iicssi(iiis  ^a-  |iiMir  /.  g\  h  , 
•;  ,  II'  21  ,  en  y  cliangcaiil  scuIimiiciiI  r, p,  y  en  U.  l'.  Q;  cl  il  csl  visiltli- 
(|ii('  dans  les  tiois  (Minalions  tinalcs  les  incoinuics  /■,/>,  (j  auront  |toiir  la- 
cMics  les  (|uanlili'.->  \\,  W  (^).  |)uis(|u'cn  laisanl 


lui  diMiiic 


r-    I!,     /<       I'.     7       O 

/=L,       ff:      (i.       //  11. 


tous  lc>  Iciiiics  (If  CCS  C(|ualions  se  dcliniMUl  d'cuv-incnics. 

1\.  6b 
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■2\l.  On  |iiuiii;iil  aussi  se  servir  des  ('(iiuitidiis  du  n"  -27  |)uni-  crmiii 
(les  i'\|)i('ssi(iiis  (If  p,  p' ,  p"  les  (|u;mtit('s  Y,  A',  ,  A',,.  On  Ifonvrinil 
itilc  iiiiiniorc 

AR(/G'-Lg')-A'R'(g"G'-g'G") 
P  Ô/G' 

,  _  _  A,R(/G'  —  Lg')  —  a;  R'  (  g"  G'  -  g'  G"  ) 


P  = 


Ô/G' 


A.R  /G-Lg')^A;R'  g-G'  ^    ^  G";. 
'    ~  Ô/G' 

cl  ces  valeurs,  élant  onipioyées  à  la  place  de  celles  du  luinieru  précédent, 
donneiont  aussi  des  é(piatious  llnales  doiil  les  inconnues  r,  p,  q  auroiil 
[Kiiii  racines  R,  P.  Q. 

'M).    Kntin.  si  l'on  reprend  les  i'oiinnles  du  n"  27,  el  qu'on  sulisliliir 

(l;ins  les  valeurs  de  A  R',  H  R', .  .  .  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  el  de     ,    •   - ,-, 

'//       lit 

,1/. 


on  aura 

\  dt  j  (Il 

B'R'=(f'Bh    G''^,^)H  H    G'n''" 

\  (It  I  dt 

CK..-(K.:-,-0'^^)K.«-,:f, 

cl.  cliaugeanl   senlenienl  F',  (V  en  F".  (1",  on  aura  les  valeurs  de  A"R", 
R  R  ,  C'R". 

De  là  on  liouvera.  d'aijrès  les  l'ornuiles  du  u"  12  cl  eu  supposant  (|ue 
les  dillerences  de  A,  A,,  Ao  se  rapportent  senlerneul  aux  variations  di'  A. 
H.  (..  on  trouvera,  dis-je. 

A'R'.^F'R  +  G''-^U-<Vh'^^ 


A,  H'       (F'K-;  G'",'M  A.^G'IJ 


U  )  dl 

dt  I  dt 

/A, 
// 


A',R'.    (fR-.^G'^)a.-.Gk'^ 
cl.  cliany;eant  F  ,  (î'  en  F",  G",  on  aura  les  valeur>  de  A"R'.  A.R'.  A",I{". 
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si  (loue  on  t'all  ces  sulislitiilioiis  diiiis  les  cxprcssioiis  de  p,  p',  o"  ilii 
iiiiiiiriii  cilc  cl  (|ii'()ii  sii|)|iosc,  [xiiir  ai)icj;rr, 

m.    l       f'{r     ^   F'ii',     H       iïg'      ii'g". 


)ii  iiiini.  fil  iiH'lt:iiit  I'  il  l;i  phiic  ilr 


// 


»i  +  H  P  )  A  +  n 


p       R 


</A 
(Jt 


{m  -f-  nP)A, -f  n 


p'=-     R 


cil 


(  «t  -t-  «  p  ;  Aj  H-  /t 


P"=R 


(t\. 
dl 


g 


l)i'  |)liis,  en  fiiisaiil- 

r,=i-- Aa!'+ B(5'  +  Cy',     T,  :    Aa"-f- Bj3"-t- Cy", 

cl  supposant  aussi  (iiic  les  ditIV'renlicllcs  de  1'.  1',.  1";,  ne  i('i;ai(lciil  i{iii 
la  varialiililé  de  A,  H,  C.  on  aura  d'apirs  les  lofuiulcs  du  u"  IM 

II!     I!  I  I' 4  (l'p  r,  ;  G' ''!' L    ru  T- ul  P  ,  G"Pir,-^-G"^  h 

I  "'1  I  "'    I 

CCS  valeurs  clanl  suhsiiluccs  dans  les  li'ois  e(|iiarHUis  du  n"2S,  un  aura 
pour  c(|ualions  liuales,  c(dlcs-ci 


ni  -f-  «  P   A  -t   n 


<l\ 


:  I       m       /(  p  A    ■    /(     I        ''J    •    (  '  ^  jT.  1  '  "  —  "> 


1^  ,„       nV   A,+«^;^']V2[p  +  C.'Pir,  +  G''-(^j[!m  +  «P  A.  +  ^'-^'ji^'d 


M>''-'''£)V"ô'  o. 


m  -1   n  P  Aj       « 


(/A, 


r+G  pr.-t  G 


,.<IY, 


|r»(+HP 


-4-  (u"- A"J^_j^'=â'=o. 


'/^       I  ,     ^ 

1A    •  '/— ,       A"  '5 


m. 
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'.\\  .    l'niii   lanf  iis;ii;c  de  ces  ('(piiiliDiis.  un  ciilciilct;!  iriihonl  les  (|ii;iii- 

liU's  ^,  A|.  Aj  |)ar  1rs  formiiU-s  du  n"  18,  cl  pour  ;ivoir  les  dillciTUtiflIts 

(le  ces  (|u;intitcs.  il  n'y  aura  qu'à  l'aire  varier  le  lieu  du  Soleil.  le(|U(d  est 

del(  I  lilllie  |Kil-  les  (|iuiulités  A,  H,  ('-. 

Siiii  doue  S.V  le  petit  are  de  i'é(dipti(|iu'  <|Ué  le  Soleil  paicourl  peudaiil 

le  leni|)s  dt;  il  est  facile  de  prouver  (jue  la  variatiou  de  l'are  CS  sera 

—  Ss  cosCSi, 

(;S.v  étant  l'aui^le  {|ue  l'are  i.s  fait  avec  l'écliplicpie:  pai  la  inèuie  laisoii 
les  variations  des  arcs  C'S,  (7'S  sei'ont 

—  SicosC'Si,     —  SicosC'Si-. 

Mais  on  a  par  la  Théorie 

>li^  K'xS.s, 

à  cause   (|ue  /  est    le   uiouvenieni   moyen   du   Soleil    cl   ipie   la    distance 
moyenne  est  prise  pour  l'unité    1  y-,  donc  on  aura 

si  donc  on  emploie  pour  la  valeur  de  A  la   [)r-eunere  expiessiun  de 
(SC'C"),  savoir  (18) 


v/i  -I-  2  cosSC'cosSCcosC'C"—  cos^SC—  cos'SC"—  cos'C'C", 

M  (|u'on  diirerentie  en  faisant  vai'ier  en  même  teuips  les  ai'c.s  SC,  S(7', 

>n  aura 

'/A  _  I  cosSC'cosC'C"— cosSC')sinSC'cosC'Si 


A 


dl  K' 

(cosSC'cosC'C"  — cosSC")sinSC"cosC"Si 


mais  en  e(Misidéraut  le  triangle  SC'C",  on  a  par  les  fornuiles  eounnes 
iosS(;       cusSC  cosC'C" -h  sinS(;' sin(7(;  cosSli  C, 

et  de  même 

cosSC"  =  cosSC  cosC'C"-f-  sinSC  sinC'C"  cosSC'C  ; 
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iliiiii'.  siiliNliliiiiiil   ihiii^  ri'i|u:ili(iii  |iri'('C(l('iitr  cl   (li\is:iiil  |i:ii' A,  on  aiii':i 

'/A  sinSC'sinSC"sinC'C"[cosSC"C'cosC'S4  -t-  cosSCCcosCS»] 

'//  àiv  ' 

<■!  l'on  li'onM'i'ii  (le  l:i  nicnic  nianièrc 

(/A,  sinSCsinSC"sinCl/'[cosSC"C'cosCS«-(-  cosSCCcosCSi] 

(il  A,U'  ' 

il  Al  sinSCsinSC'sinCC'[cosSCC'cosC'S5  4-  cosSC'CcosCS*] 

.__  _    _  ___ 

On  pomrait  lidnvci'  il'iuilr'fs  rxpiTssions  <\o  ces  diUi'icnhclli's  imi  cm- 
[liovanl  (l'MiiIro  l'oiinnlcs  |)onr  K's  vnlcnrs  de  A,  A,.  A_.;  ni;iis  lions  ne 
nous  y  arrûtiToiis  pas. 

Nous  r('inar(|U('i'ons  sciilcincnl  i|ni',  si  l'on  voulait  l'aire  usage  îles  l'or- 
iiiiiles  lin  n"  20,  il  sulliiait  d'y  l'aire  varier  l'arc  1  de 

■'^-"% 

dans  le  cas  où  i;  est  la  longitude  du  Soleil;  mais  lorsque  2i  représenle 
l'aseeusioii  droite  dn  Soleil  et  11  sa  déclinaison,  il  faudra  taire  varier  en 
iiicinc  Iniips  ici  II .  Cl!  laisaiil 

,.,        cosr,({f  ,„       sinncosldl 

"^  =-   TT, n'       "II:- ;; ' 

K'cosn  K' 

Yj  étant  rolilii|iiilc  de  rccliiiiicpic  :  ic  (|ni  est  facile  à  dcnionlrcr  par  les 
analogies  diircrenliellcs  connues. 

;52.  A  i'cgiird  des  <|ii;uililcs  1'.  1, .  I  ,.,  il  est  facile  de  voir  (pie  ce  soiil 
les  mêmes  ipic  les  (pianlilés  T.  1"  .  I'  des  n"*  17  et  suivants,  mais  en  sup- 
posant (|ne  dans  les  deinii'res  F  cl  1'  le  lieu  du  Soleil  soil  le  nicmc  ipie 
dans  la  première  1'. 

Ainsi  l'on  aura    18^ 

r  — cossc,    r,    cossc,    r,    cossc", 
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cl  (liH'ci'ciilianl,  roiiimr  ihmis  l'avons  |)iarKiiic  ilaiis  le  miiiicn)  |iiv(c(lriil. 

(III  aura  stii-l('-(liaii)|i 

(/r  _  siiiSC  cosCSi       ^/r,  _  sinSC'cosC'Si       r/r,  _  sinSCcosCS* 
U  ~  ~'~    R^        '    HT  ~  W  ~     '    HT  ^  Rî 

|-]l  si  WiW  vciil  ciiiplovcr  les  luiiniili's  (lu  ii"  20.  il  ii'\  aura  ([u'ii  l'aii'c 

n=:n'  =  n,   i'  =  i"  =  i, 

cl  ensuite  (lilierciilicr  (•(tinine  dans  le  nnincro  pn-ccdcnl. 

'.\'.\.  IJitiii,  |)inir  ne  ricii  laissci'  ii  désirer  sur  la  manière  de  se  servir 
des  ('(luations  du  ii"  30,  nous  r('inai(|ut'roiis  encore  que,  puisque  la 
niovcnnc  distance  du  Soleil  est  |)risc  pour  l'unité,  on  aura  dans  les  i'or- 
iiinles  du  n"  9,  en  cliangeani  reii  K, 

a  =^  I,     6  =:  I  -    Es 

1"^  elaiil  rexceiitricite  de  l'orliitc  i\\\  Soleil  —  o,()  i6<S;  donc 

dr-      ^  \\       '         (Ir-  -"^  '  ' 

par  (■ons(''quent  (28; 


R' 

3i.  I>es  ('(piations  du  n"  30  ont  sur  celles  du  n"  li  l'avantage  de  ne 
dcinaiider  (|ne  le  calcul  d'un  seul  lieu  du  Soleil;  de  sorte  (jii'à  cet  t^gard 
(dies  fournissent,  analytiquemenl  parlant,  une  solution  plus  simple  du 
i*r(dil('ine  pro|)()S(!';  mais,  d'un  autre  c('tte,  (dIes  paraissent  moins  com- 
modes |)our  la  |tratique  (|ue  ces  dernières. 

Quoi  (ju'il  en  soit,  lors(|u'on  voudra  t'aiic  usage  des  lormules  de  ce  .Mé- 
moire, il  scia  |)eut-étre  à  |)ropos  de  prendre  négativement  rintervalle  5' 
entre  les  deux  premières  ol)servatioiis,  en  sorte  <[ue  les  trois  observations 
répondent  aux  temps  t  -  5',  /,  /  h-  5",  et  que  les  quantités  sans  traits  .se 
rapportent  ii  r(diservation  du  milieu.  c(dles  avec  un  trait  ;i   la   premii-re 
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(il)Sfi\Mti(iii.  r|  (•(■llcN  ;ivcc  lieux  li-;iil>  il  l:i  li'oisii'iiir.  I*;ii- ir  iiiom'Ii  1rs 
iiilrrvallcs  5'  cl  5"  pourroiil  clic  pris  peu  ilill'crciils  l'un  tic  l'autre  ;  île 
siirtc^(|uc  les  séries  cpii  exprinieiit  les  i|iiaiititcs^'- ,  //  en  |iuissancesile  >  il 
iellesi|ui  e\|uiuieiil  les  i|iianlilcs  "■", /i"  cil  puissances  île  5'  scnnil  a  pni 
près  c^alcinenl  eitiiveri^eiiles.  A  l'égard  de  la  série  qui  exprime  la  i|uaii- 
lilé  /  '21  ':.  elle  devicuiira  un  peu  moins  eiinvcri;ente  dans  le  cas  de  0  iii'- 
gatit';  niais  ellr  aura  l'avanlaye  i|ue  son  troisièuie  leiine  dcvieiiilia  iiiii 
on  |)res(iue  nul,  lors(|ue  les  intervalles  cnlrc  les  trois  observations  seront 
égaux  on  presi|ne  égaux,  ;i  cause  que  5-4-  0"  sera  zéro  ou  à  peu  près. 

35.  .Nous  avons  déjà  vu  dans  les  n"' 23  et  suivants  qu'en  s'arrétant  aux 
Iroisii'Uics  puissaiiies  de  0'  et  5",  la  premii-rc  éqiialion  ne  contient  que 
riiicounuc  /',  il  iiuc  les  deux  autres  conlienncnl  les  iiudiinues/y  et  </  sous 
une  l'ornie  linéaire.  Si  l'on  poussait  la  précision  jus(iu'aux  (|uatricuu's 
dimensions  de  J  et  0".  la  première  é(|natioii  conlicndrail  de  plus  l'in- 
connne  />  sons  la  toi'iue  linéaire,  cl  les  deux  auli'cs  (onticndraienl /^  // 
et//-':  de  surir  qu'en  éliminant /j  de  la  premii-rc,  on  aurait  une  équation 
en  /qui  iiioiilerait  ii  un  degré  |)lus  haut  que  le  huitième,  cl  ainsi  de  suite; 
mais  il  siilliia  de  resoudic  celte  équation  par  ap|)roximalion,  et,  en  gé- 
néral, avant  lioiivi-  les  prcmiiires  valeurs  de /•, /;,  ly,  on  pourra  s'en  servir 
|)our  en  trouver  d'autres  de  plus  on  plus  exactes,  sans  résoudre  des  eqiia- 
lions  plus  hautes  que  le  premier  degré. 

Les  (juantités  r. />,  (/  donneront  immédiatement  le  grand  axe,  le  para- 
mètre cl  le  lien  du  |)erihélic  par  les  i'ormules  du  n"  21  ;  cl  le  signe  dc/j. 
selon  qu'il  sera  posilil'ou  uégatiC,  l'ei'a  coiinaitre  si  la  ('.onii-le  a  déjà  passé 
le  périhélie,  ou  non. 

Il  ne  restera  donc  (ju'ii  delermincr  la  position  du   |daii  de  l'oiliile;  ce 

qu'on  pourra  taire  par  les  nii'lhodcs  liigoiiomi'lri(|ues  cuiinucs.  en  em- 

plovaiit  les  valeurs  des  distances  o  et  o'de  la  Comète  à  la  Terre  dans  deux 

ol)servations.  Mais,  si  l'on  voulait  déterminer  analyti(|uemcnl  l'indinai- 

son  cl  le  lieu  lin  ineiid.  il   n'y  aiirail  qu'il   l'aii'c  usage  des  l'uiiiiiilis  doii- 

II  ,,    I  II  1      •  '/•'■     '/'■     ''^ 

lices  ilaijs  le  n  ' '.•.  Icsiiuelles,  eu  V  sulisliluani  pour  .r,  1',  r  cl     t-i  -;- 1    , 

'  '  ■  i/i     lit     III 


5-28    ni-:  I, \  I)i:ti:hmin  vTioN  dks  ouhites  nf:s  <:omkth:s 

leurs  vnli'iiis  dciluilcs  des  six  |nriiii('fcs  ('(|ii;iti(ms  du  u"  1  I .  se  l'cduisriil 
il  iid|('s-ci 

({3p-BR)(y'p'-C'ir  /o      Cil     'Vc       H  K' 

'■'"'^'^'""'1'^  r«p-AR)((3'p'-B'ir         ii      UH     ;.o       AH    ■ 

I    _  (  ap  —  AR  )  (y'p'  —  C IV  ;  —  y  y  p  —  CR  j  i  a'p'  —  A'R' 
lan^CTcosy.^    ap  -  AR)  (  (3'p'- B'RM  -  (Pp- BR  "aV  -  A'R'   ' 

d;ms  l('S(|U('ll('s  les  (|naiitilcs  a,  j'i,  y,  «  ,  j3', .  .  .  soûl  doiiuccs  |i;ii-  les  (d)- 
Si'rvjiliiins  (Ui  piir  l;i  Tlu'oiic  du  Sidcil    20j. 

Si  l'on  cuiploic  dans  ces  toiuuiles  les  longitudes  et  les  latitudes  ijéu- 
reuti'i(|ues  de  la  Comète,  alors  w  sera  rinclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur 
l'ci  lipliciue,  cl  v  la  loui^itude  de  la  lii;ue  des  nœuds;  mais  si  l'on  y  em- 
ploie les  aseensions  droites  et  les  déclinaisons  observées  de  la  Comète, 
dans  ce  cas  la  (juantité  v>  deviendra  égale  à  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la 
Coiiicle  |)ar  rappoi'l  a  re(|ualeur,  et  'L  sera  l'ascensinii  droite  des  nœuds 
(le  cette  orbite  avec  IVMjuateur. 

Au  reste,  pour  faciliter  autant  qu'il  est  possible  l'usage  de  celle  me- 
lliode  à  ceux  (|ui  voudioul  s'en  servir  dans  la  delei  luiualion  des  oi-biies 
des  (Comètes,  je  vais  mettic  ici  sous  les  yeux  les  é(|ualious  de  ce  Pro- 
i)lènie  réduites  à  la  forme  la  plus  générale  et  la  plus  sinipie. 


h'jfualions  j)i)ur  délermincr  les  élvincnls  de  l'orbite  d'une  Comète  ou  d  une 
['lanèle.  par  trois  ohsenalions  peu  distantes  entre  elles. 

36.  Supposons  que  la  t^oniète  dont  il  s'agit  de  déterminer  l'orbite  ail 
été  observée  trois  fois  dans  un  espace  de  temps  peu  considérable.  Soient 
G,  D,  E  {Jig-  3j  les  trois  lieux  a|)pareiils  de  la  (lomète  marqués  sur  la 
surface  de  la  sphère  dont  on  suppose  le  rayon  =  i,  et  soient  de  même  S. 
T,  V  les  trois  lieux  correspondants  du  Soleil;  en  sorte  (jue  dans  la  pre- 
uiieic  oi)Scrvati(Ul  la  Comi'tc  ait  paru  en  {'.  cl  le  Soleil  eu  S.  (|ue  dans  la 
seconde  ob.servation  la  Comèle  ait  paru  en  D  et  le  Soleil  en  T.  et  (|ue  dans 
la  Iroisii'me  la  Comète  ait  été  en  K  et  le  Soleil  en  V. 

Qu"(Mi  joigne  ces  six  |ioiiits  par  les  arcs  de  grands  cei'cles  ("D,  CK, 
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es.  .  . ,  on  :iiir;i  diUciciils  lii;iiii;l('s  .s|)|icfi(|iii'S  C.DK,  (DS,  ODi, . .  .  dont 
on  pomra  tlctciiiiiiicr  les  cùlrs  et  les  aiif^les  par  le  calciil,  un  nu'iiic  ini'- 
caniqncnienl  par  le  moyen  iriin  bon  globe  réli'sle. 


Fi|;.  3. 


Soit  niaintciKUil  5  le  temps  ceoiile  entre  la  piciniere  et  la  iKUMi-rno 
observation;  ce  temps  doit  ètie  repicsentc  par  le  moiiNemeiit  ino\en  dn 
Soleil,  e'esl-à-(liie  pai'  la  dillcrenee  entre  les  ioiii;itiides  moyennes  du 
Soleil  en  V  et  en  S,  réduite  en  parties  du  rayon,  < 'esl-à-dire  diviser  par 
l'ai'e  $7"  I  7'45";  de  sorte  (|in'  si  le  temps  5  est  de  /  joins,  on  anra 


58,i3i-.4 

Soit  de  pins  l'intervalle  entre  la  ptemii're  et  la  seconde  oliseivation,  ii 
l'intervalle  entre  la  seconde  et   la  li'oisii'me,  comme  i   ;i  fi:  en  sorte  cpie 

soit  le  nriMiiier  di'  ces  intiMvalles,  et le  second. 

H  +  I  '  n->r  i 

Kntin  soil  la  distance  nn)yenne  du  Soleil  a  la  Terre  [)rise  poni'  rnnite, 
et  soient  §,  5,  /.  les  véritables  distances  du  Soleil  ii  la  Terre  an\  lem|(> 
des  trois  oi)servalions,  c'est-ii-dirc  lors(|ne  le  Soleil  était  r('specli\cmenl 
en  S,  T,  \ .  (a's  distances  sont  données  yy.w  les  Kpln-rncridcs.  et.  ii  canse 
de  la  petitesse  de  l'excenlrieité  dn  Soleil,  on  pourra  le  plus  souvent  sup- 
poser c  —-$  —  /.  =  ]. 

IV.  li- 


:i;{(>     DK    I.  V    m;  IKKMIN  M  |(IN    DI.S   OllIUlKS    llKS   COMKI'ES 
M.   (".('la  |)()s«',  soit 

e=_        1/1—1)0'  (3h'  — 4/t  +  3)9'  /£  _     \ 


3.5.8.;' 


/t'Q'  «'9'  n*e*        /'3V_,    ,  I     \ 

*     "~6(n+i;'r'  '^4(rt-f-i)';'^"^  8'n -h  lY  r'\~5   "    ^  "^  i5r'j      ' 

""'       6(/i-t- !)'/•'       4(«-i- ij'r'^"*"  8(n  +  i)*/'\  5'         ^  ^  i5;' / 


Sdil  cnsiiilc 


'sinÇS 


sinECS\  ^    /sinCÏ\  /      sinECT* 

sinECDJ  -'"-^  '''"lïïHCDJ  \       sinECD 


^      /sinCVX  /      sinECVX 
"^    "VsinCDJ  \      sinECl)/' 

,    /sinDS\   /sinEDS\  ,    /sinDT\   /.siiiEDT\ 


sinDV\   /sinEnVv 
sinDCJ  UinEDCy' 

sinDS\  /sinCDSX 


*^*UinDEy  IsinCDEJ 
.     /sinl)V\  /'sinCDVX 


—   «4-110/ 


siaDT\  /sinCDT  I 
DE 


siaDT\  /sinC 
siiiDE/  '  siiiC 


/sinl)V\  /sinCDV\ 
'sinDEJ  UinCDEJ' 


Ijit'm  soit 


2r'-e 


[n-\-\\-  ^ 


3  n  +  I  '  / 


T-P 


4i  «-(-  i)'r\    5  i5;-'       '^ 


7.nr-6  n^r-0- 


«'  5' 
3frt-+-i)'/-^ 


i  H  -t- 1  '  /•  \  3 


4  rt  -f- 1  *  /■  \  3 


«  +  I  '  rt  -+- 1|- 

^   «  -f-  I  )'  r  \    5  1 5  r'       '^  ' 

38.   On  aura  ces  trois  é(|uatioiis 

X-  -r-  2.\n  -r  ijolx  cosDT  -H  ^«  -(-  i)'i  0=  —  ;•')  P  ^  o, 
y'—  y.nSsycosCS  -+■  n-o-  —  a--)  «^  =  o, 
z'  —  2  X  «  s  cos  EV  -I-  il''  —  -j- 1  u'=.  o, 

[lai  l('S(]iiellos  il  faiulra  (lélcrmiiier  les  trois  inconnues  /■.  p,  //. 
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De  l't'S  iiicdiiiiUi  ^,  la  |(iciiiii'rc  r  csl  le  lavuti  vcclciif  (le  l;i  (loiiii'li'  ou 
sa  distaiic»'  au  Soleil  au  li'iii|(s  de  la  scciiiiiir  oliscivalnui ,  it  les  ilriix 
auli'cs /J  cl  (/  st'i'vcnl  ;i  (Ictci'iniiicr  le  ^naiid  axe  ào  de  l'diliilf  dr  la 
C.Dint'tc  cl  le  |iaraiiil'li'e  -Ji  de  celle  oiliile  an  iiioycii  des  rdiiiiiilcs 

'  '  ,  1  w  ,^ 

-  =; ;•'»,     6  =  r  +  r"  a       «M. 

a        r  '  1       r 

(!cs  quaiililcs  ('taiil  coimiics,  on  aura  sur-lc-('liani|)  la  [tosition  du  [)('- 
riliclic  sur  l'otliilc  [lar  re(|ualioii 

r^(q  —  p'] 


COS(p  : 


en  noniniaiil  ■>  l'aniilc  du  rayon  /  avec  la  li;;ne  ilii  |ieriiiidic. 

A  l'égard  des  (|uantilés  s,  t,  u,  x\  y,  z,  7,  i/,  (dics  serviront  aussi  ii 
détcrininer  les  dislanees  de  la  Comète  à  la  Terre  et  au  S(deil  ;  et  l'on  aura 

, —  pour  la  dislani-c  de  la  (ionii'lc  ;i  la   Tcri-e  dans  la  seconde  ohscr- 

{n  -h  i  I   ' 

vation,  —  pour  sa  dislance  dans  la  prcmii'rc  ol)servalion ,  cl   *    pour   la 
us  '  '  «    ' 

dislance  dans  la  li-oisiènU'  ohscrNaliiui.  ahslraclion  l'aile  des  signes  de  ces 
quantités;  eiiiin  t  sera  la  dislance  de  la  (lonii^to  au  Soleil  dans  la  pre- 
mière observation ,  et  -^  sa  distance  dans  la  Iroisii-me  ol)S(M'vation.  Au 
moyen  de  ces  distances  on  |>ouiia  delerininer  l'acileuicnl  les  autres  élé- 
nienls  de  l'orliile. 

'.i9.  l'oiir  ((■  i|ni  esl  de  la  r(''S(dnliiui  des  Irois  e(|ualions  ci-dessus,  elle 
n'auia  point  de  diiliciille,  en  dounanl  ;i  0  une  valeur  moindre,  ou  du 
umins  |icu  diUci'enle  de  l'unité,  ce  ([ui  revient  ii  supposer (|ue  l'intervalle 
de  teinp>  cnire  la  première  et  la  troisième  ol)sei'valion  n'aille  guère  au 
didii  de  deux  mois;  dans  ce  cas  les  séries  (|ui  cxpriinenl  les  (|uantites  /. 
.V,  II.  '7-,  -j-  seront  ciuivergeutes,  et  d'aiilanl  plus  (  nn\crgcnles  i|ne  0  sera 
une  Tracliiui  plus  pclile.  lui  négligeant  les  Icruies  all'ccics  de  5'  cl  di'-> 
puissances  snpei-icures  de  5,  les  Irois  e(|iialions  donl  il  s'agit  ne  rcnlcr- 
inerout  les  iiu'ounues  p  et  q  <|ue  sous  une  l'orme  liueaiic;  de  s(uli  i|u"il 

67. 


o3:i  l>i:  I.V  l»i:i  KUMINM  ION  PKS  (»  K  1!1T  KS  liKS  COM  ÈTKS,  ETC. 
st'i'ii  Irès-l'acilc  d'cliiniiu'i- ces  imniimics,  et  l'on  aura  une  (■(iiialion  en  r 
seul.  Ia(|iicllr  pourra  inoiilcr  ii  la  vriilc  ;i  un  driii'c  assez  liaiil,  mais  (|ii'oii 
poiM'ra  dans  une  pieiniùre  a|)|)ru.\iuiali()M  réduire  au  huiliènie  degré,  eu 
iir  relenanl  d'abord  que  les  ternies  alTeclés  de  5^  eoinnu;  on  l'a  vu  (22). 
Kii  i;enéral,  il  faudra  ap[)li(|uer  de  iKuiveau  à  ees  équations  les  nièines 
remarques  que  nous  avons  déjà  laites  dans  ce  numéro  et  dans  les  sui- 
vants. 

W.  Au  reste  je  ne  dois  pas  niaii(|iici  de  l'aire  (d)server  relativenieiil 
aux  expressions  des  quantités  x,  y,  z  du  n"  ;{7,  (|ue  les  rapports  des  sinus 
des  angles  1^>CS,  ECT,  ECV  au  sinus  VAX)  y  ont  le  signe  —,  parce  (pie 
dans  la  figure  les  trois  preniieis  angles  se  trouvent  placés  d'un  côte  et 
l'angle  ECD  se  trouve  de  l'autre  coté  de  l'arc  adjacent  commun  CE;  au 
contraire,  les  rapports  des  sinus  de  EDS,  EDT,  EDV  au  sinus  de  EDC, 
ainsi  (pie  ceux  des  sinus  C.DS,  C.DT,  (",UV  au  sinus  de  (",DE,  sont  pris  posi- 
tivement, parce  (|ue  les  (|ualr<'  premiers  angli's  soiil  tous  du  même  cole 
de  l'arc  ED,  el  (|ue  les  (]uatr<'  derniers  sont  aussi  tous  du  même  cote  de 
l'arc  CD.  La  raison  eu  est  (|ue  ces  rap|)orls  doiveni  devenir  égaux  à 
i'uuilé.  lors(|u'on  fait  tomber  successivement  les  points  D,  C,  E  en  S,  T, 
V;  parce  (pi'alors  les  quantités  ^,  A,,  A^,  A',  A',  , . . .  deviennent  égales 
à  d  par  la  nature  des  expressions  de  ces  quantités  (17).  En  observant  ces 
conditions,  on  n'aura  jamais  à  craindre  de  se  tromper  dans  les  signes. 


SUR   F,A 
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(Nnmnm.i  Mi-niniirs  ilr  l' Aitulrniie  rauile  des  Srieniis  ri  lii-Hc-l cltii 
de  lieiiiii,  année  1778.) 


Deux  i^iaiuls  Gt-omotifS,  (eu  M.  (Iules  el  M.  Eiilcr.  oui  t'iitii'|tris  de 
ramener  la  Théorie  (les  lunettes  à  des  formules  générales.  I.e  pretuier  a 
donné  le  beau  Tliéorème  (ju'on  lit  dans  le  Cliapilre  \  du  sicund  Livre  de 
VOpliqite  de  Suiitli,  e(  (|ui  sert  à  déleriuiiier  la  roule  d'ini  lavon  (|iii  lia- 
vcr'se  autant  de  leiild les  (| lie  l'on  veut,  disposées  sur  le  iiii'iue  axe.  \l.  ('otes 
IIU)Urut  peu  (le  Iclllps  après  avoir  l'ait  ci'ltr  dccoiivcrle,  en  s(U'te  (pTil  lir 
put  en  piotiter  pour  jiei  rcctiiuiiier  la  Tlieorie  des  lunettes;  et  .M.  Suiilli 
rap|)orle  que  Newton  dit  ii  cette  oecasioii  :  >  Si  M.  (loles  avait  vécu,  nous 
sauri(Uis  (ju<d(|ue  chose. 

M.  Kulei' s'est  occupe  après  lui  du  iiiciiic  oi)jel  cl  a  trouve  des  lonuiiles 
Iri's-helles  et  très-générales,  qu'on  peut  voir  dans  dillereuts  Meiuoires 
insérés  parmi  ceux  de  cette  A<'adéniie  poui-  les  années  17.37  et  1761.  ei 
parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  |)()ur  l'année  \~i'yi.  ('.e 
grand  Géomètre  a  donné  ensuite  un  Traite  «-ouiplet  sur  cetti'  matii-i-e. 
Ie(|uel  euntient  les  ménn-s  formules  exposées  avec  tout  le  détail  (pi'oii 
peut  désirer,  et  ap|di(|uées  à  un  grand  nonihre  de  cas  relatifs  aux  téles- 
co|)es  et  aux  microscopes. 

Comme  les  formules  de  ces  deux  .Vuteurs  sont  présentées  sous  des 
formes  dillerentes,  j'ai  été  curieux  de  les  ra|)procher  et  de  les  comparei  : 
et  cette  rom|iaraisiui  a  doiine  lieu  a  (pichpics  ri'clierciie>  <|in  m'ont  paru 


o3()  SI  U    I   \    IIIKdltli: 

|Miii\(iir  (•iiciiri'  iMl(•|•('s^^l'^  les  (icdiin-tifs,  cl  (|iii'.  |i;ir  celle  i;iis(iii,  je  vais 
|iic,seiiler  aiijnnril'lini  il  1'  \<;HliMni('. 

1.  ,l'a|>|M'llerai  dans  la  snile /mer  <riiiie  lonlillc,  loiil  courl,  le  poiiil 
(le  l'axe  de  la  leiitillf  oii  se  iriinisseiit  les  rayons  (jui  lombcnt  sur  la  len- 
tille paralli'leinenl  ii  l'axe  el  tri's-jdrs  de  l'axe;  et  distance  focale  de  la 
lentille,  la  distance  de  son  foyer  an  centre  de  la  lentille. 

.ra|i|)(dlerai  de  ]^\\if<  foyers  cotijitij;ué s  {Www  lentille,  les  deux  pdints  de 
l'axe  dans  l'nn  desquels  eonconreni  les  ra\(ins  (|ni  |)artenl  de  l'antri';  et 
i/ista/ices  f/es  foyers  con/uffiies .  les  dislances  de  ces  |Miinls  an  centre  de 
la  lentille. 

Kniin  j'appidlerai  /oye/.y  conjugués  d'une  lunette,  on  d'un  système  de 
plusieurs  lentilles  parallèles  entre  elles  et  placées  sur  un  même  axe  à  des 
distances  ([uelconques.  les  deux  points  de  l'axe  dans  l'un  descjuels  vont 
.se  réunir  les  ravons  qui  étant  |>artis  (h'  l'autre  point  traversent  toutes  les 
lentilles;  et  distances  des  foyers  conjugues,  les  distances  de  ces  points  à 
la  première  et  à  la  dernière  lentille. 

.\u  reste  je  prendrai  toujours  les  distances  des  foyers  conjugués  alfir- 
malivement,  lorsque  ces  foyers  tombent  des  deux  côtés  opposés  des  len- 
tilles; par  conséquent.  lors<|u'une  des  distances  deviendra  négative,  ce 
sera  une  mar(|ue  ([ui'  les  deux  Coyers  conjugués  tombent  du  même  côté 
des  lentilles. 

2.  Cela  posé,  soit  d'abord  une  lentille  (|uelconque  pour  laquelle  la 
distance  focale  soit  /.  et  les  distances  des  foyers  conjugués  a  et  h-,  on 
aura,  par  les  Tbéorèmes  eonnus.  re(]uati(Ui 

I        II 

Et  cette  ('(lualion  a  lieu  aussi  lors(|u'au  lieu  d'une  lentille  un  a  un  miroir. 

3.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  |)lusieurs  lentilles  disposées  sur  le 
même  axe  à  des  distances  quelc(in(|ues,  lesquelles  forment  une  lunette 
ou.  en  genéiâl.  un  instrument  (lioplri(|ne  (|uelcon(|ue.  et  e(uisi(lerons  la 
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liiillr  (riiii  i:i\ |iii  |i',i\cis(iMil  Idilirs  ces  Iciilillrs  il  pi'll  (le  dislillirc  de 

\';>\c  cl  (l;iiis  Mil  |ihiii  |i;iss;iiil  |>;ir  le  iiicmc  ;i\c.  Il  csl  chiir  ([iK'  si  ci'  immhi 
ii'csl  |»ii.s  |»;ir;illi'lc  ;i  l'jixc  ;i\;iiil  (l'ciilrcr  (hiiis  i:i  |)rcinii'i'<'  Iriilillc.  il  iIimI 
coii|icr  l'jixc  (hins  i|iii'l(|iic  |H>iiil.cl  l'on  |)iiiin:i  ;il(irs  rcgiirdcr  ce  |iiiiiil 
Cdiiiinc  celui  il'oii  le  i;i\.iii  e>l  i  iiise  iKiilir:  ce  |i()illl  sei"i  |>:il'  C(»iise(|liciil 
le  liieliiier  Inver  eniijll^lie  île  l;i  |>ieinii're  lentille  cl  de  tollle  l;i  llllielle. 
(r  iileliie  i;i\(ili  ciisilile,  ;i|)ri'S  ;i\(iir  ele  rellMcle  |m!  I:i  iireinii're  lentille. 
c(i(i|iei;i  de  iioii\e;in  l'iiM'.el  ii;i  tmiliier  sur  l;i  seciMidc  lentille,  ciniiliie 
s'il  |i;irlail  de  ce  seeinid  {iniiil  d'iiilersectioii  ;  ;iiiisi  ce  iiienie  pdiiit  scr;i  ;i 

l;i    l'ois    le   sec I    Inver   ciilljlli^lU'   de    hi    (M'einiiTC    lentille    et    le    |i|-elllier 

fnver  ((injui^ne  de  hi  seconde  lelililli':  et  ainsi  de  suite,  juscin'a  <e  (|ile  le 
lavoll.  ayant  ele  lid'racle  |iar  tiniles  les  lelllillcs.  sorte  de  la  llllielte  el 
coii|)e  |iour  la  deniii'rc  fois  l'axe  dans  nii  |Hiiiit  (|ni  seia  le  second  loyer 
coniiii^ne  de  la  dernièiT  leiilille  cl  de  tonte  la  liinelte. 

i.  Soient  donc  /',  /'",  /  ....   les  dislaiiees  loeales  de  ces  dillerenles 
lentilles;  a',  h'  les  distances  des  deux  loyers  conjni;nés  de  la  |)reinii're 
lentille;  d' .  h"  eidies  des  t'o\eis  ((nijujinés  de  la  secinide  leiililh-;  a",  h 
les  (iistaiiees  des  loyers  (•onjni;nes  de  la  troisii'ine  lentille,  el  ainsi  des 
antres;  a'  sera  en  même  temps  la  dislaiice  du  premier  foyer  coniiigiie  de 

la  I 'Ile,  el  la  dernière  des  (|nanliles  //,  //',  //'....  (|ne  je  desii;nei'ai.  en 

j;('iierai,  par //  sera  la  dislance  du  .second  loyer  eonjn;;ne  de  la  hinelle; 
eiiliii  soient  h\  h  .  h  , .  .  .  les  distances  entre  la  piemil'ie  lentille  et  la 
seconde,  entre  la  seconde  el  la  troisii'ine.  etc. 

Il  est  clair  (jn'on  aura  d'aliord.  par  l'Iiypollii'se, 

\  /('       />'-(-  a  ,      h         I,     ■    fi   .      h         Ir       n'- 

r.nsnite.  par  le  n"  1 ,  on  aura  pour  elia(|ne  leiilille 


K 


1         I  I  I  11  I  I    I 

a'      -h'         f  a  h  f  fi'  h'  f" 


Par  le  inoveii  île  ces  ('■ipialiolis  on    pourra  donc  deleriiiinci'  les  dislances 

di'  Ions  les  l'ovei's  coniniines.  et  par  conse(|nenl  la  ronle  eiiliiic  du  rayon. 

1\.  <iS 


o:J8  SI  U    I,  V   TlIKOlUi; 

l.t'S  lentilles  l't   leur  ;iriiillL;emeiil   el:iMl   (lotilies.   les  dislalices   loeiiles 
/  ,  /"  ,  /'  ....  el  les  (lisliiiiees  li ,  li  .//,...  mtomI  ;iii.ssi  (loimees;  il  n'y 

;ini:i  dune  (l'inciMinno  i|ue  le>  (|M;inlili's  a',  h  ,  d",  b' ,  a  \  h  •!  Imil 

se  ri'duir;»  à  délermiiier  siucessivemenl  ecs  dillerenles  inconnues.  (!ette 
delei  inination  n'a  à  proprement  parler  aneune  dillieulté:  mais  en  s'y 
prenant  par  les  voies  ordinaires,  on  lomiie  liiiiilol  dans  des  loiinnles 
assez  eomprKpiees  et  dans  les(|nelles  il  est  dillieile  d'apercevoii'  la  loi  de 
la  proi^i'ession;  il  est  done  nécessaire  d'y  employer  des  méthodes  parti- 
eiilièr(>s,  et  c'est  en  quoi  consiste  le  piiiicipal  iiK'rile  des  Théories  de 
Cotes  et  de  M.  Kuler.  Viiiei  ce  (|ne  j'ai  trouve  de  plus  simple  pour  cet 
oh  jet. 

ô.   Je  prends  une  suite  de  quantités  inconnues 
el  je  suppose 

rt'=T  — ,        b' -:r  —-,        a"  =  — 77)        b"  rzr  ,        d" î        t"' =  )■••; 

.r  X  X  x'"  .r"  x" 

je  suhsiitue  ces  (|uautités  dans  les  eipiatiiius  A  el  l'i  du  numéro  pré- 
cèdent, el.  chiissant  les  dénominateiiis,  j'obtiens  e(dles-ci 

(C)  li'x"  .^  x' -r- X' ,     II"  x'"  z^  x'  i- x" ,     li"x^' ~- X'' +  x'"',. . ., 

1»  „       ^'  f         ,.       ^"  ,v         ,.       •*'■ 

lU)  X -^  X    r--ç-ii        X    -^.-  X'^  —  -jj;i        x'" -i- x""  .-■  -p^t 

Ces  é(|ualionssont,  comme  {'(ui  voit,  toutes  réduites  i»  la  même  loime,  el 
si  pour  les  simplifier  davantaiic  on  fait 

—;  =  »?,      /)    -  m  .         „       nt  ,     n     -  in'\      -,^,„       in\      li   ^=nV',..., 

ou  ;iura  ((dles-ei 

X   —    m'x'    -f-  x''  --    o, 

x'  —  m"x"  ■+-  x"'  =-  o, 

x"        in"x"'  -+-  X'''  =  o, 
X  '  '-   m'*.r'"  -^  x"  --'  o, 
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|)"i)ii  ri>ii  \nii  (jnc  lr>  iiH  uiiiiiics  X,  x' ,  x" , . . .  roriiii'iil  une  sfi-if  ii'-cm- 
niilf  ilii  m'coikI  ofdn';  de  sorte  ([ue  la  (inestioii  esl  rédiiile  ;i  Itoiist-r  le 
leiiiie  ^eiuMul  iruiu'  séiic  de  ce  j^ciiro. 

(i.  Si  les  eiieMieiciits  m  ,  m  \  ni  ....  elaieiil  tons  é^aiis,  un  a  ma  il  IimiI 
d'nn  conp  le  leiine  i;eneral  diiiil  il  s'ai;il  \y,\v  les  nielinnles  euniiin's:  mais 
liii-s(|ue  ces  edellicienis  sunl  inei;an\,  je  ne  (-(iniiais  |iiiinl  d'anlie  nmxen, 
|)(Mii'  a\()ir-  les  valeurs  des  dilleienls  lerines  de  la  série  iccnrrenli',  i|iie 
de  les  delei-niiner  snccessi\ enieni  l'nn  apri's  l'aulre. 

l'onr  cela  (in  reniar(|nera  i|ne.  i|nidi|ne  nonilire  d'eiiuations  i|n'iMi 
prenne  ;i  resmidre,  il  v  anra  lonjnni's  deii\  ineiinniies  de  |ilirs  (pi'il  n  \  a 
d'e(|naliiins;  ainsi  les  denx  preinieis  ternies  .»  el  .r  ddixeni  denn'nrer 
indelerniines,  et  eiiniine  les  e{|naliiins  '  Iv  sont  linéaires  el  ne  ednlien- 
nenl  aucun  terme  sans  x,  il  esl  facile  de  pievoir  (jne  re\|)iessi<in  d'une 
inciMMiiU'  (luelcnuqin'  sera  c(un|>(isee  de  deux  (larlies,  l'une  tnule  niiilli- 
pliee  |i;n'  .r,  et  l'autre  tiMile  uiulli|diee  par  -v' .  en  s(Ule  ipTiin  pnuria 
clierclier  séparément  cliaeune  de  ces  parties  en  l'aisanl.  dans  les  e(pni- 
tions  '  E  ,  r  :     o  ou  .r'--<). 

i"   (  )ii  aura  donc 

X    =  o, 

x'   =  x' , 

x"  =  m'x', 

x'"  —  ( —  I  -!-  m' m"  '  x' , 

<  m' — m"'-'  m' m" m'"   .r', 

j  '  I  -     iii'ni'  —  m'ni"  —  nf'ni"  -\-  m  ni'  ni  /»"    .r', 

I  ni'  -'-  m"  -v-  ni'       m  ni  ni         m  in'  ni'        m' ni''nV 

-   ni" nV" m'  -■■  m  ni'  ni'  ni"  lu^    x' , 


ti8. 


u"  C*ri  ;iiir';i  île  iiicinc 

X     =  X, 

X'     =:  O, 

X"    ^=  —  X, 

x'"  =:  —  nf  X, 

a:"'=:  (i  —  m" m'")  x, 

x"  =  [m"  -\-  wi"  -    m'  nï'in'^    x, 

x"  =:  ( —  I  -r  mm    +   m"m^  -+-  w"  ///'  -    m'  m"  m'"  m"   .r, 

|-;i  |i(iiir  iivoir  hi  viilciir  comiili'li'  il'iiii  ,<    i|iiclr(iii(|ii('.  il  ii'\   ;im;i  (m'a 
ajonlcr  cnsciiililc  1rs  \;ili'Uis  de  l;i  iiicinc  (juaiilili'  (huis  les  ilcii\  i;is. 

7.  Si  dans  les  ('\[)r<'ssi()ii.s  idcccdriilcs  mt  ichhI  |i(iur  ///  .  m' .  m  .... 
Iciiis  v;d(>iirs'5  ,  qu'on  (irilonMc  cnsiiilc  lc>  Ifiini's  par  i-ippint  aii.\ 
(liianlilcs  /',  J   ,  /    ,  ....  cl  (in'oii  tasse,  piiiH'  alirci;i'r. 

P       =0, 
P'     =  I, 

P-'=--^--i-^_^, 

II'  -+-  /("        /("        /('/(" 


P>     =  I 


./■'      f    r.r 


pv.       _ 


//■       //  .  h        h  h  h 


Pv..=    _,_^ 


/'T    r    /T     /'.r     f"f"    rrr' 

II'  -+-  II"  +  A'"       A"  +  /("  .     h"       II'  II"  +  II'" 


r  f"      r      rr 

h'  -H  II"  i  II"'  _  ii^r      ii'ii"ii 
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o 

1 , 

u 

o, 

y 

-  —  ' . 

Q" 

-  /'', 

h' 

Q' 

'    /"' 

Q- 

-.h-^h"- 

f"~ 


A'       A'  -f-  A"        A'A" 


^  ,,       ,„      ,,„      II' \h"  +  h  /t  -t- /i     II  II  II  II  " 

Q...=  _  A  -  A  -  A  -.  — ^„—  ^  — ^,-       ^  -^^- 

JT     —    P^'   -I-  Qa-, 

;r'    -^  •  P'a'    -♦-  Q';«-, 
^"    -   V'x'  +  Q"x, 


S.    ('.(Piiiiiif  ((' -=  ^  '5    .  --i   l'on   cliiiiii;!'  (1   iii  II   iiiiiii    iiiiriiv  ((Pii^civci' 

r;ili;il(i^ic,  en  snrlf  i|i|i'  //  l  r|iicsrliti'  l;i  (ll-<l;illi  r  du  |iicill  HT  l'oNcr  ciuiju- 
i;ilf  (Ir  l;i  liiiicllc  ;i  l;i  |in'iiii('rr  Iriilillr.  cl  (in'oii  -.ii|is|  ii  nr  ihuis  les  l'oi- 
llillli's  |prfrc(lfiili'^  lu   ;i  l;i  |il;i(r  di'  .r  .  un  ;ini:i 


et  l'îiisiinl ,  jtoin'  aliri'-iicr 


auiM.  CM  i;(Mi(''i'al. 


x'-^i  :^  [APii^-'  +  Q-"'!  j,-; 


Ap.  -^g>'i  =  R'' , 


:r(i')  =  R("a.-. 
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Va.  iIi\('I(i|i|i;iii1  les  f\|in'ssioiis  do  (|ii;iiilitcs  R.  H  .  R  , .     .  nu  lidincfii 


w 

=  1, 

n 

/,. 

R 

K 

1.    n'^'f^ 

H 

'7       f 

hii 

'^  f'f" 

,       ,,      ,,       lih'-^W          h^li')h"       Il  II' h" 
1.^   I,  -Il  -  —j, j.—  -.  jrjr^ 

Il       li-hh'      h  +  h'-hli"       lili'       k'h'-i-h"       (h-i-h'  h"       lih'h" 

,,.      ,.„      h{li' ^  h"  +  II'"        \li  +  li').h"+k"  , 
'-  h  -  Il  --  Il  —  Il ^ 


/'  f" 

/,^/,'^/l'     h"    ^  hh'  h'  +  ll"     _  Il    ll'^ln  l£  _    ll-nll''ll'll'  Il  II' Il    ll^ 

r  /'/"        'rr        rr    ^  rrr 


Il  est  fiicilc  d'aperccvoii'  lii  loi  dr  rcs  termes,  si  l'on  coiisidiM-e  sépiii'é- 
inenl  les  leinies  (|ui  occupeiil  les  phiees  paires,  et  ceux  (|iii  ucrupeiil  les 
places  impaires. 

i).  Nous  n'avons  considère  iiisfju'ii  présent  (pic  lo  points  on  le  raxon 
(|ni  passe  au  travers  de  toutes  les  lentilles  coupe  successivement  l'axe  de 
ces  lentilles:  considérons  maintenant  les  angles  sous  lesquels  ce  rayon 
coupe  l'axe,  ainsi  (pu'  les  distances  de  l'axe  aux  dill'erenls  pninls  dan^ 
Icsipiels  le  rayon  ti'averse  les  lentilles,  distances  (pi'oii  nomme  commn- 
in-miMil  (Icrni-diiimèlres  des  ouvertures  des  lenitlles. 

Il  est  laciie  de  concevoir,  même  sans  ligures,  ipie  si  l'on  nomme  î', 
5'.  >  ....  les  demi-diami'tres  des  ouvertures  de  la  preinii're  lenlllle.  \\r  la 
seconde,  de  la  troisii'Uie.  erc..  cl  (|u'on  app(dle  o',  9',  9  ....  Ic>  an^^lo 
sous  les(|mds  le  ra\on  cnupe   l'axe  aux  premiers  loyers  c(miugués  de  la 
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|»i'cini('i'i'  Iciilillf,  (le  l;i  m'cuikIc,  de  l;i  li-oisicinc ,  de.;  il  est  iiisi'  de  cuii- 
(•i'\(iir,  ili^-jc,  (in'oii  aiiiM 

-        Il  liiiii;-^',      0"       «"tanfî^",      0"'       «"'l;iiif;o"'. .  .  .  ; 

cl  idiiiliic  le  MToild  lover  lonjumii'  (le  hi  incinli'ii'  Iriitillc  rolliciilc  ;i\t'c 
il'  |)i('mirr  l'iiMT  cDiijuj^uc  lie  l;i  scchikIc  Iciililli'.  cl  ;iiii^i  ilc  sniti',  cl  i|ii<' 
le  ra\ini,  cil  couiiaiit  l'axe  dans  ces  foyers  eoiijuiiiies  (•oininiiiis.  lail  a\ec 
lui  (les  angles  éj,'aux  de  part  et  d'autre,  il  s'ensuit  (ju'oii  aura  ausM 

9'   .   h'  laiif^o",      6"  -;  b"  laiigo'" 

t)one  on  aura 

^  tangtp''  iang9"'         ~  lango"'         '"  tango'"'         "  lang»'"  ' 

Si  l'on  conipare  ces  expressions  avec  etdle>  du  n"  5 ,  on  verra  (jnc  li> 

(|  nanti  tés  5',  5",  5  ....  sont  proportionnelles  aux  ([nanti  tes  «  ,  .<    .  »  ' 

et  (|ne  les  (piantitt's  taili^'f',  tanijçp",  lani;'^  sont  en  même  temps  pro- 

porlioniudles  aux   (inantités  a-,  a?",  j"',...;  cl  com les  ei|uarKHis    K), 

(|ui  doivent  avoir  lieu  entre  ces  dernièi'es  (juantites,  ne  déterminent  pas 

Icnis  valeurs  al)S(dues,  mais  seulement  leurs  proportions  nHitn(dles,  il 

s'ensuit  (|u'on  peut  supposer 

X  --  langç', 

cl  alors  on  aura 

x'      9',      x''  =  tang©", 

x'"^-Q",     x'V— iang9'", 

a:'-    &'",     jr"— lang9'% 


10.    Ainsi  les  i  pi  a  utiles  ,r,  ,r'.  x" , loni  les  valeurs  mil  rir  drlrrmi- 

nees  ci-dessus,  ne  servent  |)as  seulement  ii  delermincr  les  distances  des 

l'oversrt  ,  a\a  h\  />  .  !>  mais  elles  représente  ni  (d  les- me  m  es  les 

tani^entes  des  angles  aux  loyers  et  les  demi-diami'tres  des  (Uivertnres: 
les  (|uaiilit('S  X,  x" ,  x^" (|ui  ixciipeiil  les  pla(('s  paires,  soni  les  |;in- 
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j^i'iili's  (Ifs  ;iiiiilcs  aux  ilillriciils  loyers  ('(in  jujiiii's,  cl  lis  (|ii;iiiliU's  ar', 

I-  ,  ,(•' soDl  Ic^  (Iciiii-iruuiii'lrrs  (les  iiiivci'lni'cs  des  Icnlilli's.  D'où  l'on 

\uil  (iiic  li'S  (|li;ililiti  >  iliiill  il  s';i;4it  (Idiiiii'IiI  en  iiii'lllc  lcin|is  loilS  les  (■!('•- 
Iiicills  «le  l;i  Tlicoilc  lies  IniH'lli's,  |inis(| ii'fllcs  ilclciliiiliclll  loillcs  les  cil- 
l'oii^liilici's  (II'  \;\  l'iililr  il'illi  l'iivoli  (|ui  tl'iiNCI'sc  allliilll  dr  Iclilillcs  (ill'oll 
MMil.  ildiil  on  (diiii:iil   Ir^  distancps  f()vn\os  f, /",/".  ...  cl  les  dislaiiics 

rcs|)cciivcs  >\f  l'iiiic  a  l'aulrr  //  ,  //' ,  h 

Il  laiil  sciiicincMl  iciiiai(Hici  (|iic.  siiivanl  les  dciioiiiiiialioiis  cl  les  liy- 
|)olli('ses  |)recedeiiles,  |e  lavoii  (levaiil  liavciser  l'axe  dans  Ions  les  foyers, 
les  aiiiiicsanx  loyers  et  les  dcnii-dianièires  des  oiivcrUires  doivent  être  ai- 
lernativcinenl  an-<lessus  et  an-dessnns  de  l'axe,  e'esl-ii-dire  allcrnative- 
nicnl  iiosilils  cl  nci^aliis;  doin-,  en  i;énéral,  on  anra  pour  les  lani;cnlês 

des  angles  an\  loyers  les  (|nantités  a;,  — x" ,  x^" ,  —  a:^' ■!  |ionr  les 

deini-dianièlres  des  ou\crtures  a;',  —a?'",  ,r'',  —  ar'",.... 


11.  Comme  il  esl  indifTérent  dans  (|uel  sens  on  suppose  (pie  le  rayon 
Iravei'sp  les  lenliiles,  on  peut  imaginer  (|ne  l'œil  soit  placé  an  point  de 
l'axe  (pn'  nous  avons  iMinimc  le  premier  faver  coniiigtiè  de  lu  lunclle.  et 
ijn'il  leçoivc  le  rayon  (|ni  concourt  dans  ce  point  api'ès  avoii'  traversé 
loiiles  les  lentilles.  Dans  celte  hypotliè.se  la  quantité  a  ou  //  sera  la  dis- 
tance de  l'ceil  an  |Hcniier  oculaire,  et  '.;'  sera  l'angle  sons  lequel  le  rayon 
entic  dans  l'ceil.  De  plus  on  peut  regarder  le  dêmi-diainètre  de  l'onvei- 
Inrei  de  la  dcrniëre  lentille  comme  un  objet  de  l'extrémité  ihnpiel  |)arl 
li;  l'avon  dont  il  s'agit.  Ainsi  cet  olijel  seia  vu  ii  li'avers  les  aulies  len- 
tilles sons  nu  angle  égal  a  '.':  mais  si  cet  (dqet  était  vu  avec  r(eil  lui,  il 

esl  clair  (in'il  laudrait  (Hiil   lui   idacc  ;i   la  distance  ,  de  Tceil   oour 

I  I  '  Ian£,'o'  ' 

(id'il  tVil  vu  sons  le  UM'Uie  ahiile  "...  :  donc      -      ,  sera   la  distance  apna- 

renie  de  l^dijcl  vu  il  travers  lonles  les  lentilles. 

Or  tang-y  est  égal  ii  .r  et  j"'    esl  égal  an  dernier  leiine  de  la  S(''rie  .2', 
,)    ../'.       .('" dont  le  quanlième  doit  être  égal  au  nomhi-e  des  len- 
liiles aiignieule  de  l'iinilc,  ii  cause  (|ue  la  dernière  lentille  n'entre  plus 
ici  en  c(nisi(leralinn. 
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Donc,  si  un  iiliji'l  l'sl  \ii  |iiii'  un  iioiniiii'  y  ilc  Imdlli's,  sii  (lishiiicc  ■,\\)- 
iirciilc  scia  (S 


le  sij;ii('  siipciiciir  cImiiI  pour  le  cas  où  y.  csl  |iair.  cl   l'iiiITTiciir  |i(iiii'  ce- 
lui iHi  'I.  csl  iiii|)aii  . 

I.c  ilicdtrnic  (le  (liilcs.  «ioiil  ou  a  |)ailc  au  c(MUUM'MccuicuI  de  ic  Mc- 
UM)irc.  (Iduiic  prccisciiM'iil  la  dislaïu'c  apjiaiciilc  d'un  idijcl  \u  a  liaxcrs 
un  nuiiihi'c  (|IU'Ic(UU|IH'  de  Icnlillcs,  cl  la  valeur  de  celle  dislaiice.  suivaul 
ce  rheoi'cuH'.  s'acciiidc   |iai  laileuieul  a\cc  re\|ucssinu  |uccedeulc. 

1-2.  Iie|)lilinus  le>  e(|ualiiuis  i:  ,  (Ml  |ilul(il  les  ciiualiolis  M]  ;  et  i' I)  i 
du  II"."),  cl.  (diiiiiiianl  |ireiuicreiiieiil  les  (|iiauliles  .r',  a;" ,  .r'.. . . ,  on  aura 
ctdics-ci  cuire  les  (|iiaiirUcs  .)  ,  .1    ,  ,»■",  .  .  . 

—  .<■'  -*-,/"'■*'  -hf'x"      o, 
f'x  -+■  f  -hf"  — /»'  :x"  H-/"x"    "  o, 

f'x"  H-  {f"+f"'-lt")x'-+f"'x^-      :--  O. 

f"'x'-^   f'+f'"—  /*'").»•" 4-/" X" "— O, 


Mais,  si  l'on  éliinitio  les  quantilcs  .r",  j'^',  j:*' on  aura  ces  aiilrcs-ci 

cnirc  les  (luanlilcs  j  .  x \  .r"\  .r',... 


/  I  I  \  ,  x'" 

x'        /    I  I  I  \     „,        o.-' 

x"'        /  I  1  I  \  x"" 

J'            Il  I  I  \                     X" 


lcS(|Uclles    iMI    ||iiliriM   delciliMlier   se|iareilieil  I    l( 
IV. 


ipialllllcs   (|UI   oc 
(in 
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rupi'iil  les  places  paires  et  celles  ijui  uceiipeiil   le>  pl;ice>  impaire-  ilaii> 
la  série  .r.  .r'.  jc",  x'" ,  .... 

\:\.  s.iii 

*"=  a'x,     X''' zzr- a  x" ,     :r"  :_  «'".r" 

et  par  emisequont 

_j,iT  _-  ^ ^' X,     .r"  -    a'a"a"'x, ...  ; 

sul)stiliiaiit  ces  val(Hirs  dans  la  pieiiiière  suite  (re(|uatioii.s,  un  ;nira  i  elles-ci 

—  x'  ■+  {\-+  t^)f'x  ^^o, 

f  +  /'  +/"  -  ^'  '  *'  +./""  «'  «"  ^  "• 

/"  +  i  /"-»-/'"  -  /«"  ;  a" -+  /"■  "■"  «'"  =  "• 


rroù  l'on  tire 


ensuite 


r'  =  (I  -(-  (x')f'x. 


h'=~j—f  H-    a"-Hi:/', 


, ,,       a"  +  I    .„  ,„  „,„ 


t ,.,       a  -4-  I    «,„      ,     „        .   /.  „ 


Pi,  à  cause  fie  a'^:^  —  f5],  si  l'on  cliaiitic  u  en  /;,  comme  (lan>  le  n"  H.  la 

j.  o 

première  équation  (ieviendra 

Kiisuite.  si  l'on  l'ail 

x'  ='/'  Gj',     x"'  =:f"  m",     *'  ^=f"'  ro'", . .  . , 
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(•{    i\n'n\[  Mlll^||||M■    CCS   viilcius  (hiiis   hi    sccoiidc    scric  (rc(|ii;iliiiii>   ilii 

imnicro  prcccdcnl  .  on  ;im;i,  en  onldniKinl    les  Iciiin's  \):\i  r;i|)(Mii  I  ;hi\ 

lettres /<,  // 

h 

/'ro'  +J'"is"  _^  f'xs"  +f'"tB"'       ^„ 
A'  II" 

/"ra" +/'"&'"       /"'g>"'+/"s'"  _  _„ 
^Â^' "^        "   II"'  -  '^  ' 


et,  .sousliavaiit  ces  e(|ualiiiiis  siiccessi\ciiieii(  les  unes  des  aiiti'cs, 
f  td'  -+-  f"  ra'  , 


f" -05"  +  f"  rs"' 
h" 


vs    —  XS    -+■  X, 


T^ —  or.  —  ro  +  cj  —  ^, 

A" 


Donc,  sul)stituanl  ici  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  de  h' .  h",  h" 
on  en  tirera  les  valeurs  de  _/",/, ... 
On  aura  ainsi 


j'_(B'_a:)^i+^j 


fl._ 

/'  Js"  —  (is' —  x)  {i -h  a." ) 

.,„  ro"— (ra"— nj'-t-x)  (  I -t- -V) 

/"  ~         js"  —  (oj"  —  ro'  -f-  j?)  (  I  +  a'"  > 

-  m"'  —  (  Gj'"  -  55"  ^-  td'  —  .r  )     I  H — ^,\ 

f^ ^ y    "■  I 

f"  ro'*  —  (cj'"  —  ro"  -f-  nj'  —  ar  )  (  i  -f-  a"  ' 


69. 
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ifiluis;ilil. 

/"  _    I  Bs'  —  ar(i-l-  a') 

/'    ^  a'  ro"— (bj'  — x)(H- a") 

/'"  _    I  Bj'  —  (  n'  —  ^  )  (  I  +  a"  ) 

/"        a"  5i"'  —  (■  cj"  —  Bj'  -1-  «  )  (  i-t-  ai" 


f'" I         bt"' —  (  ro'"  —  ro" -+- x  )  (  I -I- a'"  ) 

f"       a'"  6J"  —  { Bj"'  —  Bj"  -I-  Bj'  —  ■  j:  )  (  I  +  a"' 


DdiR-,  à  causi'  de  /'= ,->  on  iuii'ii.  en  siibsliliniiil  MiccosiMincuf 

les  valciiis  {U'  /' ,/' , .... 

~, A       Bj'—  x(i  -(-  «') 

•^  I  -<-  a'  Bj'  —  ^  '  I  -1-  a'  I  ' 


/"=;:77 


Bj'  —  r  (  I  -(-  a' 


a'{i-l-a'i  Bj"— !Bj'— x)  (i -H  a") 
A  Bj'  —  X  (  I  +  a'  1 


«'«"( I  -t-  a'  !  Bj'" —  i  Bj"  —  Ej'  +  J?)  (  1  +  a") 
A  bj'  —  x\i  +  a.'  \ 


a.'a."a."'{i  +  y.'    m'"  —  ( bî'"  —  bj" -H  bj'  —  :r )  (  i  -f-  a "  l 


Siili^liliiMiil  ciiiiii  ces  valeurs  dans  les  i'\[)ressi()ns  de //  ,  /(,...  cl  redni- 
sMMl.  (in  aura 

.,  _  h  [bj'  — xfi  +  ae')]  [i  I  +  g' ) bj"  —  a'i  1  -4-  g")Bj'] 

x'i-i-a'^      [bj'— a:(i  +  a' i]  [bj"— :bï'  — ^)  (i  +  a"  0 


/( 


bj'  —  0.- 1 1  +  a'  / 1  [  I  I  -I-  a"  I  Ej'"  —  a" .  i  -+-  a!" ,  ro"  1 


/'"'=  -7-.. 


a'a"(  I  +  «')  [bj"  —  (  bj'  —  x )  (  i  -I-  a"  1]  [bj'"  —   bj"  —  bj'  +  ^  )  '  i  -t-  a'"''] 
Il  [-m'  —  x[\  +  a.')\  [(1  +  ai*)Bj"  —  «'"11  +  «"  isj"] 


'«"a*"'  1  +  a'j  [bj'" —  (Ej" —  Bj'+  ^)  (1  +  a'")]  [bj'" —  ibj'" —  ni"+  bj' —  x)'  1  +  a"')] 


Ainsi  les  dislanccs  focales/',/",...  et  les  inlervalles  enire  les  len- 
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llllcs  // .  //  ..       M)iii  f\|iiiiiii's  |);ii-  \f>  (|ii;iiilil('s  a,  c/.",  y. ??'.  w", 

w  I  (  iiiniiif  un  ;i  sM|i|)osi' 

x'-^f'js',     x-"=zx'.r,    x"^f"Ts",     J-"=:3£'a".r,    x"      /"'"gj"',-   X"  =  a'j;"a".r, .  .  . 

on  :iiir;i  iinssi  les  (|ii:iiililcs  x' ,  x" ,  x'",. . .  rxpriiiici's  |);ir  Irs  iiiciiics  (|m;iii- 
lili's  y' ,  oc' TT  ,  w 

l'i.  Les  (|ii;iiitili's  rn' ,  rs' ,  .  .  .  soiil  claies  ;m\  il('iiii-(li;inii'li'i's  des  mi- 
MTlllIcs  (les  Iclllilli'S  divises  |i;if  les  dishinrcs  lucides  des  tlK'llli'S  len- 
tilles; ce  sont  |i;ir  c()nse(|uenl  les  mêmes  (|n;iiililes  (|iie  M.  iiiilci  niminie 
raisons  (les  oincrliircs.  cl  (|iii  ihins  ses  lui'mules  sonl  ili'sii;nees  iiiissi  |i;ii 
ci's  mêmes  lelli-es. 

A   r(''i>iir'd   des  (lUMlltiles  y  ,   y elles  soiil   e^iiles  il  — -, ,  cl 

'  '  X       r 

|>;ir  coiise(|lienl   à    ,-,   ttti--    '5    ;   or. M.  lùllei   desiiilie  |);ii'  les  lellies  m;i- 

I         tu.'  I  ■    .      h'      h"  1. 

iiisciiles  A,  l>,  L, . . .  les  (iiKmliles  —,:  -„»■■•;  iiiiisi  I  un  jnirii 


a   :=   -ri       y- 


B 


l^ldill  M.  l'inler  sil|P(i()se  (|lle  rnlivelillie  de  \\\  |irelllieic  leiUlllc  e>l  iinllc. 
|i()ur  ne  considérer  que  l:i  loiile  du  iii\on  (|iii  |»;isse  (i;ii  le  i  entre  de  cette 
Icnlille:  iiinsi,  sniviiiil  lui.  -^  doit  être  nul. 

Si  l'on  fiiit  ces  dill'er'cnles  suiistilntions  d;iiis  les  rorniiiles  trouvées  ci- 
dessus,  on  en  verra  n;ntre  ((dies  de  M.  j'iuler,  dont  on  w  |);irle  ;iu  com- 
mcnccmcnl  de  ce  .Mémoire. 


15.  .\|irès  avoir  l'ail  voir  comuieut  le  Tlieoréme  de  (!olcs  et  les  for- 
mules de  M.  iùiler  se  déduisent  direcieuicul  de  luts  formules  |)rimiliv<'s. 
nous  allons  revenir  sur  cidle.s-ci  el  les  considerei-  plus  (larticnrierement. 

Va  d'abord,  |»uis(|ue  nous  aviuis  dejii  \u  (|ue  les  e(|uations  l'ecur- 
rcnlcs    Kj  doniieiil,  en  général    7  , 
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il  i'>l  Ikiii   il'cXiimilH'f  (le  [illls  jdi'S  l;i  loi  (|ll'(ili^fl\  l'iil  lr>  (|li;ilil  i  les  P,  P', 

P Q.  Q.  Q 

P;ir  l;i  roiiiKitidii  de  <(>  (|u;iiililcs  il  csl  visible  qu'il  y  a  ciilir  flics  les 
iiiiiiirs  i;i|)|i(nis  (|ii'riilrr  les  (|iiiintilés  correspondantes  x,  x' ,  x", . . . ,  de 
siiilc  i|ii'(iii  aura  aussi,  eu  j^cueral.  eu  vei'tu  des  e(|uali()ns  (E), 

P( ■«->-■:  _  /«("'jpCV  H-  P{»-M  :^  o, 

(loue,  ou  auia 

Pc+DQC'-l  _  Ql'.+O  PC-J  —  Q(MpC'-i)  _  piMQ("'--0; 

luais.  lois(|ue  À  ---  I ,  ou  a 


donc 


P'0-Q'P=r  i; 
p" Q'  _  Q"  P'  ==  _  , ,      p''Q'  _  Q»'  |.  , , ,     .  : 

donc,  eu  j;éiiéral. 

p;'+0  0('.)     .Q('.-h.)p(i^     -±,, 

le  signe  su|)érieur  elaiit  pour  le  cas  où  ).  est  pair,  et  rintérieiir  p(Uir  celui 
oii  À  est  impair . 

1().  Or  on  voit  par  les  t'oiiiuilcs  du  u"  7  (|ue  les  ex[»ressions  des  (piau- 
tilés  Q.  Q',  Q' . . . .  ne  coulieuueut  poiul  la  (piaulité  /':  donc,  si  dans 
l'éipiation  précédente  on  t'ait  vaiiery,  les  (|uautités  Q  '  et  Q  '*''  doiveul 
deineuier  constantes;  et  l'on  aura  en  divisant  par  ci/' 


fiP 


^If 


d'oii  il  s'ensuit  que  les  (juautites  Q  '  soûl  propoili(Uiuelles  aux  (piaulités 
arp(X 


df 


;  de  s(ule  (|u"(Ui  aura,  eu  jicner'al. 


r/PC- 


df-' 


k  clair  t  irrj  coeHicniil  (  nnsi^uil .  Vnwv  le  deli-rrrrirrer',  orr  fera,  par'  exerupir 
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0"      -I,     P" 


/" 


dV"       _     . 
\r.\v  (■(iilM'(iuclil   /•  —  /  ■-. 

AiiiM  .  (li's  (lu'iiii  (  oiiii;iili:i  les  (|(i;iiilili's  I',  1*  .   I'' un  i-n  |i()tirr;i  di- 

ilnii'i'  iiiiinrdiiiiciiii'iil  |i;it'  une  siin|ilr  iliUd'ciUialinn   1rs  i|ii;iiiiili's  ctn- 
ics|)on(l;iMli's  (^).  (J  ,  Q  , 

17.  M;iiiilcn;iiil,  si  l'on  ronsidi'ii'  les  cxpicssions  des  (jiianliirs  V.  I*  .... 
du  n"  7,  on  voil  d'ahoid  (|ni'  lo  le  in  i  es  P  .  P  ,...,  (|ni  o((n|)t'nl  les  places 
paires,  forment  nne  série  doni  la  loi  l'si  assez  claire  et  dont  le  terme 
iiénéral  lient  éli'c  icpresenic  t\f  crllc  nianii'i'e 


±  Pi '»+<)=;  i_ 


A'-f-A"+A"'+...+/tf'  _  /t"-h/r-t-...  +  AC')  _  /«"-(-...-t-At'' 

7  T  /'" 

A'  [h"  +  II'"  + . . .  +Ji^i]       (h' + h"i[li"'+ .  .^  /jC' j       h"[h'"+...  +  h(- 

ff"  '  ^  ~f'f"  '    ^~       f"f"' 

h'h"[h"'+  ■■■ +  /!'•']  _    hj^h") A'" [A ■'+...+ A'"]  _ 

rrr  '  rrf"  . 


le  sij^ne  snperieiir  de  I'  -'   '   étant  pour  le  cas  oii  v  e^t  un  nombre  pair, 
et  l'interienr  poni'  ceini  oii  v  est  nn  nomlire  impair. 

Il  no  l'cste  donc  plns(|n'à  tronver  les  termes  inlernu'diaires  P",  P'"....: 
or  la  t'ormule  générale  donne,  en  medanl  h'-  à  la  [jjace  de  m'-'  , 


P(2.)- 


On  peni  encore  simplifie)'  cette  e\|)ression  en  i'aisaiil  allmlion  (|ne  l(>s 


1 

5o2  suit    I    \    ilIKORIE 

v;ilciii>  (le  1'-'  et  (If  p '-'  '  ne  dépcndciil  |i(iiiil  de  hi  (|(i;iiMilc // ' ,  ;iiiisi 
•ju'oii  le  vi)il  pai'  les  t'ormiilcs  tlii  ii"7:  (rmi  il  s'ctisiiil  (|iii'  r('<ni;ili(iii 
précf'dciilf  t'l;iiil  miilli|>licc  p:ii'  //  '  ,  cl  ciisnilc  (iitlrrciilicf  tii  rt'i;;ii(laiil 
II'  cniiiiiic  l;i  sriilr  \  ;iii;ililr.  on  ;i(ir;i 

Don. 

</P("+'' 

IS.  Soil  iiiaiiittMiaiil  une  liiueUe  eoiiiposée  d'iii)  iioiiihic  (|uel(()ii(|iie  v 
de  lentilles:  nn  rayon,  tpii  eonpanl  l'axe  sons  l'ani^le  .i- entrera  dans  la 
pieniiere  lentille  ;i  la  distance  .j-  de  l'axe.  c(Hi|)cra  snccessivenieni  Taxe 
sous  les  angles  x' ,  x^",...,  x'-'' ,  et  traversera  les  autres  lentilles  aux  dis- 
tances —  x'",  x", . . . ,  ±  .r'-"'^'  de  l'axe:  le  siiiue  supérieur  étant  pour  le 
cas  on  V  est  impair,  et  l'inrerieur  pour  celui  oii  v  esl  pair. 

L'angle  x  esl  donc  change  par  l'eUét  des  lentilles  dans  l'angle  x  ■' .  et 
la  dislance  ou  ouverture  a-' esl  changée  en  ±.r  -''"'';  du  premier  chan- 
gement dépend  l'amplilication  ou  la  force  de  la  lunette,  la(|uellc  est  par 

conM'(|uenl  exprimée  par  ;  et  du  second  dépend  la  clarté  appaieute 

ipii  étant  eu  raisiui  inverse  de  la  densité  des  rayons  sera  exprinn^e  par 
---^^,,-  pourvu  (pi'on  suppose  a,' ^=  n  dans  Texpression  de  ,r  •''^'  .  pour 
que  les  ra\on>  entieut  parallèles  ii  l'axe  dans  la  lunette:  car  alors  il  esl 
visihie  (|ue  tous  les  r'ayons,  (|ni  touiheiil  sur  l'ouveitiirc  .z'  .  doivent  siu'tir- 
par  r(Uiverlure  .»'  -"'  '  ;  par  conseiiiUMil  leurs  densités  en  entrant  et  eu 
sortant  de  la  lunette  seront  en  r'aisou  reciproipu'  de  ces  ouvertures. 

De  plus,  le  ^i^iie  de  la  (juaritite   ^_  -        ^     iudiipicr-a   la  siliralioii  appa- 

r'enlc  de  rohicl;  si  celte  (|irautile  esl  positive,  l'idjjel  [)ar'ailra  dr'oil.  et  si 
■  'Ile  esl  neiiali\e.  ['(dijel  |j:irailr'a  l'ciixcr-sé. 

10.  Coiiimc  dairs  les  luiielles  il  lairl  ipre  les  lavoirs  (|rri  eulieril  paral- 
lèles en  S(Uleirl  aussi  parallèles,  la  valeur-  de  r  -'  duil  deurerrrcr-  la  inerrre 
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liiiil  (|iic  r  (Icmi'iiit'  If  iiii'iiit',  (|iirl(|iir  V ;iii;it idii  (|ii('  x'  subisse.  Or' 

(Iniic  il   (;ui(lr;i  (iiir   P-'":-(>;   c'csl   l;i  fuiidiliuii  l'(iii(l;iim-til;ilf  de   Iniilc 
liiiii'lli'. 

(  hi  ;un':i  iliinr  siiii|il('iH<'iil 

(Iciiic  r;iiii|)litirali(ni  sci:i  ic|)i(''sciit(''('  |kii'  Q^'  • 
De  |)lu>  un  ;i 

iluiic.  (I;m>  Ir  i;is  di'  ./■  =  o,   uii  ;iill';i  sini|)lfiiii'lil 

|);ir  ((iiisciiiifiit  l;i  chirl*'  iip|i:iifnlc  scr-i  ic|ircst'iilt'('  |)iii'     ,    p( ;._,>• 
.!<'  r('iii;ii'(|iii'  iiKiiiitriiiiiil  (iii'iiii  ;i.  eu  liciii'I'iiI     15  ,  r('i|ii:iliuii 

p(ï.,Q(J--,)_  Q(2v)p(ï.-,)_  _  ,. 

iloiic.  à  cause  (le  P '■'  ^=  o.  un  aiiia 

Doue  la  clai'lr  a|i|iar('iil('  est  |irii|)(U'lii)iinelle  ii  l'auiplilicatinu  ;  d'uM  il 
loiilte  (|Uc,  si  tons  les  i'a\(ius(|ui  inlirni  dans  r<)i>jectir  sont  liansiui> 
à  l'œil,  l'oltjel  paiaitra  a  tiaveis  les  verres  aussi  brillani  {|u';i  l'ieil  nn. 
niais  jamais  plus  lii'illanl,  de  (|uel(|ue  larj^eur  (|ue  soil  ridtjeclir. 

Kiilin  (in  jui^cra  de  la  silualiun  a|i|iarenle  de  l'idijel  par  le  sii;ne  de  la 
(juaillile  ±:  Q  ^'  ,  en  \  prenani  le  >ii,Mie  snpeiieiir  l<iis(|ne  V  esl  impair,  el 
l'inférieur  lorsque  v  est  pair. 

i20.    |,e  champ  a|)pareul  esl  évidemment  égal  a  l'angle  « .  p(tur\u  (|ue 
l'ieil  suit  jdace  dans  le  second  foyer  conjugué  de  la  lunette  le(|U(d  lumlie 
■  IV.  70 


ooV  SUn    LA    TllEOUIE 

iliiiis  l'axe  à  la  dislaiiri' 

(,M  =  ± 

(le  l'oculaire  f4  el  5j.  l^cllc  dislaïu'c  est  (iuiic  cxpiiiiifc     à  caiisf  «Je 

pi»")  =  oj  par 


Cl  elle  (lélermine  le  lieu  de  l'd'il  pour  qu'il  puisse  découvrir  par  la  lu- 
iii'lle  le  chaïup  apparent  .z'.  Il  l'aul  donc  (jue  celle  distance  soit  positive, 
|)(iiii'  (|ircllc  lonihe  hors  de  la  huietle;  car  si  elle  (Icvient  Méij;ative.  alors 
le  lien  do  l'œil  tombant  dans  la  lunette  inc'ine,  il  sera  iin|)(>ssildr  d'v 
|)lacer  l'œil,  el  par  consé(|uent  aussi  d'embrasser  le  clianip  .) . 

Si  l'on  fait  x'  ^=  o,  alors  la  dislance  de  l'ccil  esl  exprimée  siinplcnitnl 

par    „  ,    ;  doiu',  si  cette  (piaïuite  esl  positive,  i'd'ii  |dace  à  cette  distance 

de  la  lunette  embrassera  le  cliani|)  apparent  x,  en  sup|)osant  même  l'ou- 
verture de  l'oljjectif  réduite  à  un  point;  pai'  consé(|uent  dans  ce  cas  l'ou- 
verliiic  de  robjeclif  n'iiilhiera  poinl  siii'  la  i^randeur  du  cliam|):  c'est  le 
cas  des  lunettes  à  verres  convexes. 

.Mais  si  la  (|uantité  Htt^  est  négative,  alors  on  ne  pourra  supposer 

a:  =  o,  mais  il  faudra  prendre  x'  tel  que 

p(2.-i)£.  +  Q(:'-0 


O(-) 


.  o  ou   =  o. 


Dans  ce  cas  donc,  (pichpie  part  (|iic  l'on  place  l'tL'il,  le  cliani|)  appa- 
rent X  dépendra  de  rduveitiire  de  r(dijectil'  x' . 

Si  la  (juaiilile    -— esl  en  UM'Uie  leni|)s  nenalixe.  alors  la  dislatire  de 

I'omI  serait  toujours  négative;  jiar  c(uisé(iu('nt  on  ne  iiourrait  decoiivrii- 
par  la  lunette  aucun  cliam|)  apparent,  parce  (|u'aucun  des  ravoiis  (|ni 
entreraient  par  l'objectil'  ne  ressortirait  par  l'oculaire. 
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Ainsi  c'est  ;iilssi  iiih'  ((ilKliticui  (•s>ciilirllc  îles   liiMfllr>  (|iii'     ,  .t,7-  soit 
>■  o.  I(irs(|iic    (-y7:r  <^  *'•  **''  ''"  ^ii|i|ii)s;iiit  hi  iiiciiiii'ii'  dr  rcs  (iii;inlil<'s  A 

t'[  la  Sfcoiidt'    —H.  lin  aui"i    A-    —  H  ihmii    la  dislaiicf  de  l'œil  ii  la  lii- 

iicllt'.  ni'ct'ssaiit'  |)iPiif  l'nilii'asscr  le  ilia(ri|i  M|>|iaiciil  .i;  et  l'cin  \(iil  (|IM' 
Cfltc  distance  diniinne  à  mesure  (|ne  .»  aiij^inente;  de  sorte  (|ue  ponieni- 
liiasser  le  |)lus  f^^rand  cliani|i  apparent,  il  faudra  l'aire  la  dislance  doni  il 
s'agit  nulle,  et  par  conse(|ueut  ap|ili(iuer  l'icil  Iniil  (  (Uilre  l'iMulaiic.  On 
aura  duuc  dans  ce  cas 

d'où  l'un  tire 

kx' 

ce  (|Ui  inonlre  (jue  le  ciiauip  apparent  est  |)r(ipi)rti<>niiel  ii  l'onverlnre  de 
l'ohjeotif.  C'est  le  cas  des  lunettes  de  (lalilee  ii  d<-ux  lentilles,  l'une  con- 
vexe, l'autre  concave. 


70. 


SUR 


IINK  MAMI'ItK  l'Ali  net  I.IKIil' 


DF.XPRIMKK  I.K   IKMl'S  DANS  I.KS  SKCTIONS  (.((Niyi  KS, 


DÉCIUTKS    l'Ail     l)KS    K)BCh>    TENDANTES    Ali    l-OYEK    ET    llÉCIPROyl  EMKXT    l'ROPORTIONNKI.I  E!^ 
AUX    CARRÉS    DES    DISTANCES. 


SUR 


UNE  MANIÈRE  PVKTICULIÈUE 


D'PXl'KIMIR   I.H    II  MI'S  I)\\S  I.l-S  SECHONS  (.OMQLKS, 


nKCniTES    1>AH    DES    POUCES    IK.NDAMKS     W    KOYKIl    KT    HECIl'UoylJEMEN  T    l'Ilol'Oll  IKIWKI.I.FS 
MX    lAllItKS    DES    DISTANCES. 


(  Nouveaux  .yiémoire.s  df  t'.4caiténiie  royale  des  Sciences  et  Belles-l.etlie.\ 
de  Berlin,  année  1778.) 


1.  Vi'\i  M.  I.ainhfil ,  dans  son  cxccllt'iil  IraiU'  sur  les  l'ropni'lcs  des 
(hhilcs  (tes  Comètes,  a  «Icmontrc  rc  licaii  rin'or'ènic,  (|no  dans  les  cllipst's 
décrites  pai'  des  forces  U'iidantes  vers  l'un  des  t'oyeis,  cl  aiçissanles  en 
raison  invei'se  du  carré  des  distances,  le  leinps  einpiove  ii  parcourir  un 
air  (pielcoil(|llc  ne  di'|)clld  (jlle  dll  ^^laild  axe,  de  la  corde  (pii  soiis-lelid 
l'arc  parcouru,  el  de  la  soiiiine  des  rayons  vecteurs  (|ui  joitiiieiit  les  deux 
exiréinités  de  cet  arc:  en  sorte  que  ces  trois  eli'nieiits  elaiil  supposes  les 
lllellies.  le  leinps  sei'a  aussi  le  lllènie,  (pielleijlie  soil  d'ailieiirs  la  loriiie 
de  r.dlipse. 

I,a  déiiionstralion  (pi'il  en  donne  est  piireiiieiil  sviKlierKpie,  el  dépend 
d'une  transt'orinarKui  inj^i-nieiise  des  secteurs  elliptiipies  de  hupielle  il 
résulte  ipii'  si,  dans  dillerentes  ellipses  (jui  aient  le  même  ^rainl  axe,  un 
prend  des  secteurs  tels  (|Uo  les  cordes  ot  les  sommes  des  deux  lavoiis 
vecteurs  soient  les  mêmes,  ces  secteurs  sonl  prnporlionneis  aux  racines 
carrées  des  paramètres  respectifs;  d'où  il  s'ensuit  ipie  les  temps  em- 
ployés à  parcourir  les  arcs  de  ces  secteurs  doivent  être  les  mêmes,  puis- 


)()()  si:  H    l.NK    MWIKUI     I»  KM'KIMKR    LK    ri;MI'> 

(|ii't'ii  i;i'ii('r;il  le  temps  csl  coinmc  l'iiirc  du  secteur  iliviscc  |i;ir  l;i  i;iciiÉe 
canee  du  paramètre. 

t>  riieoi'i'ine  oiTre,  ciiMniie  Idii  \(iil.  un  iiii)\eu  de  riiuicner  la  delei- 
niinalinn  du  temps  |iar  un  are  d'une  ellijise  donnée  ii  celle  (Ju  temps  pai' 
un  arc  d'une  autre  ellipse  (pielcon<|ue  (|ui  ail  le  ménn-  i^iaud  axe,  et 
UH'me  au  temps  par  une  partie  de  ce  grand  axe,  en  supposant  (pw  l'el- 
lipse se  cont'omle  avec  l'axe  par  l'évanouissement  de  Taxe  conjuiiue,  et 
(]u"iiu  corps  touille  pai'  le  même  axe  en  [larlanl  d'une  de  ses  extrémités, 
et  étant  continuellement  attire  vers  l'antre  par  la  même  torce  centrale 
par  hxpielle  il  cii'cuierait  dans  l'ellipse:  et  comme  dans  ce  dernier  cas 
l'arc  se  eonl'oiuJ  avec  sa  corde,  ijui  deviimt  égale  à  la  dill'éreuce  des  deux 
rayons  vecteurs,  il  s'ensuit  (pie  si  l'on  nomme  a  le  grand  axe  (le  l'cdlipse 
pr(i|)o>ee,  h  la  somme  des  deux  ra\ous  vecteurs  qui  repondent  aux  deux 
Ixuits  de  l'arc  parcouru,  c  la  corde  soius-teiidne  par  cet  arc,  le  temps  em- 
ployé à  parcourir  ce  même  arc  sera  égal  au  temps  qu'un  corps,  qui  |)ar- 
couirait  l'axe  a  de  la  manii're  (|ue  nous  avons  dite,  mettrait  \\  s'appro- 
cher de  l'extrémité  intérieure  de  cet  axe.  depuis  la  distance  — —  ius(|u';t 

la  distance Or  en  considérant  la  chute  rectiligne  d'un  coips  poussé 

vers  nu  point  fixe  par  une  force  — :   c  étant  la  distance  du  c(U'ps  à  ce 

point,  on  trouve  aisément  que  si  ce  corps  part  du  repos  i»  la  distance  (/, 
le  temps  employé  à  arriver  à  la  dislance  r.  sera  exprimé  par 


I        r zdz 


donc,  si  l'on  tait 

I)  ^-  c  b  —  r 

on  aura,  pour  le  temps  employé  a  décrire  l'arc  d'ellipse  (|ui  sous-tend  I; 
corde  c.  la  ditlerence  de  ces  deux  intégrales 

/p'ii> ^  r  q*^    . 


hws  i.i:s  si:<;ti()NS  comoi  i:s,  ktc.  5(ji 

t'\|ii('ssi(iii  (jiii  i-s\  Miiliiiil  rctii;ii(|ii;i|p|c  en  n-  (\\i'f\\f  ne  (lr|ii'iHl  i|iir  <lii 
l;i;iii(I  ;i\c  de  rclli|isc  |iiii|poscc  ri  iiilllcliirril  de  son  cxifllllli  lie,  li  <|iii 
liHii'iiil  |i:ii'  riiiisi'i|ii('iil  lin  iniiNcii  r^icili'  ili'  l'i'ilnii'i'  en  Tiilili'  l;i  ili'lrrini- 
ii'ilnni  (In  l<'iii|is  i'iii|il<i\i'  ii  |i:ir<'uni'ii  un  iirc  il'iinr  (nhilc  l'HipIniiH'  ijucl- 
i'n||i|iir;  cjii-  m  I'oii  1:111 

Il  -I-  V  h  —  t  

ni  S(n'lr  i|ii(' 

/'         <ll.       </         (IS, 

le  lcni|is  i'i'|iiiii(|;int  ;i  la  ((nilc  (■  (hiiis  rrHi|isc  ddiil  le  l;i;iii(I  a\i'  csl  a  scrii 
('\|)riinc  |i;ir 


a'    /    r    rdr  Ç  sds    \ 


iir  liirs(|nr  c  a.  ;uH|iirl  (ms  on  ;i  iiiissi  h --a,  /•  {Ifvicnt  ^- i  et  s  =  o, 
cl  l'oii  il  le  liMn|»s  depuis  une  iipside  à  l'iiiilre,  e'esl-à-dire  le  leiiips  de  l;i 
drini-iévoliilion;  donc,  si  l'on  eonsirnil  une  Tahle  (|ui.  pour  elnupie  v;i- 
liiii  de  1-,  dt'|)ni.s  V      ()  jiis(|u';i  r  =  i .  donne  \:\  \ideiir  coirespondanli'  de 


divisée  p:ir  le  doiilde  de  hi  v:ileiii'  (|ni  répond  ;i  v  i,  on  n'iiiii;!  (\t\'l\ 
prrndre  diuis  celte  T;ilile  hi  dillV'icinc  des  nonihrcs  (|ni  repondciil  ;i 

é  -h  f  h  —  c 

cl  miiltiplier  ensuite  eette  difToronee  par  le  temps  de  la  révolution  eii- 
licic  dans  l'ellipse  proposée,  pour  avoir  snr'-le-(  liainp  le  temps  repini- 
ilaiil  il  l'arc  siins-lcniln  par  la  corde  r. 

Dans  le  ti-oisiènn;  VOluinc  des  Tnhlcs  Aslrnnomiqttes  de  l  Académie . 
page  23,  on  trouve  une  pari'illc  Tahle  sons  le  nom  de  Chute  ellipliciiie  des 
Comètes,  dans  la(pii  Ile  la  première  eolonnc,  inlilnlee  Distances,  rcpré- 
senle  les  valcuis  de  v  en  inillii'mes  pallies,  cl  la  seconde  ((donne,  inti- 
tulée Temps,  donne  les  inniilires  (■orresp(Mi(laiils  en  parties  miilionii'mes. 
IV.  -1 


3()2 


SUR  UNE  M\Mi;iti;  h  i.m'iumkh  il  ii.mi's 


O  (|ii('  je  viiMis  (II'  iliii'  siillil  |iimii-  l'aire  sentir  l'ulilltc  ilu  Tlirurciiir 
(litiil  il  s'agit;  mais  ce  Tiit'uri'iiH'  mciilt'  particiiliiTciiiciil  rallciilion  des 
(Icoiiii'lri's  |)ar  lui-mèiiti',  <'l  itai'cc  (|ii'il  parait  (lillicilc  d'y  (tarvciiii'  pai' 
le  calcul  :  cm  suite  (|ii'(in  |iiiiii'i'ait  le  iiietti'c  (laM>  le  petit  iiuinlii'e  de  ceux 
pdUi'  les(jiiels  l'Analyse  j^éométr'iciiie  semble  ay^ir  de  l'avantage  siii 
l'Analyse  aliiél)ri(|ne.  Il  est  yrai  (|iie  dans  mes  Ueclierclie>  mit  le  innu- 
\eiiicnl  d'un  corps  attife  ii  la  l'ois  vers  deux  centres  lixes  par  des  forces 
en  raison  invtM'so  des  carrés  des  dislances  \vo)'ez  le  tome  IV  des  Mcmotrrs 
(k-  Turin  (*)],  j'ai  été  conduit  à  ce  même  Tliéori'me,  en  supposant  (pie  la 
force  (|ui  agit  vers  l'un  des  centres  s'éyaiiouisse,  et  ipie  ce  même  centre 
soit  placé  sur  la  circonférence  de  la  section  conicpie  (jue  le  corps  décrit 
alois:  mais  cette  métiiode  est  indiiccte  et  demande  des  calculs  assez 
comprKpiés;  (die  est  par  consé(picnt  peu  c(tuyenaide  pour  démontrer  un 
Theori'me  (|ui  se  distingue  surtout  par  sa  simplicité.  J'ai  donc  cru  ([u'il 
serait  avantageux  aux  progrès  de  l'Analyse  d'avoir  une  \oie  plus  simple 
et  jilns  naturelle  pour  parvenir  à  ce  liut,  et  je  me  tlatte  cpu'  i(dle  (pie  je 
vais  j)i()poser  ne  laissera  rien  à  désirer  sur  ce  sujet  et  pourra  même  être 
utile  dans  plusieurs  autres  occasions. 

2.  Soient  a  le  demi-grand  axe  de  r(dlipse  pr(i|)osée,  e  son  exceiitricite, 
'v  laiKunalie  excentii(|ue  (|ui  répond  ii  une  anomalie  \  raie  (pi(deon(|ue  a, 
t  le  temps  employé  a  déci'ire  l'angle  //:  on  sait  (pie 


^^  a^  (a  -I-  esin^  , 
le  rapport  entre  'v  et  //  étant  donné  par  ré(pialion 

et  le  rayon  vecteur  /■  étant  exprimé  ainsi  par  çj 

r  =:  rt(  I  +  ^  cosol. 
(!es  pi'opositioiis  sont  démontrées  dans  Ions  les  livr( 

(*)   DEiivrcs  (It:  l.(ii^i(iiij^f,   t.  11.  p.  84. 


\strononrK 


DANS    LES  SK<:TI(>NS   CMNKH  KS,    KIC.  .)«:< 

I';if  le  Tlicuii'iiic  (le  M.  Liiiiilicrt,  ir  liiii|i>  |i;ir  un  ;iii-  (|nrl(((ii(|iic  ili' 
cfltr  rllipsc  est  réduit  à  la  dillcriMici'  des  Iriiips  par  deux  arcs  d'iiiir  aiilrc 
t'lli|)sc  (|iii  ail  !»■  iiirinc  i;raiid  a\c  Ati,  mais  dinil  rcxcciiliicilt'  rsoil  r^alc 
il  I  ,  ce  (|iii  icdiiil  rcHi|)sc  an  i;iaiiil  a\c  ni  \  l'aisaiil  cvaiioiiii'  l'axe  eoii- 
jll^lie  (liml  la  \alriirot  ii  \  i       (-',  cl  pal' e(Mlsé(|ilcnt  /éro  loi'siiiie  c        i. 

Soil  y  la  valeur  de  v  i|ni  re|i(iii(l  au  commciu'ciiionl  do  l'arc  [loiir  le- 
i|iiel  (III  deinaiidi'  le  leiiips.  un  aura 

«'  [  9  —  3!  +  «"'siiicp  —  siiiz  îl 

jliilir  le  leuip^  |i.ir  l'an  ilniil  h  eiiiiiliieiieeiiieiil  ic|miimI  a  ralioiiialie  exeeii- 
triquc  «,  (M  dmil  la  lill  re|ioiiil  ii  raiiullialie  e\eelilli(|Me  v.  Il  laiil  diilM 
rédnii'e  celle  ex|)i-essi(in  ii  la  dillereiice  di-  deux  ex|iressi()iis  de  la  Inr 

«■'^9  -I-  siii9/; 

donc,  si  l'on  dénote  par  a-  et  v  les  deux  ai lalies  exceiitri(|ue^  dan-» 

rdlipso  où  e  =  I,  on  aura 

«■'  [o  —  a  -t-  *"'  siii-j       sina  1       «'  (>•  +  siu.r    —  rt"  -  }•  +  siii  r). 

Doue,  coiuparaut  euseiuide  les  parties  alficltriipics  el  les  parties  Iraiis- 
eeiidaiiles.  on  aura  ces  deux  e(|narnins 

9  —  a  :=  X  —  y, 

e  sino  — sina        sin.r  — sin)-; 

d'oi'i  l'on  tirera  r  el  v  eu  -^.  ce  ipii  n'a  point  de  diniciillé. 
lin  ('[lot,  si  l'on  met  la  deuxii'inc  sons  cette  l'orme 


|irrllMllte  MU  \  -nli-.||lne  pour 
'i{iialiiiii.  iiii  aura 


ileiir  ^  liri'e  de  la  prei 
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iii:iis 

9  -H  a    .    9  —  a 
sina  —  sina=  acos sin ; 

2  ?. 

(Iiiiii- .  divisjiiil  (le  |);iil  l'I  ir;uiltt'  |);ir   2  si  II >  nii  ;iiii;i 


.      JT  -t-  >•  / 

sin  — ^  =  1/  I 
(le  la.  cl  (le  ce  (|llc 

.     X  — j' .    o  —  a 


m  liii'ia  sur'-l('-cliaiii[) 


sinx  =r  oos  - 


cp  +  a         c?  —  a         .C5  — 
cosj-  =  e  cos  -^ cos h  sin  -^ 


V 


I  —  e'  cos' 


Ainsi  l'on  coniiaitra  par  ces  t'onmilt's  les  arcs  clicrclii's  -v  cl  v  en  y  cl  a. 

■i.  .le  rciiiar(|iic  inaiiilciiaiit  (|iic  /•  ctaiil  le  l'avoii  vcch'Ui  i|iii  rc|)(iii(l 
à  l'anomalie  ('xc('nlri(|ue  9  dans  l'ellip-sc  proposée,  si  l'on  iioninic  parcil- 
lemont  0  le  rayon  vecleui'  ([ni  répond  ii  l'anomalie  excenlii(|uc  a  dan>  la 
niciiie  ellipse,  on  aura 


r  r^  a  I -I- ecoS9  ),     p  =  rt  i -I- e  cos  a), 


d  ou  I  on  tiro 


■j -r  a  o  —  a  COS  œ  H- COS  a        r -\- p 

e  cos  ' cos =  e '— := 

2  2  a  2fl 
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Dr     |llll^.    //    l'I^illl    riilldllllllic    M'ilii'    <|lll     l'('|)nn(l    il    rillliilli;!!!!-    r\(rll- 

li'i(|tu'  '>,  si  l'on  iiiiiiiiiif  iiiissi  \-  riiiioiiinrh'  vimu-  (|ih  i'i'|iiiiiiI  ii  r:iiinni:iru' 
(■X(i'iilri(|iio  «,  on  aura 

«  /i  —  «  .        9  V  /i  —  e  ce 

cl  il  csl  clair  (|in'  u  —  c  sera  l'anj^lc  in(ci(C[>tc  ciilic  les  rayons  /  et  o; 
«le  sorti'  (|iic,  si  l'on  nomme  encore  o  la  coidc  i|iii  joint  lc>  cxtrcmiles 
(les  lavons  /■  el  o,  on  aura,  |)ai'  la  Trigononn'tric, 

â'  =r  ;■'  -\-  p-  —  2  /-p  COS  [Il  —  f  >. 

Qu'on  snhslitue  dans  celle  expression  ;»  la  place  de  /■,  o  el  de  //.  i   leurs 

valeurs  en  'j,  el  a:  et  poni-  cela  on  remariph'ia  (|tn'  les  expressions  cj-des- 

I  "  ''    1 

sus  de    tanii      el    tany      donnent 


el  de  UM'Uie 


aJt  —  e'sino  e  +  coso 

Sm  /<  z-    — î î  ,        COS  M  :=  rt i  1 


fli/i— e^sina  e-»-cosa 

Sincrr:-— ,        COSl'=a-— , 

P  P 


de  s(U'te  (|ue,  comme 

COS  u  —  (')  =  cos?<  cosi'  -+-  ^iiMi  sine, 
on  tr-ouvera 

rp  COS  M  —  >')  ^=  (t'[(^  +  C0S9)  [e  +  cos«}  +    I  —  e-l  siiiai  sina  j 

=  a'[coS(  9  —  3t  I  -f-  e:  coso  +  cosa)  +  e';  i  —  sino  siiia   i; 
;•• -f-  p'  =  «'[(l  -+-  e  C0S9]»-t-  ;i  +  ecosa)^] 

.  -  a'-\f.  +  -y.e  coso  -+-  cos«  !  -4-  eMcos'o  H-  ros=a  ]  ; 

donc  entin,  on  auia 


î'--r  a' [2  —  2 COS  9  —  «   +  e'{  cos'9  +  cos'a  —  ?.  -f-  •>  shicp  sin  jt  1] 
=  a'[2  —  2  COS  (9  —  «'  —  e'(sin9  —  sina,'] 


;  4«'(sin'-- 


.(ifi  SLM    INE  MVMÈKE-D'EXPRIMEH   LE  TEMPS 

fl.  liiMiil  \;\  iMciiic  fanrc. 


.    o  —  a      /  ,       ,9  -r-  a 

jflsin  ' 1/  '  —  e'cos'  ^ 

2      V  a 


F;iis:iiil  (IniK  ci's  siihsiiliiliolis  diiiis  les  cxpicssioiis  ci-dessus  df  cosa' 
el  fosi'.  on  inii!) 


COSJ  = 

el  (If  là 


20. 


I, 


a  !  I  -I-  cos  r  i  =; ■ 

2 

()!■  a  ('[  véUml  deux  iiiiniiKilit's  cxccntriinics  dans  l'cdlipsc  oii  f  :=  i ,  si 
l'on  nipiiiiiic  f>  cl  r/  les  rayuns  vcclcuis  coircspondaiils,  on  aura 

ff  =:  a (i -h  cosx  ,     (/ =:  «  (i -+- cos V  , 
donc 

r  -h  Q  —  0                       /'-f-p-î-Ô 
P  =   2 '         <}  = ^      -  ' 

(M  le  Iciiips  employé  à  parcourir  l'arc  sous-leudu  par  la  corde  o  dans  i'rd- 
lips<'  dont  l'excenlricilé  est  e  sera  égal  à  la  diUérence  des  temps  ijui  ré- 
pondeiil  aux  rayons  vecleurs/>  el  (j  dans  l'ellipse  où  e=-  i:  mais  nous 
avons  déjà  vu  (pie  celle  elli[)se  se  confond  avec  l'axe,  et  (pie  ses  deux 
foyers  lombent  aux  exlrémilés  de  l'axe  2a;  donc  le  temps  dont  il  s'aiiit 
sera  éi;al  au  temps  employé  à  parcourir  dans  cet  axe  la  partie  interceptée 
entre  les  abscisses  p  el  q:  ce  qui  est  le  Théorème  de  M.  Lamiierl. 

'1.    Quoiipic  la  demiinstration  precedvnte  soil  assez  sim|)le,  il  semlile 
(|u'ou   pdunait    la   sim|)liiier  encore,   en   em|do\aut    imitiedialemeut    le 
rayon  vecteur  ii  la  place  de  raiiomalie  excenlri(|ue;   nous  allons  don< 
envisager  la  (piestion  de  cette  manière,  el  sans  faire  usage  des  pro|)riété 
connues  de  raunnialie  e\cenlri(|uc. 


DANS    LES  SECTIONS  COMQliES,    ETC.  .%7 

Pour  .'l'I;!  lliiiiN  iciii;il(|llcii>lis  (pic  Ir  lclll|)S  flll|ilo\c  ;i  ilcciiic  un  :ui 
i|iii'l(iiU(|Uc  (l"uui'  M'cliiui  iiiu'uiur,  |i;ir  uu  nu-|)>  :i(liic  mus  l'un  ilc- 
ri)\iu>  ili'  I  rllc  scciHUI  ru  \cllU  (l'ilUc  fiUiT  eu   lillMUl  ill\crM'  (lu  r^illr  (Ir 

la  (listaiicc,  csl  luujouis  proporlionnri  ii  l'aiii'  ilu  mmIium  i  uuipiis  par 
l'arc  (huit  il  s'ai,'it  cl  les  (Iciix  rayons  vcclciiis  inciics  du  l'oyiu'  aux  cxlic- 
uiilis  (le  (  ri  ;iic,  ilivisée  par  la  racine  carrée  du  paranièlie  dr  la  scciiuu 

roui()lh';  ("est  ce  (|U('  Ni'WlcUl  a  (IcIUoulrc  le  |U'rtui(M-.  ri  uur  fiUlIc  il'  \u- 
leurs  après  lui. 

()r,  si  l'ou  U(HiMue  /•  le  iav()ri  veeleur,  '^  l'au^le  de  ce  iiiyuu  ;i\it  le 
gi'and  axe,  p  le  deiui-paraiiii-lre  de  l'oiliile,  e  son  exeeiitrieile,  on  ;i  p;ii 
la  naluif  de  l'idlipse 


I  -1-  e  coso 


donc,  coinuie  relcineiil  du  secleur  decril  ^lar  le  r;i\iui  /csl  rxpnuic  p;ir 
-t  si  l'on  sul)stilut'  dans  celte  expression  la  \:ileuide  il-^  m  /    liree 

de  l'tMpialiou  précédente,  cl  ipi'on  la  divise  par  ^     >    on  aura   rtdiuurui 
du  leiups  ciuplové  il  pai'conrir  l'arc  cl'j  égal  a  la  (|aantile 

Slip  dr 

,  _)_  _C  _  il 

r  r- 

.Mais,  en  iioniiuaiit  a  le  demi-grand  axe  de  rdlipsc,  on  a 
p  ^  a\\  —  e-\\ 

sulistiluani  donc  ''  ii  la  place  do   i  —  e-,  cl  iiHiltipliaiil   le  liaiil  d  le  lia-- 
(/  '  ' 

i\v  la  fraction  par'  —  i  un  airra.  pour  relenieni  dont  il  >'a:;il. 
v/' 


rdr 


7 


—  p  -h  y.r 


Donc,  si  l'oir  t'ait 


ïl)«  SI  R    UNE   MAMKKK   I)  EXPRIMER    LE   TEMPS 

"■1  iim'oii  riMMiilr   i         e'-  ;i  lu  lihicc  ilc    '  ■    un   ;iiir;i   celle  loiinille  diUereli- 
'  '  <l 

llellr 

a'  zdz 


iliiiil  l'iiilei;iale  prise,  pîir  fX('iii|ile ,  (le|iins  z  r~  m  iiis(|ii';t  ;  -  /(,  don- 
iieiM  le  temps  employé  à  parcoiii'ir  r;iiii;li'  eompris  etitie  U's  rayons  vee- 
leur>  ma  et  no. 

5.    Soil 

3=1  —  M, 

l;i  loriiiiile  précédente  deviendra 

a"  i  M  du  —  du  I 


\jé' —  u} 
dont  rinlé"i'ale  est  évidemment 


(r  I  arc  ces y,  e-  —  «M  : 


et  la  (juestion  se  réduira  à  faire  en  sorte  ([lie  la  dilletcnee  de  den\  inté- 
grales de  celte  espèce  pour  deux  difTérentes  valeurs  de  //  soil  éi;ale  ii  la 
dillérenee  de  deux  autres  intégrales  seml)lai)les,  mais  dans  les(|nelles  la 
constante  e.  soit  =  r .  Ainsi  il  faudra  satisfaire  à  ré(|natioit 


^  e-  —  u-  —  arc  cos  — H  \je-  —  *• 


=  arc  cosjc  —  y/i  —  x-  —  arc  cos)--f-  \l\  —y', 

hujnelle,  en  comparant  la  partie  algél)ri(|ne  avec  la  partie  alL;eliri(|ue  et 
la  tianscendante  avec  la  transcendante,  se  pailage  en  ces  deux-ci 


u  s 

arc  cos arc  cos  -  =  arc  cos.r  —  arc  cos^-, 


ItANS    I.KS   SKI  TIONS   COMOl'KS,    K  IC 

iliiiil  hi  sfcdiidr  diuiiit'  |i;if  les  TliriiriMiii'S  iiiiiriiis 

IIS  'h    l;  <""  —    "'  */'«'  -^  *' 

l't  CCS  ilcn\  c(|ii;iliniis  scrvli'oiil  ;i  (l(''lcfiii'mci'  .r  cl   \  en  v  cl  //. 
(i.    I';iis(i|is,  |iii|ll'  ;iliiciicr, 

\  e'  —  W  —  v/e'  —  *•'  -   »», 
us -+•  \/ e'  —  u'  \ie^—  s'  _ 


.M) 


cl  les  i'i|iiiiliiiiis  ilonl  il  s';ii;il  (lc\  icndt'iiiil 

t  ^  I  —  x'  —  y  I  —  1  ■        //( , 

!  •  xy  -\~  \[V—  X'  \l\  —  y-  —  ri. 

Or  l'ciiiKilMui    r    ctiint  ciiircc  et  eiisiiile  ajoiilcc  ii  riMiiuilioii     >    iiiiil- 
li(ilice  |i;ir  :>,  (iii  ;uir;i 

■j.  —  x'  — .)''"'■  yxy       ni-  -i   •.>.«; 

il'mi  \'»n  liic  siii-lc-ili;iiii|) 

X — y  -    ^/a  —  2«,       nr. 

Ijisnile  rc(|ii;ilioii    i    cliinl  miilliplicc  n;ir  yi — a:*-ir,  \/i  —  y-  cl  divisée 
|Kii'  /n  di)iiiie 

V  I  —  X-  -•    V  '  —  I 

ceUe  ci|ii;iliiiii  cl;iiil  ciiircc  cl  eiisiiilc  rcl  iMindice  de  rci|ii:irKiii     :>.     iiiiii- 
li|diee  |);h'  2,  mi  :i 


t.xy — a  +  ar'H-»'^     :>//  — 


J-'  —  JT'  )» 


j.  _j.  ^.).  _  2  _^  ,,j  , 


iX  -r   K)-'  .r  —  n" 
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il.  siilislituiiiil  pour  (x~  Y)'  Sii  valeur  ci-dessus, 

.  2  —  2«  —  m' 

(X  -+-  V)    :^  7.  -J-  2«  —  (  J:  -t-  r) — » 


(l'oii  l'on  lii'c  iiiiini'ilialcMH'iil 


/n-  « 


Ainsi,  connaissiint  la  somme  el  la  diUerence  de  ,r  et  y,  on  aura  rliacnne 
de  ces  deux  (|uanliles. 

Donc  le  temps  employé  à  parrouiir  l'arc  compris  entre  les  rayons  vec- 
teurs a(]  —  u],  ai\  —  S),  dans  une  ellipse  dont  le  deini-i^rand  axe  se- 
rait n  et  l'excentiicite  e,  sera  éiial  au  temps  emplove  a  parcourir'  l'aie 
compris  entre  les  rayons  vecteurs  ai  x),  a[i  —  Vj,  dans  une  airirc 
ellipse  qui  aurait  le  même  iirand  axe  et  où  l'excentricité  serait  i,  c'est- 
à-dire  égale  au  tem|)S  ein|»lové  ii  parcourir' dans  le  liiaiid  axe  même  la  dit- 
l'érence  de  ces  r'ayons. 

7.  Il  reste  encore  à  prouver  qu'en  nommant  aq  la  corde  i|ui  joint  les 
deux  rayons  vecteurs  aii  —  u)  al  ad  —  s],  on  aura 

a\i —  ai-i-aii  —  s]  —  an                            ait  —  u)  -h  aii^  s  ,  ~h  fio 
ai-~x\=z ^,     a'\—y]= — ^• 


„  I      ■  i<    I        I  I'  u     s     m  , 

Poui'  cela  re  remarciue  d  abor'd  (lire  I  on  a  entre   -  ■>  ->      i  fi  les  meures 
.1  1  1  ^     f,     f, 

équations  (ju'entre  x,  y,  m.  n.  ce  (|rri  est  visible  par'  les  preirrieres  lor- 
mules  dir  ruiiiier'o  précédent;  donc,  en  cirangeant  ces  derrirero  (|iiaiilites 
en  celles-là  dans  les  lor'iiiiiles  tiirales  du  iiicme  riiinier'n.  mr  aura  aussi 


savoir 


u  —  s  /  m-       u  -\-  s «i      / 1  -H  rt 

e           V                     ^''  ''            e   y   ]  —  n^ 

/i-t-n 

M  —  i=yi2  —  2n)e'—  m',     «-t-i  =  wl/ ; 


liais  lin  a 


(loin 


DANS   LES   SECTIONS  CONfOUES,    ETC. 

— —  /i  -f  n 

ji-  —  ^  —  y/a  —  an  -  ■  /n',     x  -4-  y  ~-  ni  K/ ; 

JTu  —  sY-^  ii—  e')  m' 

r -4-  )r      «  -h  4,       X  — j-       ^! 
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Piiiii'  iiitnxiiiii'c  iiuunlt'iianl  l;i  conlc  «ly,  je  n'manjiic  t|iif  si  l'un 
noiiiint'  £  et  r,  les  codrdoiHU'cs  rcilan^li's  de  l'ellipse  prises  ilepuis  le 
t'over  el  liiiiil  l'une  £  suit  dans  Ir  i^fand  axe,  «m  aura 

^' -+- fl' =:  r',     Çr=rcos9; 

de  soi'le  (|ne,  par  re(|ualion  de  l'idlipse 

p  '    r(i  -4  e  coso), 

on  aura 

p-    r  -h  e^; 

doue 


?=^'-  '=V"-M'' 


niellant  afi  —  e")  à  la  plaee  de  /v  el  az       a(i  —  u)  à  la  place  de  r.  on 
aura 

r       °- ,  j,  aJ\  —  e'    - 

«»  e 

iKMiiinanl  de  iiieine  :  ,  y;    les  coordonnées  ipii   lepondeiit  an  ra\on  \e('- 
leiir  a(  \  -'  s  ),  on  aura 

w      «  ,  ,      aJi  —  e^    ,-, ; 

2'=-(*  — e'i.      •/)'=  — ï i/e'— i»; 

or-  \\  est  r'videiil  ([ne  la  corde  (|ni  joint  les  exlrcniiles  des  deux  lavons  esl 


vV?-rV-h(y,-y,'V: 

ne,  avant  deja  norrrrne  cette  cor'de  aq,  oir  ani'a 

_  V(m  —  ,s  )■  -r-  \\  —  e')i\/e'  —  H'—  \/e'  —  s')' 


oTi  >i  lî  \\\    \i\mi;ki;  i>  i\piumi:k  m:  ii:mi'S 

Ol  |i;ir  ((iiisiMiiiciil 


Aviiiil  (Idiii 


7        '       .'■■ 

.r  -'-  }■       u  -\  s,     .»•  —  )•       q, 

un  iiiii") 

u-\-  s-\-  q  u  -^  s  —  q 

Otlc  ilfinnn^lr:ilion  ilii  Tliroicmc  iloiil   il  s';ii;il  ;i,  ui:  me  sciiililr.   Imili 
hi  siiii|iliriif  (in'iiii  \  |iciil  (Icsiicf. 

8.    De  l;i  rt'siillc  donc  ic  rhcorcnir  ;in;il\  li(|iic  iissi'/.  icniai(|ii;ililc. 
rtli  ode  z  ilz  Cd'Ç 


I 


en  supposant 

;■  =  ai^i  —  u  ,     p  ^  </   I       s  ,     z-       a   \  —  X \     'C.-=a\\  — _)•  , 
u  -^  s  -^-  q  M  -+-  *  —  q 

■  2 

el 


-  V*  «  —  s)»-4-(i  —  e')f  y'e'—  «■—  v'^'  —  *')^ 


ee  (|ni  donne 


Il  -    I  — 


*"/. 


donc 


r  -h  p  -4-  aq       ^       r  +  o  —  aq 


et 


aq 


\\Ji'--?^~p(^-  /'  -  ;  \/--/'-^'-p-f)- 


9.    Vo\(>ns  inainlcnanl  roinnicni  on  pcnl  génei-aliscr  ce  Theoirnie. 


DANS    M:S  SKCIIONS   CONKJl  l>,    i:i(  .  ;.7:< 

cniisidi'iMiil  |ii)iii   l'i'hi  l;i  luriiiiili'  ililliTciiUrlIc 

rtlr 

('IhtcIkhis  i)  la  l'i'duii'c  \i  hi  miiiiiiii'  du  il  la  dillt-i'ciirc  d'aulri's  ruriiiiilcs 
sciiililal>l('>  (|iii  (•oiirn'imciil  des  ((iflliciriils  arl)ilraircs.  l'iuir  \  |>ar\iiiii- 
ili'  la  nianii'ii'  la  plus  ticiicrali'  l'I  la  plus  simple,  je  siippusc 

V  ïi -t- M  ;• -+- N /-■        V       H/- -Ci, 

s  l'ialll  IIIK'  lliillM'Ilc  \arialili'.  ri  \,  |{.  <!  des  ciii'llirii'ill-^  roiislalils  (|iii'l- 
('(iii(|ii('s;  il  csl  (  laii'  (iiTcii  nlaiil  rirrarnniiialili',  on  aiiia  iiiir  i-t|iiali(iii 
du  second  dctiic  riitic  /  cl  s.  De  celle  niiinière  la  dilléreiilielle  proposée 
se  eliangera  d'alMU'd  en  celles  i 

Maiuleuanl  je  piciids  deux  autres  \aiialiles  j   e|   v  iM  je  suppose 

/'  =  X  -+-)■,      s    -  X)-, 

eu  soile  i|uc  les  (|u:uitilcs /■  cl  ^  deuieiii'eiil  les  UÉéines  en  ecliaiii>caiil  < 
et  y  eulii'  elles;  ou  aura  ainsi 

*  -    rx  —  X-  =  rr  — y^. 

Or  l'eipialiou  cuire  /■  cl  .v  élanl  i-arrec  cl  <'nsuile  diUerculiiM'  diunu' 

;  M-i-?.Nr— ?,l{  A   f  Hr^  Ci  ]'//■-  '.C  Ah-Bz-i-C*  ds      o; 

mais 

(Is  :—  :r  ilr  -4-   /•  —  a  X    dx      x  dr  -i-    y  —  x   dx  ; 

donc,  suhsliluaiit, 

[M -4-?,Nr—  '    |{  4^(:i'i  A -4- B/-f-Ci   U//-  — ■>.(:   )■       '       \       H;  -^(;,«    dx      o: 

donc,  à  cause  de 
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rdr 


■>.C[y''  —  x')  dx 


A-i-Br-(-Cs        M-i-2Nr— 2(B+Ca;)(A-i- Br-(-C*) 

Cliiiiii^fitiil  r  en  v,  on  ;uii;i  donc  iuissi 

rdr  7.Ç.(x^~y^)dy 

A  -h  Br  +  Ci  "  M  -h  aNr-  2(B-i-  Cj)(A  +  Br-(-Tr/)' 

par  consciiiicnl 


dx 


"— M-»-7.Nr-2fB-+-Ca:UA-f-Br-t-C*^       M  +  ?.Nr— 2(B-hC.r)(A -f-Br  +  C*: 

donc  «Ml  |tri'nant  une  (|nantil('  (|ii('!('on(jiic  //.  on  anra,  <'n  iiciicral. 
rdr  rdr 

2C1  .r'-l-  h)dx 


2 C (,)'-!-  Ii)dy 


~      M-)-2Nr— 2(B+Car)(A+Br-t-Ci)       M-H2Nr  — 2iB-t-Cj)(A-+-Br-+-Ci, 

Maintenant  j'ai,  à  cause  de  s  ^=^rx  —  x^, 

V/ïT-i-^I  r  -I-  N  r^  -rrA  +  iB  +  Ca;)r-  Cx% 

d'où  l'on  tiriTa  r  on  ir. 

Pour  cela  je  carre  cette  équation  et  je  l'ordonne  par  rapport  à  r:  j'ai 

[N  -!B-4-Car;-']r--t-[M-  2(B  ^- Co.- ;  ,  A  -Cx']r^  H  ^    A  -Cx-r^o; 

d'où  je  tire,  en  nuiltipliani  par   jN  —  4(^8 -f- Cj;)'-',  cornplclanl  le  carré 
et  extrayant  la  racine. 

a[N  -    B-  Cx,=  ];--f-M  — 2,B-+-Cx)(A  — Cx'ir^  ^/X, 

en  t'aisani,  pour  aliréifei', 

X=--[M-2iB-^Cx):A-Car';]'-4[N-(B-hCri»][H-(A-Cx')']; 
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or  le  |(rfiiiii'i'  MM'iiilii'i'  (le  rc(|ii:ilioii  |ii  iciiliiitc  se  icdiiil  II 

M  -4-  2  N  /•  —  7.  ;  B  -4-  Cx   (  B  /  ■+  C  ix  ^-  A  —  Cx^  ), 

sjivoii'  il 

M    1    2N»— 2'B   ^CxM    A  +   Br-4   Cs). 

Ainsi  l'on  :i 

M-t-r>.N/  9.  B -hCx)tA -H  B/ -.  t:s,-),\, 

ri.  clKin^i-anl  .c  l'ii  r.  on  uiir.i  |(ai'cillrinrnl 

M        >N/-  2   B -t-CjMA-t-Br^-Ci)-:  vY, 

où  V  scr;i  nnc  fointion  de  v  scnil)l;il)li'  ii  l;i  loin  lion  \  dr  .i  .  en  soili-  (|m' 
l'on  ;iiii;i 

Y  --    M  -  '   B  -t-  Cr   I  A      Cr'   "  -  4 1  N  -    B  C y  ''  \  il        A  -  C  >  -  '  . 

cl  l'on  icin;n(|iici;i  ([ne  l'on  priil  picnilrc  (huis  les  ('(|ii;ilioii>  |M('i((|inli-> 
1rs  riidiciilix  l'ii     ■     ou  en  ;i  voloillé. 

Faisiiiil  (loin  CCS  sulistitutions  dans  r«''i|iiati()n  ci-dcssns.  cl  |(icnanl  le 
radical  \  \  en        cl  le  radical  \  Y  en    -,  on  ani'a  ciilin 


■dr 


iC[x'-+h]dx       iCix' -r  h)  tly 


h  ctani  une  iiiiantité  quelconque;  où  l'on  voit  (|u'en  supposant  //  con- 
slanlc,  la  dill'cicntielle  proposée  est  réduite  ii  la  dilleivuce  de  deux  antres 
dilleicnlicllc^  analoiiucs.  mais  Iteaucoiip  plus  liciii'ralcs. 

10.    Si  l'on  dcv(do[)pe  la  (|Uaiitite  \,  cl  ipi'on  t'a>sc,  pour  plus  de  sim- 
plicité, 

[— V-HN-ABM-    AnN       III! 


fc  =  -    ' 


MA-i-aHB 


i; 


MB-2NA 


4H. 
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on  tiiii':i 


\       4' '("  ■'   ''-^  +  «■■^'  "'"  ^^'  "+"  Nx';, 


cl  |);ii'filli-iiiriil 


V        4C=>  «  -T-  h  y  -■■-  cy'  -h  M  y'  -+  îiy'); 
iliilic.  siili^riiliMlil  (hilis  l;i  i'iil'iinili'  illl  iilHllci'ii  jirci'cdi'iil ,  un  -.nw:: 

r  ilr  X-  -\-  Il  )dx  .'■'-(-  A  )  dy 

y  H~M/-+-N;-        ^11  '  hx     ex-     'Si.x^-t-'Sx'       y«-^(/(    i  c)M-M.)-'-'  Ni 

fl,  cuinnic  les  (jnnnliles  «,  h,  c  rcii(Vi  mcnl  les  Irois  conslanlcs  ;iri»iliaircs 
A.  I{,  (1.  on  poniia  rei^ariler  ces  ([(lantitcs  clles-nicnics  cominc  îles  l'oii- 
slanlcs  ai'liili  aires;  cl  la  loiisUuilc //  sria  |»aifilh'nicnl  ailiilraiir. 

11.    lui  l'i'iiaidanl   les  (|nantilcs  «.  h.  c  connnc  ilonnccs,  on  aniM  par 
1rs  rorninlcs  ci-dcNSiis 

A  Mi^  2H(6-;4Hi       B       Mic-r  4H)-?.NA 


«^  Il  s  m  le 


M  -  jHN  C  M^      4  UN 


HN 


/         ^.  A  B       ^,  A^       „  W 


ainsi  l'on  con  lia  lira  lo  (i-ois  (|nanlitcs  A.  h.  (.  en  d,  h.  c  .M,  .N .  H. 
Knsnilc,  |)oni-  la  (Iclcrmiiialion  tic  .i  cl  v  en  r.  on  aura  d'alairil 

V  H  -T-  MTÏN r ^  —  A  —  B / 

(, 


lionc 


Si  ilont  on  l'ait 


/•-t-v/'"  — 4*         ;_    '■  —  y/i"'  —  4* 


y'/'-  —  4*  -  "  "> 
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un  iiiiia 


r   r  u         .  _  '■  ~  " 


ri  l;i  (|ii;iiilili'  ii  s(>r:i 


/4A-f-4Br  +  Cr'  — 4v'H-hM/-  -*-  Nr' 

12.   Comiiir  les  coiisImiiIcs  a,  b,  c,  h  soiil  arl)ilr;iirfs,  un  |icnl  lis  mi|(- 
[Kiscr  iMillcs;  lin  aiii'a  alors 

rdr  X  dx  y  dy 


Ainsi  la  ilillcirnlirllc  |)r(i|i(iscf  rsl  ifdnilc  ii  la  dillcicnci'  ili'  ilcn\  aiiln-s 
dillficnlicllrs  scnililalili's  dans  li's(|n(dlcs  II  =  i»;  ce  (|ni  ir\ifnl  au  las 
du  TlK'orèinc  de  M.  I.anilti  ri. 

Mais  on  pciil  taire  (elle  nn^nr  iiilniiion  irnnc  nianinr  plus  i^rnrraii- 

en  sn|)|iosanl 

/(  =  -  /.■, 

a+  hx  -\-  ex'  -^Mx^  +  '^x^—ix  —  l(Y[l  -^}A(x  +  ki  +  'Six  -\-  kf]; 
ce  (|ui  donne  ('; 

a  -\-  bx  +  ex''  =:=  l{x  —  U  ?  -t-  M  (  —  /i  x'  —  U'x  +  A'  )  -f-  N(  —  ■t.k'x''  -i-  /r  , 
el  par  consiMiiicnl 

rt=//.-H-M/.    4- N/.',     //=:-9.,//.  -M/.',     c=/-MA  -aN/f=; 
de  eelte  niaiiii'ie,  si  l'on  fait,  pour  aiti'éger, 

»  ^  /.       .»■',     )■  +  I,  =  y', 

on  aura 

/■(//■  x'dx'  y'd)' 

V^îf+Mr  +  N7'  ~  v//+Ma:'-i-N^"  ~  v'^+^j'  +  Nj"' 
et  supposant   l  -    o,  ce  ipii  donnr 

a  ^  M/.  '  +  N/.',     //  ^  o,     c-  :t.  -  M/.  -  ?.N/,», 

(')  Dans  le  texte  primitif  les  foniuilcs  i|iii  siiucnl  sont  iilVeciéi-s d'erreurs  légères  que  nous 
avons  cru  devoir  l'aire  disparaitre.  [Note  tic  l'Éttiirur.) 

IV.  73 


o78  si;ii  INI-:  MAMKKI-:  i»i:\i>iu.mi:h  i.k  ïkmi's 

(III  ;iiii  a  II'-  iiiciiirs  Iniiiiiilis  i|iir  ci-dcssiis,  iii;iis  ;tvoc  cctlc  ilillciciuc  i|iii' 
Ic^  \iiii;ililt'S  x'  fl  >'■  (Hiiilicihliniil  ciiccjic  l;i  (•(Histaiitf  arliiliaiii-  i-. 

i'.\.  Je  vais  taiic  voir  iiiaiiilcnaiil  (|ii('  l'équation  entre  u  et  /■  iln  n"  1  I 
est  celle  d'une  elli|)se  dans  la(|uelle  r  serait  le  rayon  veeteiir  parlani 
d'nn  des  loyers,  cl  où  u  seiait  un  autre  rayon  vecteur  partant  d'un  autre 
IMiinl  li\c  (|Ucl('oii(|uc  place  dans  le  plan  de  l'ellipse  ou  non. 

En  noiuinanl,  coninie  plus  haut,/;  le  paranù'ti'e,  e  l'excentricité.  /  le 

ravon  vecteur,  :  et  yî  les  cixtrdonnées  rectangles,  on  a,  coninic  on  sail, 

celte  eipialion  ii  l'ellipse 

;•  -I-  e  i  =:  p  ; 

d'où  l'on  lire,  à  cause  de  r'-  =  |'-  +  /j-, 


e      '       '  '~  e 

Soient  maintenant  «,  /3,  y  les  coordonnées  rectangles  (|ui  déterinineul  I; 
position  du  centre  des  rayons  vecteurs  u,  on  aura  évidenunenl 

u'=z('f  —  tx)'-h(-n  —  (3t=-h-/-,     savoir     «•=/■'— aa^  —  2j3ïi  +  ô'; 
en  l'aisanl.  pour  abréger. 


cl  siilisliliianl  pour  ;  cl  r,  leurs  valeurs  en  /', 


+  à' \/  —  p'-h  ipr  —  (I  —  e')  r'- 

Ij'lle  cxpressiiMi  di'  u'^  en  /est,  connue  on  voit,  tout  à  fait  seinhialde 
à  celle  du  n'^'  t  I.  et,  couiparanl  les  Icrnies  lionioiogues.  on  auia 

aa_4K  y-cf-p       5, 4 A      ~^'P'_  4H      ^^p_7.M      —  ^\i  —  e' 1  _  4^'. 

e         C  f  C  <?'  C'        e''  C  e-  C' 

cl  ces  ciii(|  i'(|iiali(iiis  serviront  ;i  delcrinincr  les  cin(|  ipianlilcs />,  <-.  y, 
(';.  y,  dont  les  dciiN  picmièi-cs  delcrinincnl  relli|)se.  et  dont  les  trois  der- 
niéies  délerniiiieiil  la  position  du  centre  des  ravons  u  par  rapport  au 
plan  de  l'ellipse  el  au   loyei'  des  layons  /•. 
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I);iiis  ic  (ils  le  l'iidiciil  \  H  -I-  Mr+  Nr^  dcsiriil 


ÇP.,-^ 


v'—  p'  +  f.pr  —  (  I  —  e'  ; 


riniiiiii:iiil    II'  (l('irii-gi;iml  ;iXf  77;.  ri  iiicllaiil    '    m  l;i  |il;i(  r  dr    i  —  <?-, 


(If  Mille  i|iii'  hi  (rillcicilliclle 


■  p  -h  2r ; 


'•<//• 


v'H-i-Mr-»-N;' 
/•</r 


C(3s/> 


V- 


c'est-à-dire- |)ii)|t(irli(iiiiM'llc   ;i    rclciiieiil    du    lriii|>-    d;in>   hi    même   el- 
lipse a;. 

Donc  (III  |ieiil  re|ire>eiiler  ce   lem|is  |i;ir   l;i  dilleiciK c  de  deux  e\|ires- 

sidiis  de  l;i  rdiiiie 

,(z'  +  h)dz 


j         --  ^ 


■+-  C2--i-  7.Z'  —    -- 


les  (lUiiiililes  </,  ^,  c.  Il  ehiiil  des  ((iiisliiiilo  ;ii  liili  ;iii('s,  el  la  vaiiahle  r 
étant  dans  l'iiiie  des  den\  expressions  la  somme,  el  dans  l'autre  la  dilli»- 
reiiee  de  deux  lavims  vecleni's  de  l'ellipse,  don!  l'iiii  parle  à  l'ordinaire 
du  foyer,  el  demi  l'aiilre  parte  d'un  antre  pniiil  lixe  (|iiel(  ompie  depeii- 
danl  des  conslanles  a,  h,  c. 

1  V.    Si  Ion  sn|)pose  (|ne  le  eeiilre  des  ra\ons  //  loiiilie  sur  la  eireoiiie- 
l'elice  iiièllie  de  r(dli|iM',  aliirs  un  ailla  y        n  el  eillre  y,  C'j  la  mi'llie  e(|lia- 

lioil  illl'eiilre  £  el   r,  ;    ainsi    il    l'alldla  snlisliliier  '  ii    la  plaee  de  y.  el 


V 


(j- -     I'  ^1     a   la   plaee  de  '-  dans  les  loi  mille-,  du   II"  1  H  ;  niais  euiiimi 

73. 
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l'es  siihstiuitions  iiH'iiciil  ii  des  t'oriiuili'^  un  peu  cniiiiilKiiicis.  voici  niif 

inMni('i('  plus  simpir  i-l  plus  diicctr  d'iiiialyser  le  tiis  doiil  il  s'agil. 

If  remarque  (|ii'('n  l'aisanl  r=  fî  '«î  étant  =  y  «*  + /3^ -H  y'-' par  le  ii"  13, 
i{  par  cnuseipieul  cigale  il  la  distance  du  ceulic  des  l'ayons  //  au  loyer  des 
rayons/    on  doit  avoir  «  =  «,  et  par  consequeiit  .r  :=  )' '  1 1  ^. 

le  repj'eiids  maintenant  les  deux  formules  dn  n"  9, 

M -)- ■.>.Nr- aiB-f-CA-j.A -I- Br-f-Cij^   -  V'^, 
M  -+-  ?N/-  7.  f  B  +  C)-  !  A  -h  «;■  -+-  Ci   =  v  Y  : 

dans  la  première  desiiuelles  je  donne  le  sii;iie  —  au  radical  \  X  ,  coul'or- 
mcment  ii  ce  (|ue  j'ai  dit  dans  le  inèiiie  numéro.  Souslrayaiil  la  prt  iiiii're 
de  la  seconde,  j'ai  celle-ci 

2i;    y  -  x^  ,  A  -f-  Bc  -(-  Ci   r_:  y' Y  +  y' X  ; 

cl  il  landi'a  (|u"ei)  faisant  r^=  §  on  ait  .r  =  v:  |iai'  consiMinenl,,  ;i  cause  de 
/•^  .}•  +  y, 

0  o 

sont  deux  valeurs  de  .2-  et  de  y  ijui  doi\cni  satisfaiie  ii  rjMpiati(Ui  precé- 
denle.  Or  par  ces  suppositions  le  |Meinicr  iiirudire  devient  nul.  cl  le  se- 
cond devient  It-V-^  f"  supposant 


A  =  a  ->-  />  — h  f 


"('l'^ 


d(Uic   on  doit   avoir  A  =  ();   par  consé(|iieiit    -doit  être  une  racine  des 

e(|uatituis  seiiildahles  X  =-  o,  V  =  o.  Mais  cela  ne  sullit  |)as  einore  pour 
satisfaire  ii  re(|iiali(U)  ci-dessus;  il   faut  eiiciue  (pi'eu  sup|)osaiit  .r  et  >' 

Iri's-peu  dillV'i'eiit  de     -  re(|uation  puisse  subsister  et  donne  une  rdalion 

|)ossible  entre  j.  ci  v:  donc  il  faudra  (|u'en  faisant 


-r  =  — h  \i.,     r  =  — I-  V, 
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{'{  l'fj^arditiil  p.  cl  V  ((imiiic  lii's-|M'lil('s,  (iii  ;iil  une  ('(HuiIkhi  [Missililr 
t'iilrc  a  cl  V. 

Or,  l'iiisjiiil  CCS  Mih.sliUilioiis  c(  icjclmil  les  termes  du  mm  i nul  ludre.  un 

il,    CM  Min|in>;illt  S' z=i  — -, 
51 

—  (A-t-Bâ-f--^yv—  u)^  v'Â+^Â^i  -f  v'Â^  A'«  ; 
iiliiisA  =  <>,  (loue  rci|iKiliiiii  ilc\ieiil 

-  (a  +  BÔ+'^\    v-,«)^^v/Â'(s/i^-Hx/^), 

liKjiicllc,  chiiil  dixiscc  piii'  yv  +  v/^-»  di'iiiic 

-  (  A  +  Bo  -(-  C  -,-)  f  v'v  -  vV)  ^  v'^; 

diiiir  l;i  i|uaiililc  \  A'  doit  cire  iiitiiiiiiieiil  [iclilc  de  l'nrdre  yv;  donc  A' 
doil  cire   =^  (). 

Dr  l:i  il  est  ;iise  de  coin  liite,  |i;ir'  l;i  lliciirie  c(p|imie,  (|iie  '  diiil  cire  nue 
riiciiic  d(>ul)lc  de  rc(|uati(»ii  X  =:<),  ainsi  (|iie  de  r('(|iialioii  V  =^0. 

De  sorte  (|ue  les  (juanlilés  X  et  V  seront  de  la  lornie 

X    -  Ix j   II  -h  m .j;  -+-  nx''  ), 

V  =  (  ^- I  ;  /  -t-  m  »■  -^  ny'  1, 

on.  ce  qui  revient  an  niènn'.  de  la  l'orinc 

et  cnui|iaralil  rettc  foiiue  avec  la  lorinc  i;enéralc  des  iiuantites  X  e|  \  du 
M"  10.  on  trouvera 

rt  =  N,     m  =  M,     /  =^  c  -f-  N  — h  M  —  » 


o82         SI  U    LNK   MVMKUK    It  K  \  l'IU  M  KK    l.i:   TI;MI'>.   KK  . 

(le  soi'tc  (|ii('  l;i  (•(Hislanti'  /  (Inni'urnM  ;uliiti;iiii'.  ii  cause  (jn'i'llc  ciiiilirnl 

riiiliitiMin'  r. 

Un  aiii;i  ildfK    |iri'(i>cm('iil   le  ciis  du  n"  1  2  en  |ii('ii;iiil  X"  =  -:  de  mi  il  r 
({ii'i'ii  Ml  |i{iiis:iiil  lie  |)liis  /       <),  (III  aiii';i 

rdr  x' dx'  )'' dy' 


v'H  -f-  Mr  +  N/-^       v'^^fx'-i-  N.r"       y**!,)-' -^  Ni"" 


savoir  { 13 


on    f  1 


"dr 


x'  dx' 


y'fh' 


\/-P 


v/-'-ï  \/-'-ï 


,_  0  r-i-â-t-M  , _       ôr-t-ô  —  M 


(  )r  il  <'sl  visible  (|iu'  /'  et  o  soiil  deux  ravoiis  vccU'iirs,  cl  (|iic  ;/  csl  alors 
la  corde  (jui  joint  ces  rayons:  donc,  |)iiis(|iu'  x' ^ y' ,  loi'S(|iie // =:r(t,  aii- 
(|iiel  cas  /'=  0.  il  s'ensuil  (|iie  la  dill'erence  des  inléi^rales  de 


'  dx'  y' dy' 
et     ~ — ■^— 


exprimera  justement  le  temps  employé  à  pairout'if  l'angle  compris  entre 
les  deux  rayons  vecteurs  §et  r,  r'est-ii-dire  l'arc  sous-tendu  |)ar  la  corde  u\ 
ce  (|ui  est  le  Théorème  de  M.  Lamherl. 


SUK 


i)ii<n'iii:M'i:s  uiksikins  ir\\\i.^sK 


RKI.Ari\ES    \    I. 


TlIKOMIi:  l>i:S  IMKI.hAI.KS  l'MMK.l  I.IKIU'S. 


SUR 


DIFFÉUKNTES  (JLl:S^IO^S  D'ANALYSE 


ItEtATtVeS    A    LA 


IIÉOKIK  DKS  I^TÉliUALKS  l'MiTIClLIKHKS. 


/  ^iiiivriiii  r  Miiniiirrs  tlf  /'.'/ttitlémie  royale  (les  Sciences  et  Belles-Leltics 
tir  Berlin,  année  1779.) 


L;i  Tlicorif  (les  iiil('i;r;il('s  iiarliculii'ics  csl  iiiic  lii;imlic  imssi  iiii|Mii- 
t;ml(' (|iir  Ifcuiidc  (lu  (ImIcuI  iiiléi^ral;  et  je  crois  ("'trr  Ir  |)icinicr  (|ui  :iil 
(li)iuié  les  vi'iiis  principes  de  cette  Théorie.  On  entend  |);ir  iiitéi;r;iles  p;ii- 
ticulières  ces  intéi>i"iles  qui  satisfont  à  des  é(|uations  ditlérentielles  sans 
être  pour  cela  des  cas  particuliers  de  leurs  intégrales  complètes,  et  (|ni 
é<'liappent  par  conséiinent  aux  rèj^Ies  ffénérales  du  (lalcnl  inléifral.  De 
tri's-jj;rands  (jéoniètres  avaient  depuis  loui^temps  reinar(|né  cette  sini;M- 
larité  et  celte  espi'ce  de  détaut  de  l'Analyse  ordinaire,  et  avaieril  clierclie 
des  moyens  d'v  suppléer;  on  était  même  déjà  |)ar'venn  à  trouver  des  li'gles 
plus  ou  moins  ifénérales,  non-seulement  |)our  reconnaître  à  priori  s\  une 
intégrale  donnée  d'une  é(|uation  différentielle  en  est  une  intégrale  parti- 
(^litTC,  ou  seulement  un  cas  de  son  intégrale  complète,  mais  aussi  poni' 
découvrir  toutes  les  intégrales  particulières  dont  une  équation  dilleren- 
lielle  est  susceptiide;  mais  personne,  (|ue  je  sache,  n'avait  riiciuc  cxpli- 
i|ué  la  naliirc  cl  l'origine  de  ces  sortes  d'intégrales,  ni  l'ail  voii'  (|ire.  loin 
n.  7i 
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lit-  rorinor  une  exi-cplion  à  la  Tliéoric  géiu-rale  du  Calcul  iutrjiial,  clk-s 
soul  une  r(Misé(|ucn(('  immédiate  et  naturelle  des  |)remiers  |trinei|)es  de 
le  (laleul.  C'est  ee  (|Ui'  je  erois  avoir  démontré  et  développe  avec  tout  le 
détail  nécessaire  dans  mon  Ouvrage  sur  les  intégrales  /xirliciiliéres,  im- 
primé |)ai'mi  les  Mciiioires  de  l'année  1774  ^')- 

Je  vais  mainlenant  ;ippri(|n('r  l;i  Théoi'ie  des  intégrales  parliculii'res  à 
la  solution  de  dilleieiites  (|uestions  d'Analyse  qui  n'avaient  pas  encore 
été  traitées,  ou  du  moins  (|ui  ne  l'avaient  pas  été  sons  le  point  de  vue 
sous  Ie(|uel  on  les  considère  dans  ce  Mémoii'e.  Cette  application  donnera 
m  même  temps  h'  denoùment  de  (|U(d(|ues  paradoxes  qui  se  présentent 
naliir(dleinent  dans  la  solution  de  ces  mêmes  questions,  et  servira  de 
|)lus  en  plus  à  m(Uitrci-  l'utilité  cl  la  nécessite  de  la  Tliéiuie  (huit  il  s'agit 
dans  le  Calcul  inléur'al. 


VitTicM';  \" .  —  Suf  les  (Icvclopjx'es. 

t.  On  sait  (|ue  la  dev(do|)pée  d'une  courbe  est  le  lieu  des  centi'es  de 
lou>  les  cercles  osculaleurs  de  cette  courbe;  on  sait  aussi  que  le  cercle 
osculateur  est  celui  qui  coupe  la  courbe  proposée  dans  trois  points  inti- 
niment  proches.  Or  soient  jc  l'abscisse,  v  l'ordonnée  rectangle,  dp,  q,  r 
des  conslaiilcs;  on  a  pour  re(|uation  générale  au  cercle 

dans  hupudle  /•  est  le  rayon,  et  p,  q  sont  l'abscisse  et  l'ordonnée  <|ui  dé- 
Iciiiiinent  la  position  du  centre. 

Soit  maintenant  une  courbe  quelconque  rapjxulee  an\  mêmes  coor- 
données .r,  j,  et  (|ui  ail  pour  cercle  osculateur  ccdui  (huit  nous  venons 
de  donner  l'éciuation;  comme  ce  cercle  doit  conpei'  la  courbe  dont  il 
s'agit  dans  trois  points  inliniment  proches,  il  faudra  que  non-seulement 

rei|uati(ui 

^x  —  pY  -\-  [y  —  qY^r^, 

(*)  OEiiiTrs  de  l.d'^Kiii'^c.  t.  IV.  |i.  5. 
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inais  l'iicorc  que  les  diirén'iiics  |iiiiiiiiTos  cl  si'foiidt's  ik'  crtlc  (■(lUitlinii 
aifiil  tien  |);ii-  r:i|i|Mirt  ii  lu  inciiif  i  niirlii',  ('csl-ii-dii'c  uli  sii|)|)Os;iiit  (|m- 
les  valeurs  de  x,  y  t'I  de  k'Uis  diUcrciiccs  soient  les  iiiènics  pour  le  ciiclr 
et  [tour  la  eoiirlte.  Alors  r  deviendra  le  rayon  du  cercle  osculaleur  dr  hi 
courlie  |iro|)osée  au  |i()iul  (|tii  ré|)ouil  aux  coordoiiuées  a,  y;  et  />.  '/ 
seront  les  eoiudonnees  qui  délerniinent  le  lien  du  centre  de  cei(  le;  ce 
seront  par  consé(|uent  les  coordonnées  de  la  devehqipee  de  la  uieuic 
courbe. 

On  aiii-a  donc  ces  trois  é(|uations 

^-  — />r-t-  ■.)•—  v)'—  '■'■ 


r\-      ,  d'Y 


au  luoveii  (les(|uelles  on  déterminera />,  //,  r  en  .«  ,  y,  et  ses  ditlérenees; 
et  l'on  Iroiivei'a  siiccessiveuu'nl 

dx'  (Ix-  dx' 

■  Ces  valeurs  sont  les  mêmes  (pH'  cidles  ipie  l'on  tnuive  pai-  d'aulies 
voies;  mais  la  méllioile  précédente  est  plus  a|)propriee  au  liul  de  ces 
reclierclies. 

2.  On  voit  par  les  expressions  précédentes  de  p  et  c/  (|ue  le  l'roldéme 
de  liuiner  la  devel(qq)ée  d'une  courhe  se  résout  par  le  seul  (Calcul  dille- 
l'entiel,  et  demande  une  douille  (lilléi-enlialiiin  de  l'é(|uarKin  de  la  cniiilic 
proposée;  d'oii  il  s'ensuit  (|ue  lor^pie  celle  (ouilic  esl  al;:cl)n(|iic ,  s;i 
dévelo|)pée  w  saurait  maïKjUer  de  l'enc  :iussi;  ('esl  ce  (|ui  est  connu 
depuis  longteuqis. 

Récii»ro(|uement  donc  il  parail  nalurel  d'eu  ciuiclure  <|ue  lorsque  la 
dévtdoppée  esl  donnée  el  (|ir(Mi  ilemaudc  la  (  lun  lie  (|ui  resullerail  de  smi 

74- 
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(lével(i|)|iciii(iil,  c'csl-ii-ilirc  dont  clip  serait  la  développép,  le  Problème 
(loii  (l(|ieii(lre  (lu  Calctii  iiiléj^ral  <"t  exii^er  ime  doiihle  intégration.  En 
elle!,  la  nietliode  la  pins  natiireHo  de  résoudre  ee  dernier  Pr(d)ll'nie  est 
<ie  substituer  dans  l'éijuation  de  la  développée  entre  p  et  q  les  valeurs 
précédentes  de  ces  quantités;  ce  qui  donnera,  si  l'équation  entre  /;  et  (/ 
est  algébrique,  une  équation  difTércntielIe  du  second  ordre  entre  x  et  v, 
et  qui  sera  celle  de  la  courbe  cbercbée;  en  sorte  qu'il  faudra  une  double 
intégration  pour  avoir  l'équation  finie  de  cette  courbe.  Mais  voici  une 
dillieulté  à  laquelle  il  ne  me  parait  pas  que  personne  ail  encore  pensé. 

\\.  Comme  eba(|ue  intégration  peut  introduire  une  constante  arbi- 
Iraiïi',  il  s'iMisnit  (jue  l'équation  tlnie  entre  x  et  y  doit  renfermer  deux 
conslanlcs  arhilraires;  cependant  il  est  facile  de  voir  par  la  Tbéorie  des 
développées  que  la  courbe  engendrée  par  b^  développement  d'une  courbe 
donnée  ne  peut  renfermer  qu'une  seule  constante  arbitraire,  laquelle 
dépend  du  point  oii  le  développement  commence.  Car  il  est  visible  (|u'on 
ne  |)eul  faire  passer  la  dévelo|)pante  fou  courbe  formée  par  le  dévelop- 
pement de  celle  qu'on  nomme  la  développée)  (|ue  par  un  seul  point  ar- 
biliaire.-En  ell'et,  un  point  étant  donné  par  lequel  la  développante  doive 
passer,  on  tirera  par  ce  point  une  tangente  à  la  développée,  et,  regar- 
dant cette  tangente  comme  une  partie  de  la  courbe  déjà  développée,  on 
I  (iiiliiuiera  le  développement  suivant  la  loi  connue;  moyennani  (|uoi  la 
développante  sera  entièrement  déterminée- 

Il  s'ensuit  de  ce  raisonnement  (]ue  lors(jue  l'éijuation  de  la  develo|)pée 
est  algébri(]ue,  celle  de  la  développante  doit  être  dillérenliellc  du  pre- 
mier ordre  seulement,  au  lieu  (jue  la  métbode  précédente  la  donne  du 
second  ordre.  C'est  aussi  ce  que  l'on  trouve  directement  en  considérant 
le  Problème  sous  un  autre  point  de  vue  ipie  voici. 

4.  Comme  les  (piantités /y,  r/.  /  sont  variables  d'un  point  ii  l'aulre  de 
la  développée,  on  peut  aussi  les  considérer  comme  telles  dans  les  équa- 
tions du  n"  1.  Or  la  seconde  et  la  troisième  de  chîs  équations  n'étant  que 
les  différentielles  respectives  de  la  première  et  de  la  seconde,  en  n'y  re- 
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j;:ii(hiiil  (|ii('  a-  cl  v  (•(iiniiic  variiililcs.  il  csl  visihic  (|iic  hi  sii|i|)(isili(]ii  dr 
la  variahilitc  >\i' />,  y,  /(luiincra  ces  (Jeux  autres  ('(iiialioiis  ditlftfiiliclli  s 

—  {X  —  p)  <ip  —  (y  —  q)dq  ^^  r  dr, 

l('S(|iii'lk's  ilcvroiit  avoii-  lieu  en  iiièinc  U'iii|)s  (|iic  ccllfs  du  imriK'ru  tité. 

5.   On  aura  donc  de  ictli'  nianii'rc  ces  (|uati'f  (-(lualidiis 
X  —  l>)'  +  \y  —  q  ^=  ^^ 

'h- 

-v^p+y-q^£  =  o, 

X  —  p  I  dp  -h    y  —  q  )  dq  +  ;•  dr  i=  o, 

,         dr   , 
dx 

au  moyen  desquelles,  en  éliniinaiil  .r,  y,  'j,  ou  aura  uui-  «'(juation  dif- 
férentielle du  premier  ordre  entre  p,  q,  r\  ensuite  on  aura  x,  y  expri- 
mées algébriquen)ent  en  p,  q,  r  et  leurs  dill'érences  premières.  Ainsi, 
q  étant  donnée  enp  par  l'équation  de  la  dcvidoppcc,  il  m-  laudra  qu'une 
seule  intégration  pour  trouver  r  el  de  là  >  et  i . 

A  l'égard  de  la  troisième  équation  du  u"  1.  elle  (Irvieui  mutilf  piiis- 
(ju'elle  est  renfermée  dans  la  seeondt-  cl  dans  la  (|uatri('inc  des  |(ifcc- 
denles;  entîlîet.'en  diflérenlianl  la  seconde  cl  en  cllacanl,  en  \ciiu  de  la 
quatrième,  les  termes  (|ui  eoulicndront  dp  et  dq,  on  aura  rc(|uation  diml 
il  s'agil. 

().    i'^liininanl  d'alioid  la  (luanlile  —  de  la  seconde  et  de  la  iiualiieine 
'  <lx  ' 

des  é(|nations  précédentes,  on  aura  celle-ci 

{ y  —  q  }  dp  —  (X  —  p)  dq  ~  o, 

laquelle  elaul  coudtinec  avec  la  Ir'oisiènu'  scivira  ii  deleiininei'  x  et  y. 
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lie  mimière  i|uc  l'on  aura 

rdrdp  rdrdq 

~  "       (Ip^  ■+■  dq'  '      J  ~  'i       (tpi  +  (/çj 

Siihstiliianf  maintenant  ces  valeurs  dans  la  première  é(|uatioii,  mi  :uii"i 

r''dr^  I  dp'  -+-  dq-)  

dp-  -+-  dq-  ■  ' 

savoir 

f/r'  =:  dp-  -f-  dq-, 

ri,  iiiiiiit  la  racine  carrée, 


dr  ^=  ±  yjdp'  -+-  dq'' . 

Celte  (leruit'ic  tormule  fait  voir  (|ue  le  rayon  osculateur  r  varie  jiai- 
(les  dilférences  égales  à  celles  de  l'arc  de  la  développée  dont  l'élcmcnt 
l'Sf  \dp'  -I-  dq'^.  Désignant  donc  cet  élénienl  par  ds,  on  aura 

(/*■  =  rt  ds, 

et,  intégrant, 

/•=  /r  rt  s, 

/•  étant  une  constante  arbitraire  qui  dépend  du  point  où  est  suppose 
couuiuiKcr  le  développement.  Cela  s'accorde  avec  la  Théorie  connue  des 
développées,  et  l'on  voit  en  même  temps  que  le  signe  supérieur  répond 
au  cas  où  le  til  qui  par  son  extrémité  décrit  la  développante  se  déve- 
loppe en  illel  de  la  courbe  qu'on  nomme  la  développée,  et  que  le  signe 
inférieur  répond  au  cas  contraire  dans  lc(|ucl  le  iil  est  supposé  s'envc- 
lii|)pcr  à  la  même  courbe. 

7.  l/analysc  précédente  donne,  comme  on  voit,  les  mêmes  résultats 
{|Ui  se  déduisent  de  la  considération  syntliéti(|ue  du  dévelo|)pement  des 
courbes;  mais  ne  pourrait-on  pas  y  parvenir  aussi  par  la  premii'i'c 
nn'tbode,  (|ui  <'sl  d'ailleurs  la  plus  dircclc  et  In  |)lus  naturelle?  \'oici 
counncnl. 

I.'éi|ualinii  de  l;i  développée  elaul  dnimee  entre  ses  coordonnées  rec- 
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laiif^ips/)  el  q,  on  aura  q  égale  à  une  fonction  donnée  de  p,  (|ne  je  détio- 
terai,  en  général,  |)ar/(/v);  donc,  |)uis(|iii' 

on  :iiir':i.  l'ii  ililli''r'<'rili;iiil, 

()!■  je  reniar(|iie  (|ne  les  valeurs  (le />  el  (/ (lu  n"  I  s(Uil  idlrs,  ijui' 

/      ''y  I 

eomme  on  le  voit  par  la  quatrième  équation  du  n"  5;  et  l'on  (hih  aussi 
s'en  assurer  directement  par  la  dilVérentiation  actuelle  de  ces  valeuis; 
car  on  aura 

i  +  C-^V  i  +  f'-^V 

\(lx)  ,  dy'        (ly  \dxj 

dq  —  dy-^d j- '—,      dp  = { <- d j- '—; 

^         •  d'y  ^  nx        dx  d^y 

dx'  dx' 

donc 

dq  dy  -t-  ilp  dx  =.  o. 

DoiM',  sul)sliluaul  dans  l'équation  dilléreulielle 
à  la  place  (le  dq  sa  valeur ^      i  on  aura 


[f  +/'l/"J^//'  =  o. 


(iMpialion  (|ui  se  décomiiose  d'elle-niénie  en  ces  deux-ci 
dp^o,     J^-^-/(/')-^o. 

S.    (lonsidér(Mis  ces  deux  e(pKili(Uis  se|)aicnieul  ;  el  d'alinKl   I  i(|iial  ion 

dp  -_  o 

elaiil  iutej;rec  donnera 

p   -  une  L'ouslaiilc  arhiuairc; 
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ninsi  q=f{pi  sent  Hussi  une  constante.  Or,  chassant  des  expression.» 


.1  •    .  '^dxj 

(le  //  cl  y  (lu  11"  1  l;i  (iiuintite  — ,,  ,      ?  on  a 

dr 

ilonc,  multipliant  par  dx  et  intégrant,.  <ui  aura 
X  —  p^ -\- [y  — q}=^  r-, 

r  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

C'est,  comme  on  voit,  la  même  équation  d'où  nous  sduiuics  parlis 
d'abord  (1);  en  sorte  que  celle  solution  ne  donne  autre  cbosc  (|ii'un 
cercle  quelconque  avant  le  centre  placé  sur  la  circonférence  de  la  courbe 
donnée.  Il  est  clair  en  eiï'et  que  le  cercle  résout  la  question,  considérée 
sous  le  point  de  vue  où  nous  l'avons  d'abord  envisagée;  et  il  est  visible 
aussi  (jue  l'on  peut  faire  passer  le  cercle  dont  il  s'agit  par  deux  points 
arbitraires;  car  en  joignant  ces  deux  points  par  une  droite  et  élevant  sui' 
le  |)oiut  du  uiilieii  de  cette  droite  une  perpendiculaire,  il  sullira  (|ue  le 
centre  du  cercle  soit  dans  le  point  où  cette  perpendiculaire  coupera  la 
développée  donnée.  D'où  l'on  doit  conclure  (jue  cette  sidution  a  toute  la 
généralité  (|ue  la  question  peut  comporter  '2  . 

9.  Venons  uiaiutenant  a  l'autre  e(|ualion 
dx       .,, 

l'clte  é(|ualion  élanl  combinée  avec  l'équation 

(/) 

i;u|iudic  resuite  de  l'élimination  de  la  seconde  dillérence  d-y  des  e\|)i'es- 
sioiis  de  !>  cl  y,  donnera,  a  cause  de  q  ='-  f[p]-  celle-ci 

K^  —  p  f  p  ~y-fp  > 


V  I.  V   iiii;nitii;  i>i;s  in  i  kckm.ks  i'\in  ichi.ikkks.      :>'xi 

irilil,   ('liinilKUll   /i   llll    IIKPM'II  i|r    rcc|U;irKlll 


^.'^f   P'  =  o, 


nii  ;iiii"i  iino  (''(|u;ition  du  prcmirr  ordre  entre  x  et  y.  et  i|iii  cliuil  intentée 
ne  ('(iiilieiKlra  pnr  r(msé(|iiciil  (|iriiiic  (■(iiisImdIc  ;iilpili:iiir. 

Au  lii'ii  (rcliiniiici-  /^  il  sera  plus  siiii|ilf  (!'(  rmiiiifr  v;  |)iiiir  crhi  il  \i\ 
iuiia  (|n';i  diUV'i'culicr'  ri'i|uari(iM 


■V  ({III  ilnmicra 


(h    _  </x/'  p}  +  ix  —  p)f"{p)  dp, 
dx 


el.  siil)stituant  pour  dv  sa  valeur  —  ^,      >  il  viciidia  rc(iiiatiuM 

/  /'  ' 

[i  +f''P)]  dx  =:  —  [x  -p)f'  p)f"(p,  dp, 

doiil   riiit('i;iali(iii  est    l'acilc   |tar  les  uiéllKnIes  conuiies.   Celle   sdliilKiii 
revient  à  eelle  (|ue  l'un  a  déjà  trouvée  i  5,. 

Pour  s'en  convaincre  on  n'a  qu'à  supposer,  ce  (|ui  est  permis, 

(x  —  p)'  +  {x~qY=r\ 

/■étant  ici  une  variable  indéterminée,  el  cumliiiier  cette  e(|naliun  jivee 
les  deux  équations 

{x-p)-i-(x-q)j^^o, 

dx        -,  .  .  dx        dq 

—, — i-  f   p    =  o,      ou  tiieii       , h  -J-  =r  o; 

dy       •'     '  dy        dp 

car,  en  diUereiilianl  re(|iialion  dont  il  s'aj^il,  on  aura,  à  caiist'  de 
(X  —  p}dx  -\-{y  —  q^  dy  ==  o, 
—  [X  — p)dp —  ' y  —  q   dq       rdi. 


celle-ci 


IV. 


r-^ 
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l-.ii  siii'tc  (iii'(ji)  :iui:i  les  iiii-mrs  (HJ;ilrc  ('(iiKilidiis  du  n"  ô.  cl  |i;ir  cuiist'- 
(|unit  ;mism  les  mt'incs  rcsulliils, 

10.  Qiioi(|ii('  la  mclliodi'  (|ii('  ikims  venons  d'cxiioser  ne  laisse  rien  i» 
désirer  relalivenienl  a  la  solution  du  Prolilème  proposé,  il  faut  av(Hiei- 
néanmoins  (|iH'  cette  méthode,  considérée  analyti(|uenii  lit  cl.  indepeii- 
(lanniieiii  de  toute  considération  géométrique,  n'est  pas  aussi  directe 
iin'iui  poiiiiail  le  désirer;  car  elle  demande  (pi'cui  ((uimiciice  par  dill'é- 
irntier  re(|uali(in  qu'il  s'agit  d'intégrer,  ce  qui  ot  iitn  iialnicl  el  peu 
conCorme  à  la  marche  ordinaire  du  Calcul  intégral.  En  ellet.  supposons 
qu'il  soit  pi'ojiosé  d'intégrer  l'éfpiation  dn  second  ordi'e 

'-^(£)'            [             '^(To:)'  dA 
^•+         d^         =^?      " dy-   lJI-[ 

(|ui  n'est  autre  chose,  comme  on  voit,  (jue  l'eipialiou  de  la  développée 

sans  (pj'on  sache  coiuineiil  ou  est  parvenu  a  celte  eipialiou,  il  ne  serait 
pas  facile  de  prévoir  que  l'intégration  d'une  telle  é(]uation  peut  être  faci- 
litée l)eauc(U]|)  par  une  dill'ér(Miliation  préliminaire.  Voyons  donc  com- 
ment on  |)ouiiait  parvenir  au  but  en  ne  faisant  usage  (|ue  des  artifices 
ordinaires  du  (Calcul  intégral.  Un  des  artiticcs  les  plus  ordinaires  de  ce 
Calcul  est  celui  des  suhstitiilioiis.  el  il  est  clair  (|ue  la  suhstitiition  i|ui 
parait  la  plus  naturelle  dans  l'équaliuii  proposée  est  celle  de  supposer  la 
(|nautité  all'ectée  du  signe  '>,  leciuel  dénote  une  fonction  arhiliaire  égale 
il  une  nouvelle  yarialileyj,  ce  qui  donnera  ces  deux  étjuations 

^V'  i  +  ('^ 

dx  j    dy  \  dx 


d'^y         dx       '  '      •  d^y  '    ' 

dx"-  dx' 

au  nimeii  des(|iiellis  iiii  pourra  éliminer  pai'  exemple  la  vaiialile   v,  et 


A  I, A  riii'OitiK  i»i;s  intk(;k\i,i:s  i»  vin  iclmèkks.      wi 

iihlciilr  iiiic  i'(|ii;iti()ii  ciilri'  .r  d  ji  (|ni  ;iiir;i   l'iivimhijif  i|iii'   If  Mi;iit'  9 
n";illc(l('i:i  jiliis  (|iic  hi  seule  v;iii:il)le  liiiie  p. 

11.    Faisdiis.  |)()iii' |iliis  lie  siiii|irHili'', 
(Ix 


les  deux  e(|ii;ilinii.s  precedeiiles  ilev  lendiiMil 


l  I  H-  z'  j  3  dx 
X i =  p,       >•-(- 


dz 


V-  z^  i  <lx 

-TTz ='?'^" 


I;i  pi'i-inièi'e  iloiiM 


z'  :  dx X  —  p 


(  (•  (|iii  l'Iiiiil  siilisliliii'  (hiiis  la  seeiiiule  ddiiiii'  celle-ei 

X  —  p 

la([ii(dle  elaiit  ditlereiiliee,  |)(Uir  l'ii  eliasseï'  la  \aiialde  tiiiie  v,  ddiiiie 

,         X  —  p    ,         dx  —  dp         ,         , 
z  dx ^  dz  -h  ^-  =  9  p  dp; 

e(|iialitpn  d'dii  l'on  eliassera  z  au  moyen  de  la  jnéeédente 

X  —  p  [1  -\-  z'  :  dx 

Z  dz 

Siil)sruinms-\  d'al)oid  la  valeur  de  dz  tirée  de  celle  deimiMC,  savoir 

(i  -i- z')zdx 


■Ile  deviendra 


dz^ 


,          i  -h  z-    ,          dx  —  dp         ,         , 
;  dx ; —  dx  H —  =1  cfi  '  P'  dp. 


'Jl=    '. 


(f''  p    dp; 


0%     SI  K    Itll  I  KKKMKS  (JlKSIlnNS   D'ANALVSK   KKI.  MIVKS 

l:i(|llrll('  (liiiiiir  i m iiii'dialciiirlil 

ilU       ilj)         (),       ou =:  o'' p). 

l,'ci|ii;ilioti 

<//>  =  o 

p  =  une  coiislantf  orliilraire, 
et  r-  n'slci;i  indclciiiiiiKM'.  On  rc|)icii(lr;i  ilmic  dans  ce  cas  r.(''(|iiatiiin 

l'I  1  on  V  snhslilucra  pour  z  sa  valeur  piiinilivc  -i--,  ou  aura  une  i'(|uaiion 
entre  x  e(  y  dont  l'intégrale  sera 

'^—py-^-\r—9(p)y=r\ 

C'est  la  même  étiualion  au  cerele  trouvée  {8j. 
L'autre  équation 

donne 

i 

^~      9'yp)' 
nioyeunanl  (|Uoi  on  chassera  ;  de  réi|nalion 

(i  -i-  z- ]  z  dx 


dz: 


x~p 


el  l'on  aura  une  ('(lualioii  du  premier  mdre  entre  .<  el/>.  Au  lieu  d<'  chas- 
ser ;,  il  est  plus  simple  de  chasser/»;  car,  avant 

on  aura  /;  égal  a  une  fonction  donnée  de  r  (|iie  nous  denol<'rons  par  Z; 


\    l.\    TMKOltli;    DKS  INTKdUAI.KS   I»  \  Kl  ICI  [,1  KKKS.        'lilT 
nliiis  un  ;mii';i  rcllr  im|ii;iI  niii  ciilri'  r  et  O-' 

dx  z-  '—  dz, 

hi(|iii'llc  l'st  irilc^i:ilili'  |i;ir  les  iiiclliiiilrs  l■llmlll(■^;  |miiii'  rinli'^irj-  il  n'v  ;i 
(lii'ii  hi  iiiiilli|i!ii'i'  |»;ir »  el  l'un  ;iiir;i  ccllf  iiili'i;r;ilf 

A- 1  I  -t-  3=  /"     7.dz 

— =  —  /  — r  ■+-  consl. 

2  J  z'  v/i  -t-z' 

On  iiuia  iiiiisi  .<-  en  ;-;  ciisiiilc  on  ciiassiT:!  r-  au  niovcii  ilc  i'i'i|ii:ilii>ii 

en  y  substituant  pour/*  sa  valeur  Z.  Cctlf  diTuiiMi'  sululicin   ic(iiiii(l , 
coninif  011  voit,  à  cvWe  du  n"  9. 

12.  On  |ii'Ul  cncori'  inlcisici'  la  niiMni'  ('(|iialiiiii  par  uni'  aulrc  iiii'lliiiili' 
(|MC  voiii. 

Ayant  l'i^aic  la  ijuaiilili'  sous  le  sii^nc  -^  ii  une  nonvrllc  \arialilr  />,  ce 
(|ui  iloniir 

M 

d'y        dx 


.       ,     (]X  __ 


dx'' 


I  •  .■  •  '/> 

ou  hicn,  en  laisani    ,-  =  z, 

(Ix 


I  -I-  5' ,  5  dx 

coiniiir  dans  Ir  n"  1 1  .  j'inlc^rc  i  rllr  dcriiii'ii'  (,'(|iialioii  en  \  rr^aiilaiil  ii 

(•iiiiiillr  linr  rnlislantr.   l'iMir  rida  il  ii'\   a  ijn'ii  la  nniil  i|ilii'i'  par    —    " 

-'  V  I  +  z' 

l't  inti-|;ranl  un  aiiia 

X  —  p)\ii  -\-  z' 
— î =:  ;•, 


.ïilS     SI  H    DIFI- KKF.NIES  Ql  ESTIONS   l>\\\L\Si;    Ki:i.\TI\KS 

i\'n\\  \',,\\  lire 

_  (/}• X  —  p 

dx       ^r'—ix—py'' 

iiiiilti|ilMiit  |»iii- f/.r  et  intt'ii'i'nnt  de  iioiivcjm,  on  iiiir-ii 

y-   (j  —  ^r'—\X—p)', 

/  fl  (/  éUml  deux  nouvelles  constantes  ar!)itraiies. 

Cette  expi'ession  de  y  serait  la  véritable  si  la  «|iiantite/>  elail  eliriiivf- 
inent  constante,  coninie  nous  linons  sii|i|»osr(':  mais,  (jncllr  (|iic  soil  la 
(|nantite/>,  comme  elle  est  indéterminée,  on  peut  ton  jouis  sn|)|)osei-  (lue 
rexjiri'ssion  précé<leiite  de  i' ait  lieu,  en  y  rei^ardanl  yo  comme  une  nou- 
velle varia  lilc;  on  v  peut  de  |)l  us  rci^arder  aussi  les  (|  nanti  tes  (/  cl  /  ((lUMUe 
vai'iahles,  et,  comme  elles  sont  indéterminées,  on  pourra  établir  entre 
elles  telles  relations  qu'on  voudra;  (tn  pourra  donc  aussi  l'aire  en  sorte 

une  le?,  valeuis  de  -t-  et  de  -; —  soient  les  ménu's  iiue  si  les  trois  oiian- 
I  (ix  dx'  '  ' 

tités/;,  (7,  /ne  variaient  point:  et  cela  en  égalant  ii  zéro  sepaiement  la 

|)artie  de  cliacuue  de  ces  valeurs  {|ui  résultera  des  variations  ile/>,  q,  r;  ce 

(|ui  donnera  deux  é(|uations  dilléreutielles  du  |)remier  ordre  entre/;,  q,  r, 

,        ,  1      •  •  III  (/y        d'y 

X  v\  dj).  dq,  dr.  On  substituera  maintenant  les  valeurs  <le  v,  -j-  et  -r^  ou 

dej,  z,  ~  exprimées  en/j,  q,  r,  .r  dans  l'équation  proposée 


dx' 


{i  -i-  z')dx 
d'z 


r  [i  -h  z^^zdxl 

r — ^r^—y 


et  Ton  aura  une  équation  finie  entre  p.  q.  /'et  a-,  au  moyen  de  la(|iielle 
on  pourra  (  liasser  nue  des  variables  des  deux  e(iualioiis  dilléreutielles 
trouvées  auparavant.  En  voici  le  calcul. 

1:?.    l'uis(|ue  


.)•=  9  —  y/-—   X  —  pr, 

on  aura  d'abord,  en  faisant  varier/;,  </,  /et  en  égalant  la  variation  t\v  y 

a  zéro, 

,         ;•  (/;•  -i-  {X  —  p  dp 
dq ^     '  =  o; 

yj,-'-{x-pf 


\  L\  riii.ouii;  i)i:s  inti;(1u ai.ls  r  \k  i  icu.ikuks.     :w> 


;ili)is  hi  viilfiir  ilc    ,     ou  ;  sera 
ax 


X  —  p 


y/'—  [X  —  p) 


niiiiiiK'  dans  le  cas  ou  p,  7,  /  soiil  (  uiistaiilos. 

Fatsaiil  varier  ilc  iioiiNcaii  /^  /■  ilaiis  (cllc  cxiirrssion  de  :,  cl  l'jiahiiil 
il  /CIO  la  xaiialioii  rcsiillmilc  de  r,  un  aura  rc(|iiali(iii 

r'dp  -^-  (x  —  p)i'(lr  _ 


[r'-'x-p?y 


I  I  ,      ilz 

cl  la  \  alciir  (\r     ,     sci'a 


[r'—  (x  —  pY]' 

(■(Hiiiiic  dans  le  cas  (le^>  cl  /■  coiislaiites. 

Qu'on  siil)Stiluc  niaiiilciiaiil   les  \aleiiis  i)reeedeiilrs  de  v,  ;.    ,"   daii> 

'  (/z- 

rc(|uarioii   |ii'oposee;  il  esl  d'aliord  \isilde  (jnc  la  [lailic 


i  -h  z'  z  dx 


rcdevicuflra  égale  h  p,  comnie  ou  [leiil  aussi  s'en  assurer  |iai-  les  sulisiiiu- 

lious;  quant  ii  l'autre  partie 

I  H-  zMr/a: 
i/z 

idie  deviendra  par  les  nièuies  sul)slilulions  égale  à  y. 

l)i'  sorte  que  l'on  aura  celte  équalion  cuire  les  seules  vaiialdes//  cl  y: 
savoir  y  =  "si p j,  la(|uclle  servira  ;i  (Ictcnuiiier  cy  eu  p.  \'.\  il  ii"\  aura  plus 
ipi'a  di''lcruiilier />  ri  1  f\\   1  ,  au  IUo\ell  des  deux  r.|ii;iriii|ls 

rilr  +    .V  —  Il    (/il 

(Iq 1_^^  -  -^ —  '         o, 

y  ;•'  —    X  —  p  ,' 

rflp  -+-    X  —  p  ilr  --  o. 


lidii     SI  H    mil- KUKNTES  QUESTIONS   D'ANALYSE    Ui:i.\TI\ES 

bli   l'on  siilisiiiiii'  (hiiis  l;i   |)i'i'iiiicn'   l;i  v:ilrur  de  .?■       [>  liri'i'  de  l;i  sc- 


illilc,  cllr  i|r\  ii'liilr; 


(l(j  —  \dr'  —  dp'  =:  o  ; 


^/r=  V  tlp-  -+-  (/ij\ 


-I.  il  catisr  fie  r/q  =  '^" p)dp. 


(/r^f//jvi-i-[9'(/>i]'; 

(l"nii  l"(iii  liicrii  par  riiUci;rali<)ii  r  vi\  />.  Ollc  inciiic  valeur  de  ^/r  claiil 
snitsliliiét'  dans  la  seconde  ('■(|iia(i(in  <'i-dessns,  (die  deviendra 

[;•  -\-  \x  —  p)  y'i  -I-  [»'./>  i]'j  dp  =  o, 

la(]nelle  donne,  ou  dp  --:  o,  ol  par  eonse(|in'nt  p  égal  ii  nne  constante  ai- 
liitiaire,  au(|ind  cas  on  aura  ininiédialeinent  l'éipiation  tinu' 


y^q  —  ^r'—  [x-pY- 

où  ly  =  p  ip),  et  rsera  nne  autre  constanle  arbitraire    12  .  On  hien  re(pia- 
lion  précédente  (humera 


/■+  :  X  — /?)  ^/i  -(-  [(p'(/>i]'  =  o, 

d'où  l'on  tirera  /;  en  x,  on  x  en  p  à  cause  (pie  /est  déjà  (ieteruiiue  en/' 
par  re(piatiiui 


On  aura  ainsi 


dr=s^i^[<sf\p)Ydp. 


P- 


et,  snl)slituanl  cette  valeur  dans  l'expression  de  )■  ci-dessus,  on  aura 


\  I  \  iiii:unii.  iii;s  in  i  i:(;i{  m.ks  pmîiici  i.ikiii.s.      i;i)I 

Il  t'Sl  visililr  (|ii('  ccllr  ili'i'iiiri'i'  snlnrniii  rcviriil  ;iii  riii'iiic  (|iii'  ccllr  ilii 
11"  (i;  aussi  cst-cllf  (Icdiiilc  de  |iiiii(i|)('s  aiial()j;ucs.  A  l'i-tiard  de  l'aulif 
solution  (|iii  doiiiir  un  ii'irlr  i|nid('on(|nc.  on  l'aniail  lionvct-  ('-^alcnicnl 
par  li's  roiiniilcs  du  iiuniciii  cilc.  si  l'on  v  avail  snlisliliii'  '^  jt  (Ij)  \\  la 
|)la(c  de  r/y;  car  r('<|iiarinii 


aurait  duuni'  siii-!c-(ii;iiu|), 

nn       dp         , 

i(x 

(|iii  csl  la  sciilr  dnnl  iMMis  ;i\(ins  t'ai(  iisaiic  dans  ce  iiuuu'rn. 


III        I  -f     -H-    O  i/>l  =:  O, 


AitTici.i:    II.    —    Sur   les   idiilctlc.s. 


I  .  .ra|i|ndlc,  en  i^i'Hci  al,  roiili-ltc  liiulr  cnurlic  dcir'ilr  par  Ir  nui  Iriiiriil 
ou  l'cviduliou  d'une  nuiilic  <|iirlriui(|iii'  donui'c  aulniir  dr  la  circiuilV'- 
rcucc  d'une  autre  eourlx'  donnée,  louiiiir  la  nui  I  elle  ou  evclonleoial  inaire 
est  l'orniée  par  la  revolulion  d'un  cenle  sur  une  li^ne  droite,  et  les  épi- 
(■\clohles  le  siiul  par  la  n'voliiliou  d'iiii  (•eicle  Mir  la  (■ii'courereiicc  d'un 
autre  eercle. 

II  est  évideiil,  par-  la  i;eneraliiiu  de  i o  iiMilello  :  i"  ipie  les  arcs  re\ii- 
llls  en  iiicliic  Iriilps.  Miil  de  la  ciuillie  liudiile,  soil  de  la  ((Ulllie  iniuiid)ile. 
doivent  toujours  être  ei'aux;  y"  (|ne.  si  du  point  décrivant  de  la  couilie 
mobile  on  mène  au  point  d'attout  iienient  des  deux  eourhes  uiu'  droite 
(|ne  nous  ap|)idlerons  le  rayon,  ce  ravon  sera  nécessait eiiieiil  perpendi- 
culaire ii  la  l'oulelte:  en  sorte  ijuc,  si  l'iui  décrit  un  cricle  avec  ce  uieuie 
ravon,  ce  cercle  coincidei'a  avec  i'aii  de  la  iiMilelle  en  deux  points  intini- 
iiH'Ul  pjiM  lies. 

2.   t  jda  pose,  soieni  /^  (j  i'aliscisse  cl  l'iinhuiiiiT  de  la  c(Mir|pc  iniiiinliilr. 
V  l'arc  cnrie>piiiidalll  de  celle  <iillllie,   leijuid  doit  cire  ei^al  il  l'arc  |-e\nlii 
IV.  -6 


()()-2     SI  H    DIFFÉRENTES  QUESTIONS    I)   VNAEVSK    KEI.VTIVKS 

fil  iiK'iiit'  tciiips  (le  hi  <iuiili<'  iii(iliil<',  r\v  imvoii  df  hi  lomlic  iiioliilc.  <|iii 
it-poiid  à  cet  arc,  a-  vty  l'absoisse  et  rordoiiiiée  tic  la  ruultilc  (|tii  iii  ic- 
siihc.  Kii  |tr('iiaiil  ces  mt'iin's  CMordoiiiHTs  .r  et  v  poni'  celles  du  cercle 
deciil  (lu  raviui  /•,  il  est  liieile  de  voir  (in'uii  auia  poiii'  recjiialHtii  de 
cercle 

Or  ce  ce  1(1  e  (le\anl  C(mici(lei'  avec  la  r(  Ml  Ici  le  dans  deux  |)(jiiits  iliiiiiniiciil 
proclles,   il    l'aildia   (|Uc   laul   l'e(|llali(Ul    |il-ecedelile  i|ile  s;i   diU'erelilielle 
pieiuii're  ail  lieu  |)ar  rap|)()rt  à  la  eoiiilie  ihjiit  il  s'aifit,  e'est-à-dire  en  le- 
i^ardaiit  les  coordonnées  .r  et  y  coniine  a|i|>aiteiiaiit  ii  cette  conriie. 
On  aura  de  celle  iiiaiiii're,  pour  la  r(Milelle,  les  deux  ('(lualions 

l.x  —pf-h  [y—  (j)'-^  /•% 

(fr 

X  —  i>  -h  i  y  —  (I I  -~  =  o. 

'         •         ^     a.r 

MaiiileiianI  la  coiirhe  iminoliile  elaiit  donnée,  (Ui  aura,  [lar  re(|ualion 
(le  celle  coiirhe,  l'ordonnée  (j  et  l'are  .v  donnes  pai'  l'aliscisse  />.  De  plus, 
par  la  nature  de  la  courlie  mohile,  le  rayon  /•  sera  aussi  donné  par  l'are 
révolu  de  la  même  courbe,  lequel  devant  être  égal  à  s,  on  aura  donc  aussi  r 
donné  en/;. 

Soil  donc 

î/  el  /  denolaiil  des  ronclions  données;  on  sulisliluera  ces  valeurs  dans 
les  deux  e(|uations  précédentes,  cl  criiniiiaiit  p,  on  aura  une  é(|uation 
dilT'érentielle  du  pi'emier  ordre  entre  .<■  et  ) ,  ijui  sera  celle  de  la  roulette 
cliercliee. 

3.  Olle  e(|Ualion  elanl  inleiirec  ;idiiiellra  donc  une  coiishinle  arlii- 
Iraire:  en  sorte  qu'il  sera  possilile  de  l'aire  passer  la  roulclle  |iar  un  |ioiiil 
donne.  Cependant,  si  l'on  considère  la  génération  de  celle  courbe,  il  n'est 
|)as  dillieile  de  se  convaincre  (|ue  tout  v  est  délerininé,  dés  que  les  deux 
courbes,  l;i  mobile  et  riiiiiiiobile,  sont  données,  cl  (|iie  le  point  de(  rivaiil 


A  I.  \  TiiKoitii;  iii;s  iM  ii(iirM,i;s  l'Mti  icm.ikkks.      ti(>:t 

*-sl  :iiissi  (lontic  (hiiis  le  |iliiii  dr  hi  coiiiIh-  iiKiiiilc,  iiiiisi  (juc  mille  analyse 
le  sii|i|)iise.  D'où  il  s'ensuit  (|U('  rc(|ii;irKin  de  \;\  idulcllc  ne  s;uir;iit  ren- 
teriner  am-une  eonslante  arhiliMirf.  cl  (|iic  l:i  ((iiiriK'  (■llr-niniie  ni' miii- 
lait  èli'i'  ilcnilc  de  iniiiiièic  (|u'rlli'  |i;iss('  |imi'  un  |i(iinl  liiiniii'  ii  vdionlc. 
il  se  |)résenlc  dimi'  ici  une  dilliciille  analogue  ;i  celle  (|ne  nons  axons 
i-en<'()nlree  dans  le  Pioldeme  des  (lev(d()|)|>ees,  el  (|u'nn  |i(mtia  |iar  cnn- 
sé(|aenl  ii'Sdiidi'e  d'une  manière  senddalde.  lui  ellel,  si  l'dn  considi-re 
d'alxnd  le^  (|iiaiilile^ /(,  //.  /■comme  \aiialdes,  jiiiisi  (jn'elles  le  sont  en 
ellel,  il  est  (  lair  i|iie  l;i  dilliMcnliel le  de  re(|nalion 

(x  —  pY'  +  {y  —(/)'=  /'S 

(iiiseen  faisant  varier  senlenient  ces  mêmes  (|iiantites//,  y, /■,  de\i;i  avoir 
lieu  aussi,  puisque  la  diirerenli(dle  de  celle  même  é(|uation,  en  t'aisaiil 
varier  .f  et  V,  a  di'jii  lien  d'elle-même  en  \erln  de  l;i  secmide  é(|ualion 

Ainsi  l'on  inna  re(|nation 

—  \x  —  p^ dp  —  (.>'  —  <l  '/</       '  '/' . 

I;ii|neile.  en  nn'ttaiil  |ioimw/c/  el  (^//- lenis  valeurs '>  p  <lp  el  f  p  dp.  de- 
vient 

[x-  p^  r  -  g,  ^'<P   -(-  rf'p](/p      o. 

(l'Ile  ei|ii:ilion  se  décompose,  comme  on  voit,  en  ces  den\-ci 

dp--o     cl     X  —  p -\-\y  —  (fi)'  p^ -\- rf'i  p,  -   o. 

I,;i  premieic  dp       <i  étant  inlégiee  donne 

y»  =  une  constante  arliiliaire. 

Ainsi  fj-^^oip    el  r     J  p]  seront  aussi  cinistantes;  et  l'on  aura  sur-le- 

rliiiiiip  |iiini'  la  roiilelle  l'eiinalion  tinie 

x  —  pY-^\y-q-'=r\ 


(i(tv    suK  un  ri; lu. Nil. S  oi  ksiions  lt•\^vL^sl•:  uklmines 

(|iii  iri'\|iiiiiic,  cninnic  (Ui  \uit.  (lu'mi  cciclf  dcciil  du  imyoii  /  ri;;il  ii  l;i 
■  listiiiK  r  (lu  |iiiiiil  (Ici'i'iV^iiil  an  |i(iinl  (l'alliiiicln'iiicril  di-s  deux  ((iiiilics. 
(tilc  sidiilioii  salist'ail.  ((iiiimc  il  csl  aise  de  le  xoir,  an  l'r{d)li'mc  ciivi- 
sajîé  analNlKinriiicllI,  et,  de  ce  (|irrllc  li'lll'riiiic  mic  ((ill^lalltr  arliiti  aiii'. 
il  s'cDsilil  (|ii'rllc  a  toiilc  rclciidiii'  (|iic  dcinaiidc  rtM|iialioii  diUcrciiliclli' 
linincc  |i|iis  liaiil:  mais  il  csl  visildc  rn  iik'iiic  lriii|is  (iiTrlIc  ne  satisl'ail 
|)a>  il  la  (|ii('slimi  cm  isai;(''c  mt'caiii(|iiciiicMl  cl  sons  le  |i()iiil  {\c  \nciMi 
(}|i  l'a  iH'djKiscc. 

{',{•  dcinicr  nhjci  se  iniiixr  r(in|)li  jiar  l'antre  e(|nali(Ui.  savoir 

.r  —  />  4-  (  r  —  (/  )  o'  l>    -+-  rf  y»  i  =:  o, 

la({ii(dle.  en  (diniinaiil /' an  inoven  île  l'eiinalion  finie 

{  X  —  p)^  +  {y  —  q  ^  ^=  r' 

(j  el  /•  elanl  égaux  à  '/f^o)  c\  fi  p) , ,  doniH'ra  nne  é(|naliiin  Unie  en  ,j  el  v 
dans  la(|indle  il  n'v  aura  ancnne  conslanle  ailiilraire,  el  i|ni  sera  la  véri- 
lalile  e(|uatinn  de  la  roulette  décrite  par  la  revidnlion  d'une  cnnilic  don- 
née sur  une  autre  courbe  donnée. 

'( .   I'",n  c(»inhinaiit  les  deux  é<|uations 

X  —  !>  y  -t-  [y  —  q  ?=^  '•',      -  [X  —  p)<lp  —  y  —  1'  '^î  =  '■''''• 

on  en  lire  les  valeurs  de  œ  el  y,  lesquelles,  en  niettanl  ds-  \\  la  place  de 
sa  valeur  rlfr -\- dcj- ,  se  trouveront  exprimées  ainsi 


X  =z  n  — 


y  =  q 


ididp  +  rdq  ^  ds' 

-dr' 

ds' 

rdrdq  —  rdpyjds^ 

-  dr' 

ds' 


Pour  l'aire  usage  de  (  t;s  torinnles,  il  sera  plus  simple  d'cxpiinu'r  les 
coordonm'M's /;  et  q  de  la  courhc  imniohilc,  ainsi  (pu'  le  ra\on  /  de  la 
courlic  m(diile,  par  l'arc  .*■  qui  est  commun  aux  deux  conrlics.  On  lionveta 
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lie  (cllc  iiKinii-rc  les  \;ilfiii><  ilr  ,r  li  >  ('\|niiiiics  iMi  v,  d'uii,  cliiiiiiMiiil  v. 
un  :nil';i  rciilliilinii  ili'  l;i  J'nuli'llr. 

.").  l'oiir  (lomicr-  (iiicliiiics  cxcmiilcs  de  l^ipplicalion  di'.s  fitriiiiilrs  pic- 
icdciitfs,  l'diisidi'iniis  d'altord  le  ciis  de  hi  idiilt'Uc  (Ml  cvcloidc  (ir'diiKiiic. 
Irl  l;i  t  iMirlir  iiniiKihilf  ii  r-^l  :iii(i('  iliusf  (jnc  \';i\f  ini'iiii'  des  ;il)scisscs /y, 
fil  Miilr  i|iriill  alli;i 

^  —  O,       p  rr    S. 

lùisiiili'  la  ciiiirlic  iiioliili'  est  un  (■<'rilc  dniil  iikiis  rci'iins  le  laMiii  ci^al 
à  «;  or,  en  prcnaiil  k'  point  dcciivant  sur  la  circonlcrcnci!  de  ce  iciclr.  il 
est  visible  (|ue/sera  la  corde  de  l'arc  s,  en  sorte  (ju'on  aura 


r=::i2asin  — »      d'où      </;    -cos--(/i; 
7.  a  7.  a 


■;ul)sliliianl  ces  valeurs,  il  viendra 


y^z  n«snr 


«(■-cos^^) 


si  le  |i(iinl  deciivanl  n'elait  |ias  Mir  la  circdnl'erencc  du  icnie,  mais  ;i 
la  dislaiH  e  h  du  centre,  alors  il  est  i'acile  do  pi'ouver  (ju'on  aiiiail 


/•=  i  /  I  6  —  rt  cos- j   -^«'siii-'-^ 

r-     i  /  A-  —  srtfr  cos  — h  a', 
V  « 

rdi   '-  Asiii  -  ils,      i'(/s' —  /■'(/;•■'  -   la  —  <»  cos  -  )  i/s': 
(t  \  a  I 

de  sorte  ([n'apri-s  les  substitutions  on  aura 


ou  bii'ii 


■roii 


s  —  b  siii  -  <      )•      a  —  b  ros 
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Kiiliii,  si  dans  ce  (Ifinici'  cas  on  voulait  (|iic  la  couiitc  iiiimoifilc  fut 
aussi  lin  ccirlt'  dunl  le  rayon  ~li,  il  est  iaci|e  de  voir  (ju'on  aurait  |)our 


p^z  liii  —  Qosj\i     q^li<\n- 


.■Il  v|i|i|iosaiil  (|iii'  l'axe  des  aliscisses  passe  par  le  cciilre  du  (•crcle  iiiimu- 
liilc.  De  la  on  Iruuvera,  après  les  réduetions. 

X  —  h  —  [Il  -{-  a   cos  T  -^  l>  eus    (y  -^  ^  I  ■*    ■ 


.r=;A  +  «  sin^-/<sin|'(i  +  i)5J-. 


(l'iiii  l'on  vdit  (|iii'  la  rmilette  srra  ^l'iiiiiclriijiif  tniilcs  les  loi-  i|iic  /i  ?«era 
a  a  (-oiiinic  iioiiihre  ii  noiiilire. 

(i.  Si  la  cDiiilic  iiiinioliilc  claiit  (|iiclcoii(|iic.  la  (  oiirlic  iimliili'  ilcvciiait 
une  ligne  droite,  et  (|ue  le  |)oiiil  dccrivaiil  l'ut  plis  dans  (■•■Ile  iiicine 
droite,  il  est  visible  (|u'on  aiiiail  alors  r  s.  ou  [dus  généralement 
/•  -  X- —  j,  k  étant  une  constante  (iU(dcon(|ue.  Les  i'oiinules  de  la  rou- 
lette   i,  deviendront  alors 

/•  dij  r  du 

lc><|uell('s  sont,  coinine  l'on  voit.  idenli(|ucs  avec  cidlo  (|nr  iioii>  avons 
IroiiNcrs  dans  le  II"  6  de  l'Articde  i  pour  la  développante  de  la  courbe 
doiil  /;  cl  ij  xiiil  les  coordonnées.  11  est  facile  de  con<-evoir  en  ellet  (|iu' 
dans  {-f  cas  la  roulette  ne  saurait  élre  autre  (di()se  (jue  la  développante  de 
la  eoiirhe  iiiiiii(diile:  c'est  ce  (pie  d'autres  (jeoinéires  (Uil  dejii  reniartpn-. 

Ahtici.k  III.  —  Des  dijfércnls  ordres  de  conta  et  des  courbes,  et 
de  1(1  uKinière  de  trouver  des  coiirhes  (jii't  (tient  (wcc  une  injîinté 
de  courbes  données  des  contacta  d  an  oidre  donné. 

1.  On  sait  (pie.  dans  le  |)oiiil  d'atloiiclieinciil  de  deux  coiirhes.  il  y  a 
une  rellllioll  de  deux  points  d'illteiseelioil  (le>  inellles  coiirlio:  on  sait 
de  plus  ipie,  dan>  le  poiiil  on  At'[\\  ciuirlies  se  lonclieiil  en  siulc  (pr(dles 
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îlit'lll  l;i  IIM'Illf  coMllilllc,  il  \  ;i  lllir  iTlininii  (le  li(ii>  |M)ilils  il'ill  IclSCfliull  ; 
cl  si  (iiiliT  (('1:1  In  viiriiiliuii  de  l;i  (  mii  lune  csl  ciiroiç  la  int'iiit',  alors  il 
y  aura  une  rciiiiidii  de  (iiialrc  |i((iiil>  (riiilciscclioii;  cl  ainsi  de  suite. 

\(iiis  ;(|i|icllci(iiis.  CM  j^cikmmI  ,  nmtdil  du  firinticr  ordre  hMil  Klldiiclic- 
nicut  \W  deux  couihcs  où  il  y  a  réunion  de  deux  iulci'scclious,  contact  du 
second  ordre  loiit  allouclicnieul  dans  le(|uel  il  y  aura  réunion  de  trois 
|)(>iuls  d'inleisci  lion,  contact  du  troisième  ordre  celui  ou  i|nalrc  |)oiul> 
(i'intci'scclion  seront  réunis;  cl  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  ratlouchcnient  oi'dinairc  sera  uu  coulai  l  du  |uiiuicr 
ordre,  l'osculaliou  sera  un  ((Uilacl  du  scc(uul  ordi'c,  etc. 


2.    (lela  pose,  soi!  [u'oposec  une  courlic  doul  rc(|na(i()U  >oil 

V  =  o, 

\'  claul  une  l'onction  doiuicc  des  coordonnées  .t.  y  cl  de  deux  confiantes 
arbitraires/;  ct^;  et  qu'on  demande  les  valeurs  de  ces  arbitraires  |)uur 
(jlU'  la  courlic  pi'oposce  ait  un  contact  du  |)remici'  (udre  avec  une  antri- 
courlic  (|iu'lcon(|Ue.  Il  faudra  (jiu-,  dans  ce  coulacl  ,  non-seuleuu'Ul  les 
valeurs  de  .»  cl  ^ ,  mais  aussi  celles  de  dx  cl  dy  soient  les  nu-mes  puni'  les 
deux  courlics;  donc  U(in-S(!ulement  re(|uali(iu  V  o.  mais  encore  sa  dif- 
terenlielle  r/\  -- (i,  devra  avoii'  lieu  par  rapport  ;i  la  ikoivcIIc  (  (iiirlic. 
Ainsi  il  u'v  aura  (|u'a  tirer  de  ces  deux  ('(pialions 

\        o,      ^/\   -    o 

dy 
les  valeurs  de  /;  et  (/.  lesijuclles  se  Iroiiveroul  cxpriuu'cs  eu  .r,  y  cl  -.-■ 

Si  \  c-^t  une  l'oM(ii(Ui  de  t ,  y  cl  de  trois  cousiaulo  arliitraircs  p,  ij,  r. 
lin  pourra  detcrminci'  les  \alciiis  de  /^  ij.  r  eu  sor'lc  (pic  la  courlic  pro- 
posée ail  un  ciintacl  i\\\  sccouii  ordre  a\cc  une  aulrc  coni'lic  ipu'lcon(pu' : 
cai'  la  nature  de  ce  contact  exigeant  (pic  iion-sciilcmciil   »  et  v.  mais  aiisM 

,  cl  ,  •  soient  les  mêmes  poui'  lc->  deux  courlics,  il  \\'\  aura  (in'a  miii- 
ilx        il.r-  '■  .11 

poser  (juc  les  li'ois  e(|ualions 

V=o,     d\       o.     -/•V       o 
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;ii('iil  lieu  ni  inonu'  temps  relalivt'inciil  à  ces  deux  coiiilx's,  cl  l'on  lii'cra 
(le  ces  équations  les  valeurs  de  p.  q,  r,  lesquelles  seront  exprimées  en  .r, 

V,    T'  et  -,-,;  et  ainsi  de  sinic. 

flT         (l.r- 

NiHis  Miinimcrons.  en  général,  courbe  UiiicIkuiIc  I;i  niiniic  proposcc  par 
ra|)poi'l  il  lai|iicll('  les  (|  nanti  les  /;,  y,  /■,,..  si  ml  ((inslaiilcs;  cl  iiiuis  ik  mi- 
merons ciisiiilc  ci)urhe  /oi/c/icr  l'aulrc  cimilic  par  rapport  a  hi(Hicllc  ces 
mêmes  quantités  sont  variables,  ctaiil  des  Iniicriims  de  ses  coordonnées 

.r,  V  et  de  leurs  diflcrciiticlles  -—■>  -rh-<  ■  ■  ■  ■ 

ax    (Ix^ 

Kntin  nous  nommerons  ces  mêmes  (|uaiititcs />.  //,  /■....  élémenla  du 
contact:  de  sorte  qu'un  contact  du  premier  ordre  n'ailla  ipie  deux  élé- 
ments, un  contact  i\\.\  sc((Uid  ordre  n'en  aura  ipic  ll■oi^,  de. 

3.  Supposons  (pie  la  cniirbe  loiicliaiitc  soit  un  cercle  ipiidi  ompie.  dont 
ré(|uati(Mi  soi! 

(X  —  pf^  (  j  —  qY=  r-, 

p  cl  y  étant  les  coordonnées  qui  determiiieni  le  lieu  dn  ccntic  et  /■  le 
rayon.  Si  l'on  veut  que  ce  cercle  ait  un  contact  du  second  oidre  avec  une 
courlie  (|iudcon(pie,  c'est-à-dire  cpi'il  en  devienne  le  cercle  oscnlalenr.  il 
t'aiidra  delerminer  les  trois  éléments  fi.  (/.  r  du  <oiilact  an  moyen  des 
trois  éqnalioiis 

V=:o,     rfV=o,     r/-V  =  o, 

en  l'aisanl 

\  z:^   X  —  p  :'-^{y—  g  -—  I-  ; 

cl  l'on  retroiiNcra  les  mêmes  expressions  de  ccn  (piaiililes  <pie  l'on  a  deja 
trouvées  dans  l'Article  1"     1   . 

Si  l'on  l'ait  tomber  le  centre  du  cercle  dans  l'axe  des  abscisses,  on  aura 
q  r~  f),  ei  re(|nalioii 

X—  p  --^  r^  =  /•' 

ne  rentcrinera  pins  (pie  deux  constantes  p  et  /■.  (]e  cer(dc  ne  pourra  donc 
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|ihi>  ;i\(iir  (id'iiii  cniilarl  du  |iicinicr  nidii'  livre  une  iiiilic  (iiiiiIm'  (jucI- 
(■nli(|llr;  cl  il  Ol  chiir  (|lli'  ll;l^^  Cf  |)iiiiil  de  rn|||;iil  le  i:i\(ill  /■  (IcviclldlM 
l;i  iiiii'iiiiili'  il  lu  niiiiiii'  limclicc,  cl  (|iii'  Li  (iii:iiililc  [>  sci;i  lu  |(:irl'n'  df 
l'iixc  iMlcl(('|ilic  l'illrc  l'oi'ii^ilir  des  ;ilis(isst'>  cl  le  eoiieiillis  de  ht  ii(i|-- 
lli:ilc.   |i;irlic  i|trnii  iiiiinilic  i|iieli|llel'ii'i>  hi  icscclc 

Ou    deleriilineiii  dune   ces   dcii\  idcilielll>  ji  cl   /    ;iu    IIHi\cM   des   di'lix 
eiiiuihulis   \         ()   cl    (l\        K,  |cN(|||ellcs  diiiiiicriitil 


ydy  y  \l(lx''  -f-  <ly' 

dx  (Ix 


On  [iciil  Mi|i|iii>cf  aussi  (|ni'  le  ecnlic  du  cciclc  liirnlic  sur  hi  eirennic- 
l'ciicc  d'une  courhc  donnée;  mIdis  /■  deviendra  la  partie  de  la  normale  in- 
lerceplée  par  cette  (  onrlx-.  Dans  ce  cas  on  aura  une  é(|nalion  entre  p  cl  y 
<|ni  sera  e(dle  de  la  coinlic  donnée,  cl  au  inovt'n  de  celle  ci|iiatinn  cl  des 
deux  é(|Ualions  \"  ^^  o  et  f/\  <>  on  delerinineia  /t.  q .  r.  On  en  a  un 
exein|»le  dans  le  n"  2  de  l'Article  il. 

F,'é(|iiation  générale  de  rcHi|)sc  ra|i|iorli'c  an  t'oV(!i' est 

u  -f-  px  +  qy    -  i; 


dans  la(|nellc  ii  esl   le  ravon  vecteur  ci;al  a  v^"'  -^  Y'  ,  /'  l'sl  le  dcuii-|»ara- 

nièlif  du  tirand  axe,  \//-    '    7- esl  rcxecniricile.  cl    -   esl  la  taujifute  i\i' 

l'aiii^le  (|ue  le  i^iand  a\c  de  l'ellipse  l'ail  avec  l'axe  des  abscisses  .r  dont 
l'orifilne  esl  dans  le  lover,  cl  ijui  sont  supposées  positives  en  allant  vers 
l'apside  le  plus  proche. 

Si  donc  on  xcnl  ipic  celle  ellipse  ail  un  coulacl  du  sec  uiid  ordre  a\fc 
une  courbe  (pielconcpie,  c'est-à-dire  (|u'elle  devieuuc  osculalricc  de  celle 
courhe,  il  n'v  aura  (|u'à  déterniiiier  les  éléinents /*,  (/.  r  au  moyeu  des 
iiicincs  e(|ualioiis 


mais  en  raisanl 


\      -  «  -+-  px  -f-  (f y 
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On  lr()ii\i-i';i  iiiiisi 

du  ,  (lu 

dx  du  dx  dy 

^  ^^          dr^  "~       dx         .dy  dx^ 

dx  dx 


.  du 
du  dx  I     dy 

'-'^"-''dx-^^VJ^'''' 
dx 


Si  \:\  |i(isilii)iÉ  (lu  tuvcr  di'  rdlipsc  Dsciihili'ici' n'cUiil  |):is  (Iniiiii'c,  iiom- 
iiiiiiit  ///.  //  l'abscisse  et  ronlmiiicc  (ini  ic|Hiii(l('iil  ii  ce  lo\ri-,  mi  ;iiir;i 
ilnrs  |»(iiii'  r('MHi:iti()n  géiieriilc  de  rcHijisc 

u  -h  p    r  —  w    +  (]  y  —  n  i  :zz  r, 

ilaiis  la<iiielle 

M  =  ^{x  —  m)'-i-  (y  —  n)-, 

hi  sii;iiitieali()ii  des  aiities  (|uaiililes  p,  q,  r  deiiieiiiaiil  la  inciiie  ini'aii|ia- 
ravaiil. 

(^(imiiie  celle  tMiiialioii  reiiieriiie  ciii(|  C(»iislaiite>  arhili.iiies,  il  s'eiisiiil 
(Hie  l'ellipse  doiil  il  s'agit  |i(Hirra  avoir  nii  conlact  du  ([ualiièine  ordre 
:ivec  une  autre  eoiirhe  ([uelcoïKjue,  el  pour  cela  on  déterniinera  les  (•in(| 
elen)enls  de  ce  contact />,  q,  r,  m,  n  au  moyen  des  cinq  é(|uations 

V-  o,     d\'-^o,     d'\  =  o,     r/'V=:o,     d'\=o, 
en  l'ai.sant 


V 


u  +  p  X  —  m  \  -h  q    )•  —  n  ) 


ï.  Imaginons  maintenant  qu'il  y  ait  une  relation  donnée  entre  les  élé- 
ments du  conlacl  p,  q,  r,...,  el  (|u'on  deuiande  la  courbe  loucbee  dans 
la(|uelli'  celle  relation  aura  lieu.  Il  n'y  aura  poui-  cela  (|u';i  sulislilucr  dans 
re(|ualion  donnée  entre  p,  q,  r les  valeurs  de  ces  (]uanliles  exprimées 

en  .r.   V,     ,-7  •  ■  •     2  I. 

On  aura  ainsi,  si  le  contact  est  du  [ucmiei'  oïdi'e,  une  ('(jualion  ditle- 
rcnlicdle  du  iiremier  ordre  entre  les  ((Mudonnees  .r  cl   v  de   la  courbe 
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(•licrflu'c;  si  le  ((iiihni  rsl  du  second  ordre,  on  iiurii  une  e(|u;ilinu  dillé- 
rciilicllc  (lu  se<()n(l  ordie  cnlie  les  mêmes  coordonnées;  cl  ainsi  de  suite. 
Il  ne  s'agira  donc  plus  (|ne  d'intéf,'rer  ces  ditléienles  é»|uations.  el  pour 
cela  je  remar(|U('r;ii  d'alionl  (|u'oii  peul  supposer  (|ue  1rs  ijuanliles  /y.  7. 
r,...  soient  constantes;  car,  ((unme  ré(|ualion  donnée  entre  ces  (jimnlites 
l'st  supposée  ne  renlérun-r  (|ue  ces  mêmes  (juanlilés  sans  les  variables  x, 
>  .  il  rsl  visildr  (|iir  rrllr  r(|ualiou  pourra  loujours  sultsisler  dans  j'iiypo- 
lli(-se  (|ue  les  (|uanliles  dont  il  s"aj;it  soieul  constantes;  ri  l'rllrl  {\r  rrllr 
é(|uati<ui  fonsistei'a  alors  ii  déterminer  une  de  ces  cousiaulrs  par  Imilrs 
lr>  aiilrrs,  les(|Urllrs  demrurrroiil  par  ((Uisripirtil  arhilrairrs.  \iti>i  Ir 
nomiu'e  des  constantes  arbitraires  sera  égal  ir  celui  des  éléments  du  rorr- 
lact  moins  un,  et  par  corrsé(|nent  égal  ir  l'exposant  de  l'ordre  de  ce  (  im- 
tact  2  ;  doue  vv  rr(Mulir'e  srr'a  aussi  égal  ii  ceirri  de  l'rxposairl  de  l'cudr-r 
de  ré(|uatiorr  diiléreirlielle  (ju'il  s'agit  d'irrtegrcr'    W  . 

Oela  posé,  puis(|ne  les  expressions  des  ([irarrtités />,  y,  r, . .     err  x,  r, 

-h-,---  ont  été  déduites  de  rr(nialioii  \  o  ri  iW  >rs  dilli'iciilirllr- 
ilx  .  ' 

</V=o,  rf'' V=o,...,  en  V  r'egai'daiil  rrs  ipiaiiliirs  roniurr  (Miiislarrtes  '2 j, 

il  rsl  visihie  ipir  la  mérrre  é(iualioir  tiiiir  \       o  salislrra,  dans  l'Iiyitotlri'se 

pi-rsriilr,  à  i'r(|uati(Ml  diliéi'rillirllr  pr'oposrr;  ri  roiiimr  par'Uii  les  c(Ui- 

slantrs  i>.  (j,  I |irr  re(|irali(in  \       o  rruirrrne,  il  rrr  resie  toujoins 

autairt  d'arliitrairrs  (jn'il  \  a  d'iirrités  dans  l'exposant  de  l'or'di'e  de  l'e- 

(|uatiorr  ditlérenlielle  dont  il  s'agil,  il  s'errsuil  (|ue  cette  é(|ualiorr  \' —  o 

sei-a  l'intégr-ale  linie  et  compli'le  de  la  luriiir  e(|uarK)n  dillrrculirllr.  Oi 

ré(|uation  V--  o  est  celle  de  la  courlie  toucirarrte;  doirc  l'intégrale  corrr- 

pli'le  de  récjualioir  dill'érerrlitdle  proposer  ne  donner'a  jamais  autre  chose 

(|ur  la  rrrrmr  roiiilir  tourliaiilr  (|rre  l'on  roiinaissail  drjii,  ri   ur  douiirra 

nirllement  la  courire  torrclire  »|u'il  s'agil  de  troirver.  dépendant  il  est  ta- 

(  ilr  i\{'  se  corrvaiircr'c  (pie  l'éipratiuii  dillricnlirllr  eir  (|irrslion  a|)paitienl 

rgairmrni  ii  la  rourhi'  hMirliri';  diiur.  puis(pir  rrllr  ruuihr  n'ol  pas  l'rii- 

i'rrrrirr  dans  l'inti'iiralr  rompirir  de  la  mérrre  iMpraliorr,  il  l'arrdra  irrrrs- 

sairt-mml  (|n'rllr  Ir  soii   dans  irrrr  irrtégr'ale  parlicirlil'rf .  (l'est  {v  (prr 

rrorrs  alliuis  examirrrr'. 
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5.  Nous  (■iiiruncnrcriiii>  |i;ir  i:i|i|n'li'i'  ici  les  |iiiiici|)('S  di'  l;i  llicoi'ic 
(les  iiiU'i^ralfs  piirlii'ulii'irs  (|uo  nous  avons  exposée  en  délail  dans  n(ili"<' 
Ménioirc  sur  cetle  niatii-re  ^ yomeaii.r  Mcmoircs  de  l' Accuicmic  royale  des 
Sciences  de  Herlin  pour  177'!  '  :  el  nous  les  présenterons  uiènie  d'une 
manière  pins  simple  el  plus  i,n'nérale  ii  (]uei(|ues  e^aids  ijuc  nous  ne 
l'avons  fait  dans  ce  Mémoire. 

Soit 

Z^  o 

une  ('([ualion  dillérenliidle  d'un  ordre  (piel((UH|ue  n  entre  deux  on  plu- 
sieurs varialdes;  et  soit 

V  =  o 

une  ('(lualion  dillereutielle  d'un  ordre  inferienr  ///  entre  les  uiéuies  varia- 
bles, la(|nelle  soit  une  intégrale  ((uupli'le  de  l'éipialion  Z— o.  Par  la 
Théorie  eonnue  du  Calcul  intégral  on  sait  (|ue  l'équation  Y  =  o  doit  ron- 
lermer  autant  de  constautes  arhitraires  (|u'il  y  a  d'unités  dans  la  diffé- 
rence /(  —  m  des  exposants  des  ordres  des  deux  equaticins,  en  sorte  (|ue 
si  /n^^o,  de  manii're  ([ue  l'intégrale  corupli'te  \'=o  soit  tinie,  le  nombre 
des  constantes  arbitraires  doit  égalei'  le  nombre  n  de  l'ordre  de  l'écpiation 
diirereuliidle  Z  =  o.  On  sait  de  plus  que  recpialion  différenliidle  Z  :=  o 
ue  |)ent  éti'e  autre  chose  que  le  résultat  de  l'élimination  de  toutes  ces 
constantes  aihilraires  au  moY<'n  de  ré(|uation  V=o  el  de  ses  différences 
d\=^o,  d-\=o,...  jusqu'à  d""'\  =  o  inclusivement:  en  effet,  ces 
é(|uati(U)s  étant  an  nombre  de  n  m -\-  i ,  et  les  constantes  ari)itraires 
u'ilaul  (pi'au  uoudire  de  n  —  m,  on  aura  par  l'élimination  de  ces  con- 
stantes une  é(|u;ition  tinale  de  l'ordre  de  n  —  m,  la(juelle  devra  être  iden- 
li(|ue,  ou  du  moins  e(iuivaleule  à  l'équation  Z       o. 

Or.  connue  rélimiuali(ui  (bnil  il  s'agit  est  indépendante  de  la  valeur 
parll<iiliére  des  constantes  arbitraires,  il  est  clair  (|u"on  aura  toujours  le 
même  rcsnllal,  soif  que  ces  cpiantités  arbitraii'cs  soient  conslanles  on 
non,  [iiiMiMi  (pic  l'(ui  ait  les  mêmes  é{]uations 

V=o,     d\  =  o,     d'\—o,...,     d"-"\=o. 
(*)  OEiwrcs  lie  Lnj^riingc,  t.  IV,  p.  5. 


\  i.A  Tiii.oitii;  UKS  I  \  ri;(ii!  \i.i:s  r  \it  i  hi  i.ii:iu:>.      (ii:t 

D'uii  il  s'ciisiiil  ijnc  rc(|u;ilinii  \  o  -.;i|i>|ci  ;i  Idiijniirs  ;i  ri'i|ii,itl<iii 
Z  ~  ()  (l'un  i)i<liH'  siijtciiciir,  nii'iiu'  en  sii|)[)os;iiil  i|iif  les  niiislanlcs  ailii- 
Iraircs  (|iii  ciiliciil  dans  la  IoiicI'kmi  V  deviennent  vniial)les,  pourvu  (|ue 

les  diUiTcnccs  de  eetle  l'iMidinu   (/\  ,  (/-\ ius(|n':i  (^/"""' \   resli'iil   les 

UM'ines  (|iie  dans  le  eas  oii  ces  ailiitiaires  seraient  conslantes.  Or  c'est  ce 
qui  aura  lieu  si  l'un  l'ait  dis|)arailre  dans  cliaenne  de  ces  diirérences  la 
|)arlie  ijiii  \ieii(liail  de  la  vaiialion  des  arliilraires  su|i|Misees  \arialdes. 

l)esij;nuns,  en  j;ein'ral,  |iar  la  caracléiisti(|ne  o  la  dillerence  prise  en 
faisant  varier  iini{|uenienl  les  constantes  arl)itrair<'s  de  la  l'onction  V,  et 
conservons  la  car'acteristi(|iie  '/  pour  représenter  les  dillerences  ordi- 
naii'cs,  l'clativcs  aux  variables  île  la  même  l'onclion  \  .  Il  esl  clair  (pie, 
dans  riiypotlii'se  oii  les  constantes  arbitiain--  dc\  iemlroiil  \arialiles,  la 
dillerence  totale  de  l'eipiation   V    -  o  sera 


lune,  pour  (pie  I  on  ail 


,l\  =o, 

il  l'aiidra  (pie  l'on  ait  en  même  tem|is 

0  V       o. 
Par  la  UKMne  raison  la  dillerence  totale  de  re(pialioii  '/\'       o  sera 

donc,  pour  (pie  l'on  ait 

(/-V  =  o, 

il  l'audra  (pie  l'on  ail  en  même  lemps 

'J>/\  o. 

On  continuera  ce  raisonnement  poin'  les  dillerences  des  ordres  siii\aMls, 
et  l'on  trouvera  de  la  même  manii-re 


jiisipi  a 
incliisivemeiil . 


or/'V=:TO,     dd^\-:o,.. 

5, /„-.,„-,  y  o 
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Or  |i;ir  hi  Tliéorie  coiimu-  des  variations  on  sait  que  ôc/\'  est  la  nuMiir 
tlidsi'  (|iir  f/'7V,  i|ii('  (^i/-\  est  la  mrinc  cIkisi'  (|IU'  r/'-oV;  ri  ainsi  do 
aulri's. 

Donc  los  équations  de  condition  pour  (|uc  rt(|iiation  V  =- o  satisfasse 
il  l'équation  Z  —  o  d'un  ordre  supérieur  de  /i  m  unités,  en  y  supposant 
vaiialdes  les  n  —  m  constantes  arbitraires,  seront 

âV  — o,     r/ôV  =  o,     </'dV  — o, r/""-'dV  — o, 

(Idhl  le  ntiMiljie  est,  eouinie  on  voit,  égal  à  n  —  m,  el  par  inhse(|ueiil  ei;al 

il  celui  de  ces  niéines  quantités. 

Il  ii'v  aura  donc  qu'il  délerniiner  les  valeurs  de  ces  quantités  au  moyeu 

des  équations  de  condition  dont  il  s'agit,  et  ii  les  substituer  ensuite  dans 

l'équation  V=^o:  ou,  ce  ipii  revient  au  iiiéuie,  il  n'y  aura  ipi'ii  (diiiiinei 

les  nu'Uies  (piantilés,  au  moyen  de  celte  e(|uatiou  \  =o  el  des  e(|uarKins 

de  condition 

oV  =  o,     </ôV-:o, ...,     </"  "'~'oV=o; 

re(|uatiou  résultante  satisfera  également  ii  l'eciuatiiin  dill'erciiliellc  pro- 
posée Z  -o,  et,  comme  elle  sera  toujours  d'un  ordre  moins  eleve  d'une 
unité  que  cette  dernière  équation,  elle  en  sera  l'intégrale  |)articulii're. 

6.    Pour  éclaircir  davantage  celle  Théorie,  soient  x,  y.  z —  les  dill'e- 

rentes  variables  qui  avec  leurs  ditrérences  jusqu'à  l'ordre  ru  entrent  dans 

l'intégrale  coniidi'te  V:==o,  et  soient /^  </,  /•,...  les  (•oiistaulcs  arhilraii-e^ 

au  nombre  de  //       m  (jue  cette  intégrale  renferme.   I".n  diUerenliaiil  la 

ionctimi  V  dans  la  supposition  que  les  quantités />,  </,  / ,. ..  \  ai  ici  il  mmiIcs, 

nii  ;iura 

n\   -    ?f//>   4    0</<l    •    \\r/i  -^-...; 

i'ii>uilc,  faisant  varier  seulement  les  (|iiaiililes  .r,  )-,  ;, ui  aura 

dè\  —  ilVilj,  ^-  (H)ilq   '   ilWilr  \  .... 


\    I.V    ÏIILOIUK   l>KS   INTKdU  \I.i;S    I' \  Ul  ICI  l.l  K  KKS.       (JI.H 

Ainsi  li's  II      ni  t'(|ii;irHiiis  ilr  coiidiliiui  m'iuiiI 

Vtlj)  -h  Qilij  -t    \\</r  -*-...  —  o, 
,/!'<//>        r/O/A/        '/!«.//    ■        .        ... 
i/l'dpi  tl H ),/(]-.  </  H, /,+... —  o. 


JI1N(111    it 


il"  ■■■  -  '  1'  ,//>  H    '/ '  Q  ,/,/    (    r/"  "■   '  n  ,lr  +  . 


iii'i  l'(in  f('iii;ii<|nii:i  (|iic  les  (|ii;iiilili'S  1',  O,  |{,...,  cl  Iciiis  dillciriiccs 
jlls(|ll';i  l'onlir  //  ///  I,  ne  it'lirciiiiclll  (|llc  les  (|lliilllil<'S  liliics /^  (/, 
/, ...  cl  les  v;iri;ilil('s  ,r,  v,  ;....  ;ivi'c  Icius  diUd'ciiccs  jusqu'à  rdi'dic 
m  -h  /i  ~  ni  I .  DU  //  —  1 .  Or  cniiiiiH'  ces  ditlV'rciitft.s  iHiualioiis  iif  icii- 
t'crinciil  luiciiii  Iciinc  (|ui  ne  soil  imilliplic  \);\v  f/p,  ou  r/y,  ou,  fie,  il  es! 

\  isihic  (|ii'('ii  rliininiiiil  ces  dillciciiccs  r//^  ilf/,  dr luril  Ir  iiuiiiliic  est 

le  uièiiie  (|iie  relui  des  é(|ualions,  on  aura  une  ('(pialion  finale  (|ui  >era 
divisiide  |iai-  la  deinii-i'e  de  ees  iueonnues,  cl  (|ui  ne  icnlerineia  [dus  que 
les  (|uanliles  tinies />,  y,  /■,...  et  les  variables  x,  v,  ;....  avec  leurs  dill'e- 
l'eiu'os  jus(|u'ii  l'ordic  //        i . 

Que  rmi  eondiiiie  donc  celte  ecjualum  a\ei'  re(|uati()ii  \  <>  <■!  avei 
.SOS  dillerentielles  (^/\'  -  o,  </-V  — o,...  ius(|u'ii  r/""'""  '  V  —  o.  Ies(|uelles 
lie  l'enrermenl  aussi  (|im'  les  mêmes  (juantités  tiuies />,  y, /•,...  et  les  va- 
rialdes  .r,  >',  r....  avec  leurs  dillV-rfiie^'s  jiis(|u'ii  l'ordic  //  i;  on  auia 
do  iu'lle  luauioro  n  ~  m -\~  i  équations,  au  moyen  des(|U(dles  (in  |i(Uiiia 
idiniiiier  les  //  ni  inconnues/),  q,  r,...;  et  l'on  obtiendra  une  c(|uali(Ui 
linale  cuire  les  variables  .r,  r,  ;  el  leurs  diUércuees  jnstju'ii  l'ordre  //  i  . 
Iai|uelle  sera  |)ar-  e(Uise(|Uenl  d'un  ordre  iiniiiis  ideve  (riiiic  uuile  (|uc 
re(|uatioii  Z  ^  o,  (|u'on  sn])])osc  de  l'ordi'c  //.  (le  sera  ddiic  riiile^rali' 
parlicnlii'ie  de  ré(]uation  prcqtusee  Z       <>. 

7.  (ju'tin  a|qili(|ne  maintenant  celle  um'IIhhIc  an  IM(d)li"inc  du  n"  ï.  ri 
qu'on  cbcrclic  l'iiitei^rale  parliculiirc  de  re(|ualion  [uiqiosi'c,  au  iiioycn 
(le  son  inle^iale  coniiill'lc  V       o,  en  \  taisant  varier  les  constantes  arlo- 

lrail■cs/^  y,  / on  verra  aiscnuMit  (|iic  cette  intégrale  particulière  ic- 

|)rescnlera  |)rcciseMieiil  la  courbe  loin  bec,  |iuis(|u'il  est  e\i(lenl  (|ue  dans 
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(•(•(le  ((iiirlit'  les  rlrnifiils  du  ((iiiliicl  p.  </.  r —  (li)ivciil  (■Ire  en  t'Ilcl  v;i- 
l'iablcs;  ol  c'ost  l;i  raison  (|ni  ciiiprclir  (iiic  celte  coiirlie,  (|ii(ii(Hie  conte- 
lUii"  dans  la  même  é(|iialioii  (lilleiciilielle,  ne  |)uisse  êlre  renfermée  dans 
l'intégrale  (•(iiii|d('lc  de  (•ctle  r(|iKili(in  dan>  liii|ii(dli'  les  (|u;uitiles />.  r/, 
r,...  sont  constantes. 

I,es  Prolilèmes  (\w  nous  avons  resoins  dans  les  Ailicles  I  et  11  peuvent 
servir  d'exemples  au  Proi)lème  général  (|ue  nous  traitons  ici,  et  pour  peu 
(m'on  examine  la  manière  dont  nous  avons  intégré  les  é(juations  diflé- 
rentielles  des  coiirites  dévcdoppanles  et  des  roulettes  en  regardant  comme 

varialdes  les  éléments  du  contact /^  q,  r on  s'apei'cevra  aisément  que 

nous  n'avons  l'ail   autre   chose  (jue  clierclier  l'intégrale  particulière  de 
cetle  e(|ualiou  suivant  les  principes  établis  jdus  haut. 

8.  De  ce  (pic  nous  venons  de  dcnionirer  il  s'eusuil.  eu  gcueral,  (|uc 
l'intégrale  particulière  d'une  ecjualion  différentielle  (pielconipu'  entre 
deux  variables  n'est  autre  cliose  (jue  l'équation  de  la  courbe  touchée  par 
toutes  les  courbes  qui  peuvent  être  représentées  par  les  différentes  inté- 
grales complètes  de  la  même  équation  dillérentielle.  en  faisant  varier 
dans  ces  intégrales  les  constantes  arbitraires  qu'elles  renferment;  de  ma- 
uii'i-c  (|uc  11'  contact  sera  toujours  du  uicuic  oidre  i|ue  celui  de  l'équation 
dilléreuli(dle  proposée. 

!•.  .Nous  avons  supposé  jusqu'ici  (jue  les  courbes  touchantes  étaient 
connues  et  (pi'on  cherchait  les  courbes  touchées;  mais,  si  ces  dernières 
étaient  données  et  qu'on  cherchât  les  premières,  le  Problème  serait  l'iu- 
ver.se  du  précédent  et  serait  même  en  quel(|ue  sorte  indéterminé.  Pour 
en  doinier  une  solution  aussi  générale  ([u'il  est  possible,  soit  T=o  l'é- 
quation de  la  courbe  londiee  (|ue  nous  su|qioserons  d'aboid  tiiiie,  en 
sorte  (pu-  T  soit  une  fonction  tics  deux  coordonnées  x  et  •>'.  Ou  |)i'endra 
j)our  les  courbes  touchantes  une  (•(|ualioii  (|uidcon(|ue  V  —  o,  entre  les 
méuii's  cooidounees  .r  et  y,  el  dans  lii(|uellc  il  cuire  deux  constantes  ar- 
bitraires/; et  (j,  si  le  contact  ne  doit  être  ipu'  du  preuiiei'  ordir,  ou  trois 
constantes  arbitraires /;,  q,  r,  si  le  contact  doit  étie  du  .second  ordre;  et 
ainsi  de  suite. 


\  I.  \  iiiKditii.  i)i;s  IN  I  i;(.it  M  i;s  p  \ii  rici  i.ikkks.     (in 

DilllS  II'  lin'lllii'l'  l'IIS  un  riilllliilirl'ii  Ii'n  llrlIX  l'illKiliiillS 
T-    ...     \       .. 
;iV('c  leurs  diUi'iriilii'lli's 


</ï 


,/\ 


l'I  rli;iss;iiil  .r.  v  cl  - .-  ■   il  viriiilr;i  iiiir  ii|ii;iliiiii  riilri'  /)  l'I  (/ .  ijni  sciviiM 

à  ilrtciiiiiiiiT  l'une  (le  ees  toiishmli-s  |);ir  l^uilre. 

Dans  le  second  cas  on  eonihiner'a  les  nieiiics  l'iinalioiis 

r  =r  O,       \         <. 

avec  leurs  ilitrercnticlles  premii'i'es 

d'Y       o,     i/\      ... 
cl  avec  leurs  diUei-entielles  secondes 

r/'T=.o,     '/  \       ... 
eu  éliminant  par  leuf  inoveu  les  (|iianlilés  ,r,  v.  y  ^  j^^-.   il  en  lesulleia 

deux  eilualions  entre  les  trois  cuiistanles  ^;,  r/,  r,  au  nioveu  (lesi|nelles  lui 
déterminera  deux  de  ces  constantes  par  la  Iroisii'uie;  el  ainsi  de  suile. 

Il  restera  donc  toujours  une  conslaule  ar'l.ilraire  dans  l'eiiualiiui  V—  o 
de  la  courhe  touchante:  el,  en  di.uuaiil  a  .ette  constante  arliilraire  lonles 
les  valeurs  possibles,  on  aur.i  la  suite  de  toutes  les  courlies  ipii  louche- 
ront la  courbe  donnée  dont  l'équation  est  T-  =  o. 

Supposons  maintenant  que  ré(|ualioii  T  o  de  la  courbe  touchée  si. il 
dillérentielle  du  premier  ordre;  ou  nr  pourra  considérer  alors  (|ue  les 
contacts  du  second  ordre  et  des  ordres  supeiieurs.  On  prendra  donc  pour 
la  courbe  touchante  une  equalion  iiiiie  (|nelc(in(|ue  \  —  o,  dans  laquelle 
il  V  ait  trois  constantes  iiideleriiiiuées//.  t/.  r  pour-  les  conlacis  dn  second 
ordre,  (juatre  constantes  arbitraires  |ioni- les  eonlaits  du  In.isieuic  ordre: 
et  ainsi  de  suite. 

Dans  le  |)remier  cas  ou  cinulpiMeia  le>  deux  ei|ualious 

T  =.  o,     r/T  =  o 
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iivcc  ces  trois 

\  -(),     (/\  -    o,     ff-V  —  o, 

l'ii  fliiniiiMiil  \tAv  liiii-  niii\cn  les  (|ii;ilii;  i|u;iiilil('S  x,  y,  -j-i  -t'-^\  il  ri'slfr:i 
iiiic  ii|ii;ilioii  l'iilic  p.  (/.  r  par  liuiuclle  un  délerininera,  par  i'\('iii|»lf, 
r  en  />  et  (/. 

Dans  le  second  cas  on  roiiiliinera  les  Irois  é(|nalions 

T  —  o,     ^/T  =- o,     (/  r-=o, 
avee  ces  (|uatre-ci 

\  =  o,      (l\  =  o,    .  r/'  V  =  o,      (/'  \       o. 

...  ,         .  .    .  (fy    d''r    d^y     ...       ,        , 

en  l'Iiinuianl  les  cinq  quantités  x,  y,    ,'-■>  -i-^î  y^  ;  n  viendra  deux  e(|iia- 

iKiiis  entre  les  ijnatre  constantes  arbitraires,  par  iesqiiellesoii{|eleriniiier;i 
deux  (le  ces  constantes  en  t'oiiction  des  deux  antres;  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  il  restera  toujours  deux  constantes  arliitraires  dans 
l'éiiuation  de  la  courbe  touchante  V  o,  et,  en  donnant  toutes  les  va- 
leurs possibles  à  ces  constantes,  on  aura  toute  la  l'auiille  des  ('(uirbes  qui 
louclieronl  la  courbe  donnée  par  l'eiiuation  T=^(). 

On  traitera  d'une  manière  analoiïue  les  cas  où  l'eiiiiarKin  de  la  courbe 
loucliée  sera  ditréreiilielle  du  second  oi<lre  ou  des  ordres  suivants. 

10.  On  peut  par  les  mêmes  princi|»es  résoudre  cette  (|uestion  analy- 
iKpie  :  Trouver  toutes  les  équations  différentielles  qui  ont  pour  intégrale 
particulière  une  équation  donnée.  Il  est  visible  en  ellet,  par  ce  (]ue  nous 
avons  démontré  plus  haut,  que  cette  (piestion  icvienl  it  celb-c  i  :  Trouver 
t  équation  différentielle  de  toutes  les  courbes  toucha  nies  lorsque  ta  courbe 
touchée  est  donnée. 

Or  nous  avons  donne  la  manière  de  trcuiver  re(|ualioii  linie  (|ui  len- 
l'ernie  toutes  les  courl)es  louchantes,  à  l'aide  d'une  ou  de  plusieurs  con- 
stantes arbiti'aires-,  il  n'v  aura  donc  autre  (diose  ii  l'aire  (|ii'it  éliminer  ces 
constantes  au  moyen  de  la  dill'ereiiliali(Ui.  el  reqiiali(Ui  dillereiitielle  ipii 
en  lésullera  satisfera  ii  la  (|iiestinii. 
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Akticm;    I\  .   —    Sr/r  les  siir/hces  voitiposces  de  lignes 
(l'une  luitine  donnée  (*). 

1.  Soil  propose'"  (le  Irouvcr  r('(HliiliniMlrssiiir:u<'scoinpos('t'S(l<'  lii^tirs 
(Iruilcs;  il  n'v  aiir;i  (|ti';i  {•licrclicr  rdli'  des  siiiI';hcs  roniMM'S  p;ii'  riiilci- 
sertioii  d'iiric  iiitiiiitc  dr  plans  <l(iiil  la  poMlidii  \aiic  Miivaiil  uni'  loi  (|ii.'l- 
coiiquc. 

Oi-  roc|iialioii  goiH'ralc  il'iiii  plan  est 

z  =;  ax  -\-  h  y  -t-  <■, 

n.  Il,  c  ('lanl  (les  coiislaiilcs  (Icpciidanlcs  de  la  |)(isiti<iii  du  plan.  (Jii'dii 
suppose  (loue  h  cl  c  des  l'oiictions  (piidcoinpics  de  a  cl  (|iroii  lasse  eiisiiile 
variei'  a  seul  dans  cetli'  ('(piatnui,  un  aura 

,11,         ilc 
•    lia        (ta 

cl.  éliminant  (i  an  nniyen  de  ces  den\  ctpialnnis.  la  lesnllaiile  scia  l'c- 
(jualion  ciicrclice. 

2.  Colle  équation  sera  doue  la  nièuie  (pie  nous  avons  Irouvée  dans  le 
n"  49  du  ÏMénioii-c  Sur  les  intégrales  pu rticii Hères  des  ('(juations  différen- 
tielles (" ),  pour  riiilci;ialc  de  ré(pialion  aux  dilléreuces  partielles 


(/z 
(tx 


dz  ((Iz^     (h\ 


ainsi  celle  dernière  équation  appartiendra  aussi  aux  surfaces  dont  il  s'ai;ii. 
en  supposant  (pie /dénote  une  ronclion  «pudeonque.  Or  celte  e(pialion 
admet  de  pins  une  iiitei;rale  pai  licnlil'ii'  (pi'oii  |iciil  trouver  par  la  dilVc- 

(  *  )  Il  n'est  (jucslion,  dans  cet  Article,  que  de  la  j^i'-néralion  des  surfaces  par  des  li};nes  d Une 
nature  donnée,  ti.tsujrtlics  ri  ta  cmutitinn  iPi'Iit  (anj^fiilrs  à  une  im'nic  niiiitw.  C'est  en  se  pla- 
i;anl  ainsi  exclusivement  au  point  de  vue  des  surfaces  enveloppes,  que  La.L'range  regarde  comme 
nécessaire,  dans  le  n"  3,  la  rencontre  de  deux  i^énéralrices  inlinimenl  voisines  d'une  surfare 
réjjlée.  (  -'^"'''  <tt'  l'iutitcnr.  ) 

(")  (JE livres  itc  Laj^raiigc ,  t.  IV,  p.  ~b. 

-8. 
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l'cntiMlioii.  siiiviiiit  l;i  iiiflbodc  i^encnilc  ilu  ii"  46  du  Mcinoiif  cilc;  m;iis 
<'('llc  iiilcjiriile  |tailiciiru'i'c  ne  (loiiiicra  poiiil  les  siii'faci's  (Icniandccs.  cl 
ne  n'|irt'S(Mitt'i'ii  (\\\{'  les  siirlaccs  roriiu'cs  pai'  riiilcrseclioii  de  ('(dlcs-ci, 
ciiiiimc  lin  |)ciil  le  coiicliiii'  <lc  la  riii'oiic  (|m'  nous  avons  donnée  de  ees 
soiles  d'inleiiiales. 


•i.  On  peut  parvenir  cncon'  d'une  manière  |)lus  direele  à  la  solution 
du  Prohii'nie  proposé,  par  la  simple  considéralion  des  lignes  dont  la  sur- 
face cheiiliee  doit  élre  composée.  On  sait  (|u'une  liij;ne  dioile  est  repic- 
seutee,  en  général,  par  deux  e(|ualions  de  celte  t'oiiiie 

z  =;  «  +  hx,     y=zc-k-  ex, 

<i.  h.  c.  c  étant  des  constantes  arbitraires  (|ui  dépendent  de  la  position 
de  la  ligne  par  rapport  aux  axes  des  coordonné(!S  x,  y,  z.  Faisant  donc 
varier  inlininient  peu  ces  constantes,  on  aura  les  e»|uations  d'une  autre 
ligne  droite  intîniinent  proche  de  celle-là,  et  pour  (|ue  ces  deux  droiti-s 
soient  sur  une  même  surlace.  il  est  clair  (|u'elles  doivent  nécessaireuieni 
se  couper  dans  un  point  (|U(dcou(|ui',  ;i  moins  (pi'elles  ne  soient  jiaral- 
lèles,  au(|uel  cas  le  point  d'intersection  est  censé  éloigne  à  l'intini. 
D'où  il  s'ensuit  que,  pour  ipie  les  équations 

z  =  rt  -(-  bx,     y  —  C'  -(-  ex 

puissent  appartenir  aussi  ii  la  sui'l'ace  cliercliee.  il  laudia  (|ue  les  (|uau- 
tités  a,  b,  c,  e  soient  telles  (|ue  les  dill'ereiitiellcs  de  ces  équations,  en 
faisant  varierseulement  ces  (pianlites,  puissent  avoir  lieu  en  même  temps 
(|ue  les  équations  dont  il  s'agit.  Or  ces  dilferenti(dles  sont 

(/(i  -(-  T  (Ib  ^=  o,      (te  -f-  X  (le  "-  o  ; 

ddii.  en  iliassant  x,  on  aura  re(piatiou  de  coiidilion 

<lb^       (le 
(la       de 

l'ai' ci'tte  écpialion  cm  diMermineia.  par' exenqile,  r  en  a.  en  supposant  h 
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cl  i:  (l<'s  Iniiclioiis  (|iiflc(m(|ih's  (II'  (i\  riisiiili'  il  n'y  ;iiii:i  [liiis  (|ii':i  (  li;is- 
sri'  il  (les  (lrii\  i'<|il;ili(ilis 

z       a  -h  bx,    ^-  ::=  c  -t-  ex, 

l'I  kl  rt'Siillaiilf  sri"!  r<'(|iiali(m  (h-  la  surlact'  clicicln'i'.  I:i(|mcIIi-  i niilicn- 
ilra  deux  f'oiutiuns  arliiliaircs  coiniin'  tclli'  tlii  ii"  I . 


i.   Si  l'on  l'ait 


iiii  aura  adssi 


si  l'on  snpposc  dr  pins 


da 
de 


db 
de 


f/a  dy 

c/a  (/ X 


cl  Y  ("tant  (les  fonctions  (|iicicon<|nt's  de  c/,  on  aura 


et.  inlcurant. 


da  doL 


da.  (la 

hci'clicc  en  eliniinant  y. 

da  \     da        '  I  da        dx 


Ainsi  l'on  anra  la  snrfaee  eheirliéc  en  éliminant  7.  des  deux  eipialions 


on  Itien 


da  f/p 

^-yx-^ccr,   x-^^j^r-^j^-o. 


Or  ces  dernières  équations  sont  de  la  nn-rne  lornic  cpic  cidles  (pi'on  a 
trouvées  dans  le  n"  1;  ainsi  les  deux  solutions  sont  d'accord. 

Le  résultat  de  la  seconde  solution  est  contornie  à  celui  (|im'  M.  Kuler  a 
trouve  par  des  considérations  j;eoineti'i(pi<'s  dans  le  tome  Wl  des  .\o(/- 
ican.r  Conimenlaires  de  Petenlioiirp:.  paijc  '\'>.,  ce  (|ui  peut  servii'  à  con- 
liriiicr-  la  lioule  de  notre  nii'lliodc. 
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5.  Il  est  1)1111  (le  iriiiiU'<|iUM'  (|ii('  les  ticiix  r(|ii;ili<iiis 

f/fl  +  X  (Ib  —  o,     (le  -¥-  X  lie  :=  o, 

d'oii  l'iiii  ;i  (Iciluil  l;i  ((Uidition  -=-  =  -j-,  (loiiiiciil  de  plus  une  valeur  de 

(la       de  ' 

—  _  'h 
^  ~      (lt>  " 

relie  valeur  serviiii  ii  déterminer  le  lieu  de  tous  les  |ii)ints  d'iulerseiliou 
des  lignes  diuitessur  la  surface;  et  poui'  eela  il  n'v  auia  (ju'ii  eoiiiliiuer 

re(|uatiiui 

(la 

""^^  Tb 
avee  une  des  deux  équations 

z^=a-^bx,     y^^c-^ex, 

en  éliminant  a:  la  l'ésullanle  sera  celle  de  la  |)roieclion  de  la  c<niil)e  (|ui 
sera  le  lieu  de  tous  les  points  dont  il  s'ai!,it. 

6.  11  est  facile  maintenant  de  généraliser  celle  Tlieurie,  et  de  l'appli- 

(|uer  a  la  recherche  des  surfaces  composées  de  lignes  quelconques  d'une 

nature  donnée. 

Soient 

P  =  o,     Q  =  o 

les  deux  é(Luations  qui  expriment  la  nature  des  ligiu-s  dont  la  surface  cli(;r- 
cliée  doit  être  composée,  P  el  Q  étant  des  fondions  données  des  coor- 
données x,y,  z  et  des  constantes  rt,  b,  c,...  qui  déterminent  la  pusilion 
el  l'espèce  des  lignes  dont  il  s'agit.  On  fera  vaiierces  constantes  dans  les 

deux  éijuations 

V  -  o,     Q  =  o, 

ce  (|ui  donnera  ces  deux-ci 

(IV    ,         (IV    .,        (IV    . 

~j—  (la  H rr  db  -^ ;—  de  -f- .  .  .  =  o, 

da  db  de 

rfQ    ,        V/Q    .,        r/Q    , 

~,  -  (la  H if-  db  H ~  de  -h.  .  .  =  o. 

da  db  de 

On  éliminera  au  mo\en  de  ces  (juatre  é(|natioiis  les  trois  ciMU'donnees  .r. 


A    I.V    TIM.OUll':    DKS   INTÉGHALKS    !•  \  HI  ICI!  Il  KIUIS.       t\r.\ 
V,  z;  il  i'('sl('i;i  une  ('(|iiiili(iii  (lillV'iciiticllc  du  piciiiiir  ciidrc  cntic  (/ .  h. 

r I;u|m'll<' sera  rtM|iiiili(in  de  roinlilidii  (|ui  (l(iil  avoir  licii  i-iiln- ct-s 

(liiaiililcs.  S'il  ii'v  a  (jnc  deux  (iiiaiililcs  a  vi  b,  cctlt!  ('(iiialion  servira  à 
di'Icriniiiciw/  cm  b.  S'il  v  a  lr(ii>  (|iiaiilllc>  (/.  b,  c,  ()ii  sii|t|)(is('ra 

C  =:  9  (  6  I , 

l'I  l'un  dcIriiiiiiiiM'a  de  iin'iiii'  d  cil  b.  S'il  V  a  ([iialrc  (iiiaiililcs  r/.  b,  c,  e, 
«M  icra 

il  l'un  dclciiniiicra  rt  cil  b;  cl  ainsi  de  suite.  On  siil)sliUicra  niainli'iianl 

((■>  c\|ircssi(iiis  de  (/,  c.  r en  b  dans  les  deux  ('(pialions  P  -^  o.  Q       o, 

cl,  cliniinanl  rindeleiiuinec  b,  on  aura  nnc  ei|tialion  en  w,  v,  :  (|ui  sera 
celle  de  la  snrt'ace  cherchée,  el  dans  la(|nellc  les  tonctinns  désii;-nées  par 
les  cara(lcristi(|nes  ç;,  ■!>,...  dcmenrcrnnl  aritilraires. 

Si  l'on  fait  les  iiièines  suhstiliilions  dans  les  deux  e(|narions 

-r~  (la  -* ,r  <li>  -t-  .       =  «>.  ,      (ht  -f       .^    '///  -f  .  .  .  -=  o, 

lia  ilh  (1(1  (lit 

cl  (|n'oii  eliiiiiiie  ensuite  /^  on  anra  une  autre  ('(lualioii  en  r.  v.  r,  la- 
(|utdlc  étant  coinliince  avec  la  précédenic  servira  ii  delcriniiici'  le  lien  de 
(ous  les  points  d'intersection  des  lignes  re|)resentccs  par  les  e(|uati(ins 
données  P  =  o,  Q  =  o. 

7.  Au  reste  parmi  les  dill'crontes  constantes  (|iii  peuvent  eiilrei  dans 
les  équations  P  =  o,  Q  =  o,  il  est  (dair  (|U  il  ne  faudra  prendre  pour  va- 
riables (|ne  celles  qui  par  leur  variation  doivent  donni'r  les  dillerentes 
lignes  dont  on  vent  (|ue  la  surface  soit  composée. 

.\insi.  par  ('xcinplc.  si  la  surface  ne  devait  être  composée  que  des 
mêmes  lignes  mais  situées  (lill'eremment.  il  ne  faudrait  prendre  pmii'  va- 
riables (jue  les  constanti's  ipii  déterminent  la  position  de  la  ligne,  et  n'a- 
voir aucun  égard  à  celles  ipii  delciiniiicnl  la  lorme  et  i'espi'cc  de  cetle 
ligne:  et  ainsi  du  reste. 

On  pourrait  pousser  cette  l'heinic  |)lus  loin,  mais  je  me  contcnti'  d'en 
avoir  ici  expose  les  principes. 
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Auiici.i-;  \  .  —  S//r  l' intr^ration  des  rquations  aii.r  (/if/i'iences 
pintir//r\  (Jii  premier  ordre 

I.  Je  inc  |)i'()|)()Sf  ici  (le  gL'iicrulisrr  la  iiu'tliudc  (|ii('  j'ai  doiiiiée  dans 
le  11"  52  du  .Mcmoiro  Sur  les  intégrales  particulières  des  équations  diffé- 
rentielles {Mémoires  de  177'î.  p;>gc  253  (*)]  pour  intégrer  les  (■■(|iiatioiis 
aux  dilf'oroiut's  parliclles  du  premier  ordre  dans  !cs(|uellfs  ces  diffé- 
reni-es  ne  paraissent  que  sous  la  forme  linéaire. 

Soil  l'écinalion 

dz  ilz       ^  tlz 

dx  dy       ^  (Il 

dans  la(|iiclle  P.  Q,....  Z  soient  des  tunclions  (|nelc()ii()nes  données  de^ 

variahlt.'s  .r,  y,  /,...,  z,  et  où  z.  soil  une  fonction  inconnue  de  x,  y,  t, 

Pour  intégrer  cette  équation,  c'est-à-dire  pour  trouver  une  é()nalion 
linie  <iiiie  a,  j,  z,  t,...,  je  forme  ces  équations  particulières 

dr —  Pdx  ^^  o, 
dl  —Qdx~it, 


dz  —  Z  dx 


diMit  Ir  nundire  sera,  comme  on  voit,  égal  à  celoi  dr  liiiilr>  les  \arialiir> 
moins  une. 

Ces  équations  sont  des  équations  ordinaires  du  ])remier  ordre  entre  les 
variables  x,  y,  / z.  et  peuvent  par  conséquent  s'intégrer  |tar  les  mé- 
thodes connues.  Qu'on  les  intègre  donc,  en  ajoutant  dans  chaque  inté- 
gration une  constante  arbitraire;  on  aura,  en  nommant  c/.,  fi,  7,.  ..  ces 

constantes,  autant  d'écjualions  finies  entre  t  ,y,  t ,  z  vt  c/.,  /S,  y,...  (|n'il 

y  aura  de  ces  constantes  arbitraires  ^z,  /3.  y....:  en  .sorte  (|u'on  pourra  de- 
lerminei'  la  valeur  de  chacune  de  ces  constantes  en  fonction  connue  de  .r. 

(*  )  OEiwrcs  de  Liigrnngf,  l.  IV,  p.  8-2. 
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y,  t,...,  z.  Crs  viiliMii^  cl;! ni  ,iiiisi  lioiiv (•!■>,  il  ii'\  ;iiir:i  (|ii';i  les  siilisliliici 

dans  l'équation 

«~9((^.  y.--.), 

I:i  cjuMcIt'i-isl'Kiiif  y  (Iciniliiiil  niir  ImicrHiii  :ii  l)ili;iirc  ri  iii(lflciiniiici'.  ri 
l'on  aura  l'inlc^ralc  cliciclnr  de  rc(|iialioii  iiioposcc;  la(iiirllr  inlciitalc 
st-ra  c'oinpii'ic.  |(iiiM|ir(llc  «  niiiiciit  une  Iniiclioii  arbitraire. 

2.  l'ar  celle  iiietlimle  iiii  peut  (loiie  iiitéi;rei',  en  i;énér;il,  Imile  e(|iia- 
liuii  iiiix  (liirei'eiH-e->  |i;Étlielles  du  |ireiuiei'  urdre  dans  la(|U(dle  ces  dille- 
rences  ne  paraissenl  (|ue  S(ln^  la  Iniine  linéaire,  (|iiid  (|ue  suit  d'ailleurs 
le  munlire  des  \;ui;ddes;  du  niuins  l'inle^ralinn  de  ces  snrles  d'e([ualions 
est  ramenée  ;i  relie  de  (|nel(|in'>  e(|nali(ins  an\  dillereiices  ordinaires; 
mais  on  sait  (|ue  larl  du  t'.aleiil  inlei;ral  aux  dilleiciices  partielles  ne 
consiste  (|u'ii  ramener  ce  Calcul  ii  cidui  des  dilIV'rences  ordiuaiies.  cl 
qu'on  regarde  une  é(|ualiiin  an\  dillerences  |iarlielles  c(nnuie  inlej^ree 
loiS(|ue  sou  intéitrale  ne  (le|ieiMl  plus  ipn'  de  c(dle  d'une  mi  de  plusieins 
é(|Uations  diUérenlitdles  (udinaiies. 

Quant  à  la  démonsliaticMi  de  la  méthode  piicedenle,  i>n  peul  la  dé- 
duire des  mêmes  principes  du  numéro  cité,  et  nous  ne  nous  v  arréleidiis 
pas:  mais,  pour  ne  laisser  am un  doiile  sur  la  honte  de  celle  méthode, 
nous  allons  taire  \oii-  s\  utlieti(|nemeul  la  justesse  du  l'i'sullal  (|n'ellr 
ihnine. 

.'}.  Ne  considérons,  pour  pins  de  simplicile.  i\\\f  l'eiiualion  enlre  lidis 
vaiiaiiles 

dx  (/y 

on  aura  il  inlei;rei'  ces  deux  e{|ualions  entre  v,  y,  r- 
(/)•  —  \'(/x'  1^  o.     </z  —  Z  i/.r  '---  (>, 


dont  le>  inle^'rales  cinilieiidionl  deux  cousianles  arhiliaires  y.  ^"i;  rciiai- 
daiil  donc  7  cl   '-   lomuie  des   l'ouclions  de  .f,  V.   z  d(MMU■e^  par- ces  deux 

l\.  -., 


(i-2t)    S L' Il  ni  I  I" K R  i: N  r  k s  o u  i: s  ri o n s  d ' a n  a  ln  s k  k  i . i .  a  i  i  \  !•: s 

f(|ii;itioiis.  on  iiiiiii,  (xiiii'  riiili'^ialc  de  r(''(niati(iii  |ii(i|i(isci',  (■cllc-ci 

V  (li'ii()(:itil  iiiir  l'itiicHoii  ai'liitrilirc. 

l'diir  s'assiiriT  iiiaiiilciiaiil  si  cclli'  ('(|iiali()ii  a  =  ^i/^)  Pst  en  rllcl  l'iii- 
It'i^ralc  (If  la  proposée,  il  n'y  a  (jn'ii  l'aire  disiiarailre  la  tmu iioii  arlii- 
traire  au  moyen  de  deux  dillereiilialioiis  pailicilcs.  On  aura  ainsi,  eti  fai- 
saiil  varier  suecessivement  x  et  r, 

doc        ,,«,  </(3      (lac        ,,ndp 

d'où,  en  eliuimanl  'f  (/5),  on  tire 

dx  d:^        doc  dp 
dx  dy        dy  dx 

Or.  a  el  jj  étant  des  l'oiulions  de  .r,  y.  z,  on  auia  en  dillerenlianl 

da  —  Adx  -f-  Bdy  -t-  Cdz,      dp  =  Er/.r  +  Vdy  -+  (w/;, 

d'où,  en  l'egardant  z  eoninie  fouetion  de  r  el  y,  on  tire 

da  .        p  </s        doc dz 

dx  ~  '  dx       dy  ~  '  dy 

d&       „       ,,  dz        dp       ..      ,,  dz 
i/x  dx        '/r  '/)■ 

Sulistituant  ees  valeurs  dans  l'ecinalion  preeedente,  ou  aura 

la(|nelle  se  i-eduil  à 

VF-BK    -(-    CF- BG)  ^ -1-    AG-CE    ^  =  o. 
dx  dy 

Je  ((insidi'rr  niaiulcnaul  (|iu',  puis(|ue  v  et  j'i  sctul  les  ((Uislautes  arlii- 
Iraires  des  intégrales  des  deux  ((iiiatious 

'/)■        Vd.r        o,      ilz  -    'Ldx   r   o. 
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il   liiiil  (|iii'  (■(>  ((iiialioii^  sdiciil    iili'nH(|ii('S  ;i\cc  cclli's  i|iii   icsiillftil  di- 

l;i  Mi|)|)iisi<i<iri  (If 

(ta       o,     (/(3       o, 

«■'fst-ii-dii'c  iivi'c  crllfs-ci 

\il.v    t    Wily  ^-  Cdz  —  o,      V,ilx  -*-  V tly  -I-  Vidz  --  o; 

(Inné  il  I-iikIi;!  (iu'i'ii  sulistiliniiit  dans  ces  dernières  les  valeurs  de  dy  i'{ 
de  dz  liiccs  des  |iieniièies,  savoir  V dx v\  'Ldx,  on  ait  <les  équations  iden- 
li(|iirs.  l(S(|n(dles  seront,  en  divisant  par  dx, 

\  -h  BP  ^^  CZ  ~  o.     E  -^  l"P  -\-  GZ    -  o;   . 

rcs  ('(|nalioiis  ddinicnt 

\         wv     cz,    E        i"i'     (;z, 

donc 

Vf       BE  (CI'-B(;Z,     AG-CE=-     IH.       CFiP; 

ces  valeurs  clinil  Mil)>lit(iccs  dans  ré(|ualion  ci-dessus,  elle  devieul.  fu 
divisani  par  CI'       |{(i  (|ui  m  unilli|die  tous  les  termes, 

„       dz       _  dz 
—  Z-i-T--i-P-r  —  o, 
dx  dy 

(|iii  esl  ri'(|uali(iii  proposée. 

i.    l'iiur  doiMii'i   un  cM'uipIr  de  la   luellindt'  précédente,  soit  proposée 
rc(|ualioii  ctilrc  (jualre  varialiles 

dz  ,  dz       ,  dz 

Y  '<-  l  -\-  z  )  -, — \-  [X  -i- 1  -\-  z)  -r-  +  ix  -^-  y -\-  z)  ^  =  X  +  y  +  t : 
dx  dy  •  dt 

ou  aura  donc  ii  inle;4i'ei'  ces  trois  e(|Uati(Uis  particulii-res 

,         a:  -t-  /  +  z   , 
«r dx  — --  o, 

y  +  t  '\-  z 


f_±2lr_f 

y  -\-  t->t-  z 
X  +y+  t 

79- 


(It    _   -__:L:--_  ilx  —  o, 

dx  —  o  : 


(i-28   srit  iiii"fi;ki:ntks  ouksiions  i»  vnvi.\si;  uiilmink 

il,   |Miiii'  cri  l'ilcl.   j'rll  tin-  ifliliurd  <cl  Ics-ci 


(/)•  —  dx  =^ 


<lz  —  dx  := 


x—r 

y 

X  —  l 

z 

y 

-\- 1  -\- 

X  —  z 

z 

r-^t^-z 


dx. 


dx, 


dx  ->n  dy  -^  lit  ■+  dz  =:  — ^^ '^ —  : 

r  -+-  <  +  z 

(l'on,   rliiiiiiiaiil 1   i'iii   trois  ('(|ii:itiiiiis  iiili'nialilcs.  cl  ddiil   les 

llilrii|-;ilcs  scniul 

r —  xf[x  +  Y  +  J,  +  3  ,  =  a, 

.  t  —  X  f  \ X  -^  y  +  t  -\-  z)  z^  ^, 
,  iz  —  x'>{x  -\-  y  +  t  +  z\^=y; 

(le  l;i  lin  ;iuni  [MUir  riiitc;;i;ili'  de  \;\  proposée 

a  =  9(^,  y). 


.").    l'oiir  iiioiilrer  maintenant  l'usaiie  île  eelle  iinllioili 


ans  la  solu- 


tion il'nii  l'iolilème  géométri(]He,  je  su|i|)ose  ipi'on  ileuiamle  ri'(|iialion 
i;eiierale  lie  toutes  les  sui'faces  i|ui  peuvent  couper  a  aiii;les  droits  nue 
iiitinili'  lie  surfaces  doiniées,  les(|U(dles  ne  dillereut  enlie  elles  que  par  un 
|Kiiani('lrf  constant  dans  la  même  surface,  mais  variahlc  d'une  surface  à 
l'autre.  Ce  Pi'ohlème  est  par  rapport  aux  surfaces  ce  i|ue  le  Proldème 
coniui  des  trajectoires  rectangles  est  pour  les  lignes:  mais  il  est  heaii- 
cou|i  plus  (liiriciie  (jue  ce  derniei-,  ii  cause  cpril  condiiil  a  une  équation 
aux  dill'érences  pai'tieiles. 

Kn  etfel  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  de  i  liaciine  des  sui'- 
faces il  conpei':  on  aura,  pai'  la  nature  de  ces  snilaces.  niic  ci|ualii)U  tinie 
entre  x,  v,  r  cl  le  paraini'trc  d ,  lai|uclle  elanl  dillercnliec.  en  faisant 
a  constant  et  ernuinant  a.  sera  de  la  forme 


dz  =  pdx  -♦-  (jd) 


\  I.  \  iiii.onii:  i)i:s  iNTKdu  \i.i:s  l' vin  ni  i.ii:iii;s.      &!'.> 

/>  rt  f/  claiil  (les  t'uiidioiis  tiiii. "^  cl  (loiliiccs  de  x,  y,  z),  cl  ;i|»|);ir  licn(li;i 

cil  cet  état  à  toutes  les  surfaces  à  couper. 

Maintenant,  comme  dans  les  points  (l'intcrscclion  des  surfaces  les  cooi- 

donnces  dnivcMl  clic  les  incincs.  on  aura  aussi  dans  ces  points  .r,  y,  : 

puni'  les  (■(iiij'dniiiifcs  des  surfaces  ((tiipantis  :  cl   -<i   l'on  icpn'^ciilc,  m 

i;cncral,  par 

dz  =  rdx  +  sdy 

ri'(|ll;irni|i  dill'iTclilicllc  iji'  clKicilIlr  (le  ces  SUlTaccS,  il  ll"c^l  pas  ili  Ilici  li' 
(le  lidiiNcr  par  lr>  iiii'lliiulcs  cDiiiiiics  (pic  la  cuiidilimi  du  i'niMciiic,  la- 
(pii'llc  cuiisisir  cil  ce  ipic  les  pcr[)endiciilaircs  aux  diMix  -m  la(c.s  nprc- 
sciilccs  par  les  c(piarKiiis 

dz  z=  pdx  +  q<l}\     (Iz  =:  rdx  -k-  sdy 

lassent  ciili'c  elles  nn  ani;le  droit,  il  n'est  pas  dillicile.  dis-jc.  de  Iroiivcr 
ipic  celle  cuiidiliun  donnera  l'eiiuation 

\  +  pi-lr  (]S  =  o; 

mais 

dz  _dz 

dx  dy 

par  (oMstMpii'iil  rci|nali(iii  il  résoudre  on  ii  iiilei;rer  sera 

dz  dz  _ 

"  dx  dy         ' 

p  <'t  <!  etaiil  di's  t'oiiclions  iloiiiiees  de  x,Y,  z. 

Cette  é(|nalion  est,  coiiiiiic  on  voit,  iiitci;ialilc  par  noire  mclliodc.  cl 

la  diirienlté  se  réduira  ;i  inli'i;rer  ces  dcu\  c(piarKuis  parliciilicres  en  .r, 

V,  z,  savoir 

dy  —  -  dx       o.     dz  -i =;  o, 

P  P 

ou  Ilicn 

dx  -^  pdz  =■  o,  dy  -\-  ij  dz  -r.  o. 

(les  (Mpiatiuiis  étant  intégrées,  et  a,  ,3  etaiil  lo  deux  coiislaiilcs  arlii- 
traires.  ou  fera 
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ri  il  {\'\  aiHii  plus  (|u'ii  fliiniiii'r  a  el  fi  au  inoycii  des  iiil('t;i'ali'S  trouvées; 
riMiiMliiiii  l'i'siillaiilc  sci;i  (cllr  de  loiilcs  les  siirt'accs  (•(iii|iaiitcs. 

().  Supposons,  par  exemple,  que  les  surfaces  à  couper  soient  splici i- 
(|Ufs,  et  qu'elles  soient  placées  de  manière  qu'elles  passent  toutes  par  un 
inénie  point,  et  que  leurs  centres  soient  placés  sur  une  même  ligne  droite. 
Prenant  ce  point  el  cette  ligne,  ruii  poni'  l'oiigine  des  coordonnées  el 
r;inlie  pour  l'axe  des  abscisses  a-,  el  le  rayon  de  la  sphère  poui'  le  pjna- 
niciir  (I.  on  aiii-a  cette  équation  générale  pour  toutes  les  suil;ires  dont  il 

s'ai^il 

■?.ax  — ■  x'  -^  >■'  -t--  z'  ; 

hi(|uelle,  étant  di\  isee  j)ai  a  el  ensuite  dilleiciiliee  pour  l'aire  dispaïaitre 
le  |)araniëlre  «.  donnera 

IfX'  —  r^  —  3'  I  flx  -f-  ixydy  -i-  7.xzdz  r=  o; 

en  soi'le  (|u'on  aura 

y-  +  z'  —  x'  y 

'^  1XZ  ^  z 

Les  é(|ualions  particulières  à  intégrer  sei-ont  doiH 

,  )■-  -H  z-  —  X-   ,  ,  )     . 

dx  -V- dz  =  o,     dy  —    -  az       o  \ 

■ixz  ■^        z 

la  seconde  donne  d'abord 

r       a2. 

cl.  celle  valeur  elaiil  substituée  dans  la  prennère.  on  aura 

•1.x  dx  -(-  ^ dz       o. 

z 

et|natioii  intégiable.  elanl  divisée  |)ar  r-.  et  dont  rinleiitale  sera 

Avant  donc  Ironvé 

r       „       X''      ,    ,        ,         a:'  -(->■•-  -+-  2' 


\    l.\    IlIKOltli:    lti;S   INI'KCKAI.KS   I' Mtl  IC  l  I  I  T  It  l,>-        i;:!l 
un  :nii;i,  |iiilli'  rr(|ii;iliiili  des  .slirrjiccs  Cdilicirilrs, 

7-n— 1 — )- 

DU,  CI'  i|iii  ri'vii'iil  ;iii  ini'iiii', 

l'-f- r'-t-  z'—  2  ?(— )  ' 
y  (IriHihiiii  mil'  t'oiK  11(111  arhiirnii'c. 

7.    Si  l'un  \('iil  (|iii'  les  siirraccs  ('uii|i;iiili's  iii'  suiciil  |);i-<  irmi  niilir 
sii|i('i'ii'iir  ;iii  second,  il  r;in(lni  supposer 


(f)- 


ib  -i    ■}.  €  •—  ) 


el  l'un  iinr^i  iilois  ri'(|iKition 

x^  -¥- y^-\'  z'::^  y.bz  -l-  ?. c )■, 

la(|uelle  ;i|i|i:irlienl  aussi  ii  une  surl'ace  splieri(|iie  passiuil  |>ar  l'uiit^iiic 
(les  coordonnées,  mais  dont  le  rayon  sera  y  />'-•  '■' .  et  dont  le  eeni  rc  >ci;i 
plact»  sur  une  droite  meni-e  par  l'origine  des  coordonnées  dans  le  |il;in 

(les  y  el  z,  el  faisant  avec  l'axe  des  y  un  angle  diuit  la  tangente  sera  '• 

Dune.  |iiiisi|ue  les  cuusianles  h  et  c  sont  ai'liilraires,  toute  surlace  splie- 
ri(|ue,  (|ni  passeï"!  par  l'origine  i\vs  coordonnées  et  dont  le  centre  sera 
plact-  dans  le  plan  des  y  el  z,  coupera  |>ailoiil  ;i  angles  droits  toutes  les 
sphères  qui  passeront  par  la  ini'uie  luigine  des  coindunnees,  el  (|ui  au- 
ront leurs  cenlics  placés  dans  l'axe  des  .t  inrpcndicnlaire  an  plan  duiil 
il  s'agit. 

De  lii  résnile  ce  IheuriMne  gênerai,  (|ue  :  si  par  un  poiiil  donne  on  ntcnc 
deux  droiles  perpendiculaires  entre  elies.  el  qu'on  décrive  deux  sphères 
quelconques  dont  les  surfaces  passent  par  ce  même  point  et  dont  les  ren- 
tres soient  placés  sur  les  deux  lignes,  ces  surfaces  se  couperont  partout  a 
angles  droits  :  el,  coninie  un  |ient  mener  jiar  un  même  |)uini  Iruis  dinites 
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|)L'r|)t'ii(licul;iir('s  entre  elles,  il  s'ensuit  que  si  trois  sphères  (|uelroii(|ues 
ont  Icnis  centres  placés  sur  ces  trois  droites  et  ([ne  leurs  suri'aees  passent 
pur  le  |iniiil  (Ir  coMcours  (Ic  CCS  <lroiles,  ces  surfaces  se  coupcroiil  ()ar- 
toul  imiluelicnient  à  angles  droits. 

An  leste  ce  Tliéori'me  n'est  |)as  dillicile  ii  dcnionlrer  par  la  (leoineliie, 
rt  rmi  |M'iil  prniiver  de  plus  (|Mc.  si  les  droites  sur  iescpodles  son!  placés 
les  centres  des  sphères  forment  entre  (dies  des  ani,des  (jU(dcon(iues.  les 
surfaces  de  ces  sphères  se  couperont  partout  sous  les  nièuu's  anj^les:  ce 
(Mii  suit  évidcMinicnl  de  ce  (|iie  deux  sphi'res  se  coupent  nécessairement 
dans  tous  les  points  de  leurs  surfaces  sous  le  méuu'  aniile. 

8.   On    peut  aussi  généraliser  cl   simplitier  les  méthodes  des  n"^  53 

el  5'i  du  même  Mémoire. 

Soil 

dz 

on  ania.  en  dilleiciitiant  et  eu  sup|)osanl  toujours  ;  fonction  de  .r,  v,  /,..., 

<hi  =  —  xdp  +  y^  dy  -+-  -j-  dt  -\-  .  .  .  . 

Mais,  j)  étant  aussi  Jonction  de  x,  y.  t,....  il  est  (dair  (|u"(m  peu!  regar- 
der .r  el  ;,  el  par  conse(|uent  aussi  //.  comme  foncliims  de/y.  >■.  /....:  et 
dans  celle  hypothèse  on  aura 


du 

du 

dz 

du 

dz 

dp 

—  X, 

dy  = 

~  dy' 

717 

'^  d'i 

Donc,  si  l'on  a  une  e{|ualion  de  la  forme 


dz  dz 


dans  lai|mdle  V.  O Z  soieni   des  lonelious  (|ii(didn(iues  (hmuees  de 

-,-,  Y,  l ;  —  ,!,':  (01   iiourra  par  les  suhsliliilioiis  prccedenle.s  lui 

dx    ■■  dx  '  ' 


V  LA  lin  onii:  ih.s  im  kokalks  I'vimk  i  i.ikkks.      hm 

ildiiiicr  celle  ;i(ilre  luniie 

(l;iiis  laquelle  I*,  Q, . . . ,  Z  seioiil  des  ['(mêlions  tloiiiiées  de  p,  i .  / it. 

Or  eetle  derilièi'e  e(|ii;Ui(iii  esl   iiilégralde  parla  tiielliode  piceedeiile, 
el  l'iui   |teiil  eu  e(msc(|iieini'  tmiiv  er  la  valeur  de  //  i  ii   rniuliiui  de  /,»,  j', 

/,...;  d'uii,  eu  dillcreuliaul  |iar  i  a|i|M)rl  [{  />.   (Ui  tirera  aus>i  i  elle  de  ~t- 

eii  /).  y.  t Ou  aura  doue  ainsi  les  valeuis  de  r      p.v  cl  de  .1  en  p.  Y, 

/....:  d'où,  éiiuiinanl /;,  ou  aura  une  é(|ua(ion  eu  ;,  x,  y,  /,...  qui  sera 

t'ilili'i^rale  de  rci|iiarHiii  |ini|ioM'i'. 


9.   Soil 


dz  ,lz 

^=.p,      ^^-■.,/,      z-p.-qr^u, 


aura  eu  liilli'ri'iiliaiil 


du 


ili)  -  I  v/(/  r-  V-  '/'  +  ■  •  ■  ; 

'        ■      '        (Il 


dniir,  reiiariiaiil  ■(',}',  :■  l'I  '/  eoiiiuie  roiielioiis  de//,  c/,  /, 


du 


du 


du       dz 


dp  ^'      dq  •  '      dt        dl  ' 

Diuie.  si  l'on  a  une  équalion  de  la  forme 


dans  la(|a(dle   P,  (J Z  suienl  des  fonelious  i|U(deon.(|nes  dmiuees  de 

dz     dz  dz  dz  ,  ,      ■ 

-3-;5  -p,  (,...,  z  —  x-p—Yj~t  011  potii'ra   par  les  subsliliilioiis  preec- 

denles  la  (dian,L:cr  eu  iiiir  l'ipialioii  de  la  roriiif  siiivanle 


du       ,^  du       ,.  du 
dp  dq        ^  dl 


Z, 


dans  la<iilcllr  I',  O z  selon I  des  j'oiK ii(Uls  (1(01  liées  de  /',  y,  /,  .  .  .  ,  //. 

IV.  80 


6\ik         SUH    nilFKRKN  ri:S  nlKSTIONS   I»  WM.NSK.    KTT. 

(Ifllc  (•(|ualiiiii  clMiil  iiilci;r;il)lc   |i;ir  la  niclliodc  (Idiiiicc  ci-dcssiis,  un 

aura  la  valciii   de  //  t'ii />.  ly,  /.  .  .  .  ;  et,  (lill'iTciitianl  siurt'ssivciiii'iil   |)ar 

•  I           I            1     'I"     .    I     '/" 
i'a|)|)(iil  a  p  et  </,  un  aura  aii>«i  les  valeurs  de    .    et  de    .     t'ii/>,  </,  / 

On  aura  ainsi  les  valeurs  de  z  ^px  —  q}\  de  .v  el  de  v  en  p,  //,/....: 
il'iiù,  chassanl/jely,  on  aura  une  équation  en  z,œ,y,  t,...  (|uisera  l'in- 
tégra le  de  la  proposée. 

On  pourra  intégrer  de  même  les  e(|ualions  de  la  lorme 

.1  -  P)       Q/  +  .    .=  Z, 

dans  les(|uelles  P.  O Z  seraient  des  fonctions  eunnues  de  -^ -.    ^, 

'  ^  i/x     (ly 

(h  dz  dz  (Iz       ,     •      ■    1  , 

-^»  •    •  )  z  —  X  -, Y  -, t  -r-  ''I  ainsi  de  su  île. 

dl  ux      •'  dr  dt 


SlIK    l,\ 
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80. 


SUR  LA 


CONSTULCTIO?^  DES  CARTES  GÉOGUAPllKjL  ES. 


(Noiivraiix  MciiKiircs  de  VAindciiiie  royale  des  Svieriies  et  JSelles-Letties 
de  lie'rlin,  année  i77<j.) 


PREMIER  MEMOIRE. 

^Unc  (larlc  géo^^rapliiiiiir  iii-st  autre  cliosr  (m'iiiic  lii>iiic  |iliiiic  ([iii  re- 
présente la  surface  de  la  Terre,  ou  une  de  ses  parties,  (^etle  représenla- 
tion  n'aurait  aucune  dillicullé  si  la  Terre  élail  plaie,  ou  si  elle  était  un 
solide  (|uelcon(|ue  terminé  par  des  surfaces  planes;  il  en  serait  de  nn'rne 
si  la  Terre  avait  une  fii^ure  courbe  telle  qu'elle  put  se  développer  sur  un 
plan,  ce  ([ui  a  lieu  à  l'égard  des  cônes  et  d'une  intinité  d'autres  surfaces 
couri)es.  Mais  la  Terre  étant  spliérique.  ou  plutôt  spliéroïdique,  il  est  im- 
possible de  représenter  sur  un  plan  une  partie  ([uelcoiniue  de  sa  surface 
sans  altérer  les  positions  et  les  dislances  respectives  des  dillerents  lieux  ; 
el  la  plus  grande  perfection  d'uiu-  Carte  géographique  doit  consister  dans 
la  moindre  altération  de  ces  distances. 

Dans  l'iuipossihilité  de  construire  des  Cartes  géograi»irK|ues  (|ui  soient 
la  représentation  exacte  des  dilféi'ents  lieux  de  la  Terre,  les  Géographes 
ont  pensé  à  former  des  espèces  de  talileaux,  où  les  mêmes  lieux  soient 
placés  suivant  les  ri-gles  de  la  Perspective;  c'est  ce  (|ui  a  donné  naissance 
aux  dill'erenles  espi'ces  de  |)i'<ijec|ions  geogra|)hiques,  les(|uelles  ne  dif- 
fèrent ([ue  dans  la  position  de  l'œil  et  dans  celle  du  plan  de  projeclioii 
|)ar  rapport  h  la  surface  du  glohe  terrestre. 

Connue  la  sitiialion  des  dillerents  lieux  de  l:i  iCri'e  se  deter'mine  par 
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les  rercles  do  lon^'itudc  cl  dr  hiiilmlc  ipii  |);issenl  par  ces  licu\,  toute  la 
iliiriciil((''  coiisislf  dans  la  (iiuji'c-ruiii  de  ers  cercles,  el  il  est  facile  de  con- 
cevoir (|iic  la  projection  d'un  cercle  (HicIcoïKiue  du  ;;l(d)e  ne  peut  être 
qu'une  section  conique,  formée  par  l'intersection  du  plan  de  projection 
avec  le  cône  qui  aura  ce  niénie  cercle  pour  base,  et  dont  le  sommet  sera 
dans  le  lieu  de  l"(eil. 

Si  l'œil  est  dans  le  centre  du  i^lobe,  la  projection  se  nomme  cenlrale  el 
elle  a  la  propriété  que  tous  les  grands  cercles  se  trouvent  représentés  par 
des  lignes  droites;  mais  les  petits  cercles  le  sont  par  des  cercles  ou  par 
des  ellipses,  suivant  que  leiii-  plan  est  parallèle  ou  non  au  plan  de  pro- 
jection. On  se  sert  ([iiel(|uefois  de  cette  projection  pour  les  Mappemondes, 
el  l'on  y  suppose  ordinairement  (|ue  le  plan  de  projection  est  parallèle  à 
l'équateur,  movennanl  quoi  tous  les  cercles  de  latitude  deviennent  aussi 
des  cercles  dans  la  .Mappemonde;  mais  elle  n'est  guère  usitée  pour  les 
Cartes  particulii'res  (|ui  ne  représentent  (|u'une  partie  de  la  surface  de  la 
Terre;  elle  l'est  davantage  pour  les  Cartes  célestes,  et  c'est,  en  général,  à 
cette  projection  (|ue  se  réduit  toute  la  Gnomoni(|ue,  les  lignes  horaires 
d'un  cadran  (|uelcou(|ue  n'étant  autre  cliose  (|ue  les  projections  centrales 
des  cercles  horaires  de  la  sphère. 

Au  reste  des  Cartes  géographiques  construites  d'après  cette  pi'ojection 
auraient  le  grand  avantage  que  tous  les  lieux  de  la  ferre,  (pii  sont  situés 
dans  un  même  grand  cercle  du  globe,  se  trouveraient  placés  en  ligne 
droite  dans  la  Carte;  en  sorte  que,  pour  avoir  le  plus  court  chemin  d'un 
lieu  de  la  Terre  à  l'autre,  il  n'y  aurait  (pi'à  joindre  ces  deux  lieux  dans 
la  Carte  par  une  ligne  droite. 

j  En  plaçant  l'œil  à  la  surface  du  globe,  et  en  prenant  le  plan  de  pro- 
jection perpendiculaire  au  rayon  visuel  mené  de  l'œil  au  centre,  on  a  la 
projection  coniuie  sous  le  nom  de  projection  stéréo  graphique,  imaginée 
A  d'abord  par  Ptolémée  pour  la  construction  des  astrolabes  ou  planisphères 
célestes,  et  adoptée  ensuite  par  la  plupart  des  Géographes  modernes  pour 
la  construction  des  (Partes  terrestres.  La  principale  propriété  de  cette 
projcctiiiii  consiste  en  ce  que  tous  les  cercles  du  globe  y  sont  pareille- 
ment icpresentés  par  des  cercles:  en  sorte  (ju'il  sullit  de  deteiininei-  la 
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pi'ojt'clidn  lie  li'uls  |i(iiiils  (|uri('i)ii(|iii's  d'iiii  iiii'iiilii'ii  un  d'iiii  |i:ii':ilii'li-. 
pour  |)nuvoir  tracer  la  |)i(ij<'cli(iii  l'ulièrc  du  ccrclt'.  Ou  lioiivc  dans  dil- 
féreiils  Traites  ilc  (îénj^iapliic  «les  ri-^lcs  pour  tracer  les  uiéi  idieus  et  ii's 
parallèles,  (|iielle  (|iie  soil  la  |i(isilii)U  de  i'd'il  sur  la  surface  du  i^hdic 
On  peut  aussi  voir  sur  ce  sujet  un  Méuioire  de  M.  Ka-slner  daii'-  le  Re- 
cueil (le  ses  Dissertations  physi(iu('S  et  mathématiques. 

Celle  belle  propriété  de  la  projection  sléréograpliique  a  été  découverte 
par  Ptoléniée,  et  exposée  dans  son  Traité  intitulé  Sphœrœ  a  planetis  prt}- 
jectio  in  planum.  Ouvrage  qui  ne  nous  est  parvenu  (|u'en  arabe  et  dont 
Couimandin  a  donné  en  i558  une  édilioii  latine  avec  des  Commentaires. 
Elle  dépend,  en  général,  de  ce  ([ue  la  section  du  cône  visuel  est  toujours 
antiparallèle  à  la  base,  en  sorte  que,  celle-ci  étant  nn  cercle,  la  section 
ou  projection  de  ce  cercle  doit  en  être  un  aussi. 

Mais  la  même  projection  stéréographique  a  encore  une  autre  propriété 
très-remarquable,  (]ui  ne  parait  pas  avoir  été  aperçue  par  Ptoléniée;  c'est 
que  les  cercles  de  la  projection  s<'  coupent  sous  les  mêmes  angles  (|ue  les 
cercles  du  globe,  en  sorte  que  tous  les  angles  i'orniés  sur  la  surface  du 
globe  se  trouvent  les  mêmes  dans  la  projection;  d'où  il  s'ensuit  (ju'une 
portion  (|uelcon(|ue  intiiiinienl  petite  de  cette  surface  conserve  la  même 
figure  dans  la  projection  et  n'est  altérée  que  dans  la  grandeur.  Nous  ver- 
rons dans  la  suite  de  ce  Mémoire  (|ue  celte  j)ro]iriélé  n'est  |)as  particulière 
à  la  projection  slérêogra|)bi(jue,  mais  a  lieu  aussi  dans  les  (>arles  marines 
réduites,  et  dans  une  infinité  d'autres  espèces  de  Cartes  qu'on  pourrait 
construire. 

Enliii,  si  1*011  suppose  l'œil  à  une  dislance  infinie  du  globe,  en  sorte 
que  tous  les  rayons  visuels  soient  des  droites  parallèles  entre  elles,  el 
(]u'(iii  prenne  le  plan  de  projeclion  |ier|)eii(liciilaire  ;t  ces  rayons,  un  a  la 
projection  ortliographicpie,  dans  laquelle  les  cercles  du  globe  sont  des 
lignes  droites,  ou  des  cercles,  ou  des  ellipses,  suivant  (|ue  leur  plan  est 
parai  It' If,  on  |ifr|irn(li(  iilaire,  on  (di!i(|ne  aux  i  avons  \  isinds.  Celle  espèce 
de  projection  n'est  guère  employée  dans  la  Geograpliie,  mais  elle  l'est 
beaucoup  dans  rAsIronomie  pour  le  calcul  des  éclipses,  el  dans  la  Gno- 
moni(|iic  pour  la  consirucliun  des  cadrans  arialeininali(|nes. 


^ 
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Telles  soiil  les  espèces  priiuipales  de  projections,  et  il  est  clair  qu'on 
peut  en  iintii^incr  une  infinité  d'autres  en  donnant  dillérentes  positions 
à  l'œil  et  au  plan  de  projection.  Mais  toutes  ces  projections  ont  le  défaut 
d'altérer  plus  ou  moins  la  grandeur  et  la  figure  des  divers  pays  qu'on  y 
représente;  et  M.  de  la  Hire  a  trouvé  que  cette  altération  serait  la  moindre 
à  (|uelques  égards,  si  l'on  plaçait  l'œil  hors  du  globe  à  une  distance  de 
sa  surface  égale  au  sinus  de  la  huitième  partie  de  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  (voyez  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris 
pour  1701);  mais  cet  avantage  n'a  peut-être  pas  paru  assez  grand  aux 
(iéographes  pour  leur  faire  adopter  une  projection  qui  a  en  même  temps 
l'inconvénient  de  représenter  la  |)lu|)art  des  cercles  du  glohe  par  des 
ellipses. 

L'idée  de  tracer  les  Cartes  géographiques  comme  des  projections  de  la 
surface  du  globe  sur  un  plan  est  tri'S-simple  cl  très-naturelle;  mais  rien 
n'(d>lige  à  la  suivre  sans  exception.  Aussi  plusieurs  savants  Géographes 
s'en  sont  écartés,  et  ont  employé  différentes  manières  de  représenter 
les  cercles  des  longitudes  et  des  latitudes  terrestres,  soit  par  des  lignes 
droites  ou  par  des  cercles,  ou  même  par  des  lignes  mécaniques.  On  peut 
en  elfet  regarder  les  Cartes  géographiqiu's  sous  un  point  de  vue  plus  gé- 
néral et  comme  des  représentations  quelcon(|ues  de  la  surface  du  globe; 
alors  il  n'y  ;i  (ju'à  tracer  les  méridiens  et  l(!s  parallèles  suivant  une  loi 
(luelcoiupic  donnée,  et  placer  les  divers  lieux  j)ar  rapport  à  ces  lignes 
connne  ils  le  sont  sur  la  surface  de  la  Terre  par  rapport  aux  cercles  de 
longitude  et  de  latitude.  De  cette  manière  la  construction  d'une  Carte 
géographi(|ue  devient  un  Problème  entièrement  indéterminé;  mais  on 
peut  le  déterminer  en  l'assujettissant  ii  certaines  conditions  données,  in- 
dépendantes de  la  considération  des  projections.  On  en  a  un  exemple 
dans  les  Cartes  marines  réduites  ou  par  latitudes  croissantes,  dans  l'in- 
vention desquelles  on  n'a  eu  d'autre  but  que  de  faire  en  sorte  que  les  dif- 
férents rumbs  de  veut  y  soient  représentés  par  des  lignes  droites  qui 
fassent  entre  elles  les  mêmes  angles  que  ces  rumbs  font  dans  la  rose  du 
compas;  cette  condition  exige  premièrement  (jue  tous  les  méridiens  soient 
des  lignes  droites  parallèles,  et  (|ue  tous  les  parallides  ;i  rc(|ualeur  soient 
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|ialcillfrilclll  ilr>  li;;iit>  ilidilcs  (|lli  ('(ill|irlll  les  lliriiilirllS  il  Mlljilrs  tlldits; 
l'I  iMisiiilc  i|iii'  li's  (Ic^iï-s  lie  l;ililii(lr  ri  ,\f  loii^ilii<lr  diiiis  hi  ('.;iilr  ciiiisci- 
vciil  cnlic  eux  les  int'ini's  |U'()|mii  lioii^  (jnr  ces  (lcj;rt''s  mil  sur  l;i  siii'hicf 
du  gloht'-,  (le  soi'lc  (inc,  rumine  les  (Ic^ics  de  longitude  soiil  sii|)|)iim's 
(•(ilislnrils  dans  la  (".aile  cl  {|iic  Mir  le  ^lulic  i  r  miiiI  les  dci^ics  de  lalitndc 
iin'i  >(nil  ((inslanls.  il  lanl  (|ii.'  dans  la  Cailf  les  dci;n's  ilc  latilndi'  cniis- 
si'iil  dans  la  mt'iiu!  raison  qnc  cciin  de  liui^iliidr  dccinis^i'iil  sur  Ir  i^InKc. 
(•\'>l-;i-{iiic  m  laisdii  inverse  du  cd.siiins  de  la  laliliide.  on,  ee  ipii  ie\  leiil 
an  niéiiie,  en  raison  direele  des  seeaiiles  de  la  laliliide;  d'uii  l'on  emiehil 
ensuite  par  li' Calcul  inléi;ral  (|ue  la  dislaiicc  ciilre  rc(|iialciir  cl  un  |ia- 
ralli'lc  (|ii(dc(ni(|iie  doit  èlre  |irn|Hirru>nii(dle  an  loi;aiillnne  de  la  lan^enlc 
du  dciiii-c(iiii|dcineiil  de  la  lalitnde  de  ci'  |)arail(dc:  ce  (|ui  esl  le  londe- 
incnl  connu  de  la  construclinii  des  Cartes  réduites. 

Feu  .M.  I.aniberl  l'st  le  premier  <|ui  ail  eiivisatic  la  riiiiorie  des  (laites 
géographiques  sous  le  point  de  vue  i;éiieral  (pie  je  \ieiis  (Texposer.  cl  (pii 
ail  eu  cousétpuMU'o  eu  l'idée  de  délermiiier  les  iif^nes  des  méridiens  cl  des 
parallèles  par  la  seule  eoudilioii  ipie  tous  les  anijles  faits  dans  le  plan  de 
la  Carte  soient  égaux  aux  angles  (•(irresp(nidaiits  sur  la  snrlace  du  glohe. 
Ce  Proi)lème,  dont  ou  trouve  une  solution  générale  dans  le  troisième  Vo- 
lume des  IScylrà^c  ziirn  (Ichmitc/ic  der  Miillurnalil;.  ele..  a  depuis  été  ré- 
sidu aussi  par  .M.  Knlei-  dans  le  \  (diiiiie  ipii  \lenl  de  paraître  îles  Actes  ilc 
r Académie  de  t'clersboiirg  pour  raniiee  1777;  mais  ces  deux  illustres 
Auteurs  se  sont  contentés  ensuite  de  faire  voir  (|ue  les  Théories  connues 
de  la  projection  stéréograpliiipii'  cl  des  Caries  réduites  sont  renreriiiées 
dans  ei'tte  solution,  et  personne  n'a  eiiccue  entrepris  de  doniiei  a  ces 
Théories  toute  l'extension  dont  elles  sont  susceptildes.  en  (léternrmant 
loiis  les  cas  où  la  soliiti(Ui  ihnit  il  s'agit  peut  donner  de  s  ceri  les  |)oiir  les 
ineridieus  et  les  parallèles. 

Cette  recherche,  également  inlercssaiile  par  le>  aitilices  anal\liipies 
(pi'idle  dciliaiide  et  par  l'iltil^lc  dont  elle  peut  cire  pour  la  peiieclioli  des 

Caries  i;eoL;rapliii|iii's.  me   |iarail   dii;iie  de  ratleiilioii  <lcs  (1 elles   cl 

propre  a  iniiriiir  la  iiiarieie  d'un  .Mémoire,  .je  résoudrai  d'alioid  le  même 

|'r..|,|,.|iie  par  llllr  lliode  ilillere le  celle   de  MM.   j.amherl  cl   l-Jller, 

1\.  «I 
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ri.  si  je  ne  riic  tnnn|ic,  |)liis  simple  et  plus  liéiu-ralc  ii  (|iicl(Hics  éi^'ards; 
|';i|i|ili(|iiciiii  ciisuilc  la  sdliilioii  Ljriiéraie  au  cas  parliculicr  dans  icciiicl 
on  sn|i|Hisc  (|ni'  les  iinTidirns  cl  les  parallèles  soieill  des  (■cnlcs,  (|ni  snnl 
Ifs  st'uli'S  c'ourhi'S  (|u'()n  puisse  employer  l'aeilemeul  dans  la  eunslriie- 
liou  des  Cartes  géogi'apl)i(|nes;  el  je  résoudrai  d'ailleurs  (|U(d(|ues  autres 
(|Ueslious  reialives  à  cet  olijel  el  d'où  résnlleiil  [diisieuis  eonsccpieuces 
utiles. 

1.  .le  suppose  d'abord,  pour  pins  de  i;énéralilé,  que  la  Terri'  csl  nn 
>plM'ionle  (|n(deou(|ne  eiii^endrc  par  la  révolution  d'une  courlic  (hniin'e 
autour  d'un  axe  tixe  ;  eetle  ((Uiiiie  sera  celle  de  tous  les  méridiens  de  la 
Terre,  el  s(ui  axe  sera  en  même  temps  l'axe  de  la  Terre.  Je  rappinle  la 
meuH'  eoni'lie  ;i  son  axe  au  moyen  de  deux  eooi'données  reetani;les/;  el  y, 
ilonl  l'nne/^  soil  l'abscisse  pi'ise  dans  l'axe  depuis  le  pôle  de  la  Terre,  et 
dont  l'autre  q  soit  l'ordonnée  perpendiculaire  à  l'axe,  .le  nonnue  ensuite 
v  l'arc  correspondant,  c'est-à-dire  l'arc  d'un  nu'ridien  compté  depuis  le 
pôle,  et  /  l'angle  (|ue  le  plan  de  ce  méridien  l'ail  avec  le  premiei'  méridien 
dont  la  positiou  est  arbitraire.  Il  est  visible  (|ue  la  position  d'un  lieu  (|U(d- 
conque  sur  la  surface  delà  Tcrr'c  sera  déterminée  par  l'arc.?  du  méridien, 
qui  passe  parce  lieu,  et  |Kir  l'angle  /  de  ce  UK'iidien  ave<'  le  |»ri'mier  mé- 
ridien; on  voit  en  même  temps  que  dans  le  cas  de  la  Terre  sphéricpu- 
l'arc.?  .sera  (en  prenant  le  rayon  de  la  Terre  pour  unité)  la  dislance  au 
pôle,  on  le  eom|deHienl  de  la  lalitiide  du  lieu,  el  raiigle  /  la  l(ini;ilii(le  de 
ec  nK'nie  lieu;  ri  l'un  aura  dans  ce  cas 


p  =  çoss,     (/  =  sms. 

\'A\  général,  quelle  que  .soit  la  figure  de  la  Terre,  pourvu  (ju'idle  soit 
spliéroidiipu',  l'angle  /  sera  toujours  égal  à  la  longitude,  et  l'arc  .v  du  mé- 
ridien sei'a  une  t'onclion  donnée  de  la  latitude. 

(iela  posé,  imaginons  que  le  même  lieu  sait  placé  sui'  la  ("arle  géogra- 
pliiipie  demanit're  (|ue  sa  positiou  soit  déterminée  par  deux  coordonnées 
reclangles  .v  et  y,  .f  élanl  l'abscisse  prise  sur  un  axe  ([ueiciin(|ne,  et  >' 
l'urdiinncf  pcrpcudicnlaire  ii  cet  axe;  il  est  clair  (|ue  ces  deux  (|nanlilés 
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.r.  v(l(M\ciil  (l.>|icii.lic  (1rs  (|ii:iiililcs  S,  I,  ('(•sl-ii-ilirt'  rire  tIfs  ('(iiiclioiis 
(le  CCS  deux  (Icrnii-i'csquiiiililcs;  cl  il  csl  v'i.mIiIc  (|iic,  si  diiiisccs  ruiiclidiis 

on  luit  hi  viiii;il)lc  /  ((mstimlc,  on  ;iiii;i  lis  c (Idiiiiccs  de  l;i  ((Hiihc  (|ni 

représt'iilf  le  nictidiru  dunl  hi  Idii-iliidc  t>l  /:  ;iii  iniilr;iiif ,  si  l'on  \ 
fait  5  coiistitntc,  on  aura  les  ((lordiniiicrs  de  la  cuiirlic  (|ni  i(|iics(tilc  Ir 
parallèle  aii(|iicl  répond  l'aie  du  iiiciidicii  v. 

2.  (!onsid(''tons  inaintcnaiit  ilcus  lieux  inliiiiMieiil  proches,  (|iii  mii-  la 
suiTace  de  la  rerre  soienl  deleiniiMcs  par  les  \  ai'ialilcs  .v .  /  cl  .v-t  ds. 
t  -h  dl,  el(|ui  le  soient  sur  la  (.aile  par  les  sarialdcs  correspondantes  .i:,y 
et  3--+- //.r,  r -+-</>';  '''•-  clierclions  li's  distances  de  ces  deux  lieux  sur  la 
surtace  de  la  Terre  et  sur  la  Carie.  Il  est  évident  (pn'  la  preuiii're  de  ces 
distances  sera  exprimée  par  \jds'^  +  q'-dt- ,  |)uis(|ne  ds  est  la  ilitleience  des 
deux  ares  de  méridien  qui  passent  par  les  deux  lieux,  et  ijuc  qdt  est  l'arc 
du  parallèle  compris  entre  ces  deux  méridiens;  et  (|im'  la  seconde  le  scia 
par  la  formule  ordinaire  \jdx'^  -+-  dj'^ ,  |)nis(pn'  c  et  v  sont  des  cooidon- 
nées  recliii^nes  et  rectanj,des. 

Or  la  plus  i;rande  |)erl'eetion  d'une  Carte  i^eoi,n'aphi(|ue  serait  cpii'  ces 
distances  fussent  égales,  car  alors  tontes  les  autres  distances  petites  ci 
j^'i'andes  sei'aient  aussi  les  niènu's  sur  la  suii'ace  de  la  Teric  (|ue  sur  la 
Carte;  mais,  pour  donner  ii  nos  recin'rches  toute  la  généralité  possiMe. 
nous  snp(>oserons  (|ue  ces  distances  soient  entre  elles  dans  uiu'  propm- 
ti(Ui  (pudconque  exprimée  par  i  '.m,  en  sorte  que  l'on  ait 


^  <h-  -t-  if'ill-  :  \  r/.r^  -*-  f/r-  —  i  :  m. 
d'où  l'on  tiie  l'ecpiation  fondauHMilalc 

d.r'  -h  (ty'  —  m' ;  ds'  -t-  (/'dl-  , 
(jn'il  s'ai;il  luaiuteuaiil  de  réscunli-e. 

:}.    i'(Hir  cet   ellet,  je  reuiar(pie  d"aii(M(l  (pie   r(U(loinU'e  f/  de  la  courhe 
des  méridiens  est   une   l'oneli(Ul    de   l'al'c  .v  donnée   par   la   ualure  de  celle 

(  (Ull'lie;   (le  sorte    (pie  '  '    sera    une  (piaiilile   illlci^l'alde.  (Oi  du    liioilis  (pu 


(i'iV 
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(prlll  l'Ile  Ml|i|i(i.sf('  Iclli'.  |iiri-M|irrllr  ne  innlirlil  (|irillir  \;in.ililr.   l';il>:illl 

(lolir 

fis         , 

—  =  (lu,     ma  =  «, 

</ 

ri'qiinliDii  |)r()p()S('c  se  change  en  celle-ci 

<lx'-  -4-  (ly-  -  -  n-  ilu-  -^  '//•  . 

t\.\u>.  I;u|iifll('  /  ri  //  Miiil  (Iciiv  v;irialili's  iml('|M'ii(l:iiil('s  I'iiim'  iIc  rimlri'. 
cl  //  csl  une  (Hi;iiilil<-  jus(|ii'ici  iiKlflcnniiu'-c.  l-lt  hi  (|ii('sliuii  se  ii'iliiil  ii 
ilclrriniiit'i'  Mil  iliiPM'ii  ili'  (■(■Ile  ('(iiKilidii  les  \alciiis  ilc  .r  v\  }  en  roiiclidii 
(le  /  cl  //. 

('.(iiiiiiic  rc(|ii:irniii  dont  il  s';ii;il  cmiliciil  liciix  iiicnniiiics  <l.r  cl  <ly . 
|ii)iir  la  ii'sondic  de  la  manière  la  pins  iiciiéralc  cl  la  pins  siiii|ilc.  je  prends 
lin  angle  indéterminé  'à,  et  je  la  multiplie  par  celle-ci 

1  ^=  sin-'.)  -+-  cos-'.), 

en  iiliscivant  (|uc  le  prodnil  des  deux  carrés  sin-'jj  -f-  cos-'«  pai'  les  deux 
cariés  (hr -h  dt'-  peut  de  même  se  mettre  sous  la  t'oniic  de  deux  carres  df 
celte  manière 

s\n',)(lu  —  cos'juIi  i-  -+-   cos'tultt  -+-  sinoull  '; 

l'aurai  dune  ainsi  la  traiist'ormée 

tl.r- -¥- ily- =:  n^  siumcIu  —  coso)?//  ' -f- «'  cosr.xlii  -h  ^iw.x//  •. 

(pli  il  cause  ilv  rindclerminee  oj  |ieul  se  partager  dans  ces  deux-ci 

(Ix  ^  n  siiioi(//f  —  i-os'ixll  , 
(ly  =  n  [COS'ihIii  -+-  sin  '.td/  . 

Va  11  ne  rc>lcia  |plns  (ju'ii  l'aire  en  sorte  ipic  ces  \alciirs  de  di  cl  de  tly 
-oiciil  des  dillcrciiticlics  c(iiii[>icle>.  :  ce  (|iii  csl  possiidc  an  nioxcii  des 
ilciix  iiidclciiniiiccs  II  cl  '.). 

lui  elict  M  l'on  iail.  pour  aliréifcr, 

/(  sin  '•)  =  a,     Il  cns'/)  =  3, 
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un  aiiin  ri'N  (lcii\  riiirniilcs 

dx  —  cct/ii  —  ^cll,     (ly  V  ;3(/«  +  yilt, 

i|lli  (loiNclil  ('■Ire  llll(';4i:ililcs  cl  ;m\i|llcllc>  un  |ifiil  ;i|i|il  ii|iii'i  l;i  iiirlhiiili- 
commr  (II'  M.  (r.Mi'iMlicii . 

Slli\;illl  celle  iiielliiMie,  (ill  llllll  I  i  |)liei;i  lu  .-.ceoinlc  pur  ^  -  i  ,  clIMllIc 
on  r:ij(intciM  ii  l:i  (ircinicrc,  cl  on  l'en  reliiinehci':!,  ce  (|ul  iluiineni  ces 
ilcn\-ci 

<lx  +  dysl^^i  =  (a  +  (3  v'— ^)  idu  -)-  dtsj'^), 

dx  —  dy-fj —  I  r- :('  a  —  [3  sj —  i  j  (  du  -  dt  y  —  i  ; , 

lcs(|iiel!es  (lovant  et  IT  piireillcincnl  inlei^iiiiilcs.  il  s'ensuit  (iiie  i^-t- jSy  —  i 
ne  [leiil  ('Ire  (|n'niio  tbiidion  (le  M -t- /  \  1  .  cl  y  ^1,\  i  une  toiicrKiii 
(le//       i\  —  1  ;  cl  (  es  deux  fonctions  étant  intégrées  (lonncinnl   les  \:i- 

leui's  de  x  -(- vy  —  '  t'I  ■^'  —  jv' —  J  >  ''  ""  '  ""  lii'<'i'i>  •»"  t't,}'. 

Dénotons,  en  gênerai,  |)ar  les  c:>i'act(iristit|uesy' et  F  deux  tondions 
iiidelerniinees  (Hicl('oiH|iies,  en  sorte  i\w  ff  Zj,Y{z ^  soient  deux  l'onc- 
tiiiiis  (]iielc(iii(pics  (le  ;;  (U'noloiis  de  [dus  par  /"'fs;,  V' z  les  dillercii- 
ti(dk's  de  ces  Idnclinns,  en  soilc  (po' 

/■', , ^  _  "(/^ •^  ^      I,-  r ,  —  'iilL . 


on  fera 


et  l'on  ania 


d'iiii  l'oii  lii 


dz 

a  -f-  (3  V^r=:/'(«  H-  /  V/-7  j, 
a;  —  [3  v'— 1  =  F'(«  —  t\  —  ij, 

X  +  y  \j  —  iz=f(  Il  -h  t  y/  —  I   , 
j:  — JV  — i  =  F(h  —  /v  —  '  - 


y=  f{u-ht^/-l)-F^{u-l^-l)  ^ 

a^ — I 
les  fonctions  desigMM'OS  par  /et  F  dcmeuiaiil  ailiiliaitcs. 
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\.    Telles  sont  les  expressions  les  plus  générales  des  coordonnées  a 

el  V  (|ni  (lilfriiiinciit  sur  l;\  Ciirte  hi  position  que  doit  avoii'  eli;H|iie  lirii 
de   hi    IVrii'.  m  \ciill   de  l;i  ((Hldilidll   supposée,  (|llr  l:i  disl;iiice  de  deuN 

lieux  quelconques  intiniinent  proches  sur  la  surface  de  la  Terre  soit  ii  la 
dislance  des  mêmes  lieux  sur  la  Carte  dans  la  proportion  de  i  à  m    2;. 

Or,  ayant  supposé  (3) 

inq  :^  n 
el  ensuite 

nsin(»  =  a,     ncoso  — [3, 


/(  =:  v'a'-H  (3% 


el  p;il  ruliseqiielil 


mais 

a=-t-(3'=:(a-4-(âv^J  (a  — Pv^j  =/'(« -I- <  V^— 7/ F'(«  —  /  y -^); 
i1(iM(  on  aura 


\lf'{u-^tsl~i)Y'{u-tsJ—i) 


On  voit  j)ar  cette  Ibrmule  que  la  valeur  de  m  est  une  fonction  des  va- 
riables finies  /  et  u,  c'est-à-dire  de  t  et  s,  à  cause  que  u  est  une  fonction 
de  .s.  D'oii  il  s'ensuit  que  la  distance  de  deux  lieux  quelcon(|ues  de  la 
Terre  intiniment  proches  entre  eux,  dont  l'un  répond  à  t  et  s  et  l'autre  à 
t  -t-  dt  et  .V  -I-  ds,  sera  à  la  distance  des  mêmes  lieux  placés  sur  la  Carte 
dans  une  pioporlion  dépendant  iini(|uement  de  /  et  s;  par  consé(inenl 
tous  les  lieux  de  la  Terre  situés  autour  d'un  lieu  donné,  à  des  distances 
intiniment  |)etites  de  ce  lieu,  se  trouveront  placés  sur  la  Carte  en  sorte 
(|u'ils  lormeronl  une  figure  semblable  à  celle  qu'ils  forment  sur  la  sur- 
faee  de  la  Tei-re,  les  cotés  homologues  de  ces  deux  figures  étant  dans  la 
proportion  de  i  à  m,  et  l'étendue  des  mêmes  figures  étant  dans  la  pro- 
poiiion  (!<■  I  il  m'-.  Ainsi  une  Carte  construite  d'apri'S  les  expressions 
de  .i  et  )',  (jue  nous  venons  de  trouver,  aura  la  ménie  pro|)riété  (|ue  nous 
avons  déjà  observé  être  commune  aux  Cartes  stéréographi(|ues  et  aux 
(>arles  réduili'>.  el  ipii  ('(Uisiste  en  ce  (|ue  elia(]ue  |)orlion  intîninieiil  pe- 
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lilc  (le  lit  siirl'iicc  de  l;i  'l'circ  ((HiscrNc  s;i  li};iiii'  siif  lu  (^iiilc  cl  n'csl  iillr- 
icc  (|ii('  (hiiis  s;i  j^iaiidciir.  \'A  il  l'sl  i'iicilr  de  se  ((iiiviiiiurc  |)iii'  iKilrc  ;iii;i- 
l\>c  <|ui'  les  cxprcssiuiis  ddiil  il  s':\'/\\  rcnrciiiii'iil  ii<''('('ss;iir<Miii'Ml  l;i  lui 
(If  !;i  (li'si'i'i|i(i()ii  (le  loulcs  les  (!;iilcs  j;('()t;iii|drK|m's  d;iiis  l(S(|iicllcs  hi 
iiii'iDO  condiliini  ((uiii'i':»  avoir  lieu. 

5.  Pour  dctcnniiit'r  niaintciiaiil  les  loiiclioiis  iiicoiiiiiifs  <|iii  filtrent 
dans  Ifs  fX|ii'fs.sions  df  x  fl  y,  y  ic iiiai<|iif  (|iif  si  dans  cfs  fX|irfssions 
on  suppose  f  =(>,  on  a  IfS  valcuis  At-  cfs  cnordoiniffs  poiir  la  i(iiiilic 
qui  l'fprfspiitc  If  picmicr  iiifridicn.  Cfs  valeurs  sfintil  dnnr 


J\  u  ,   1    F.  / 


r^ 


les(|iiflles.  il  eausf  dfs  deux  ^oll(ii(lll^  ai  liiliaii'fsy"(My  et  V  ii  ,  peuvent 
ftrf,  coiuiiif  on  voit,  dfs  t'oiietious  ipic leoiupifs  de  u.  Ainsi  l'on  pful 
su|)p(>sfr(iuf  If  prfiuifr  uifridicn  de  la  Carlf  soit  niif  courhf  (pif  leoinpif . 
fl  (lUf  df  |)lus  les  cliaiii^cnifiils  de  laliliide  suf  ce  iiieiidieii  suiveiil  aussi 
une  loi  (pif lconi|Uf . 

Kii  fll'fl  supposons  (juf  [lonr  ce  ineiidieu  un  ail 

;r  =  cp(M),     j- =$(«), 

'^{u)  ft  <!>!«/  représenlanl  des  foin  lions  (piehdiKpies  données  de  //;  (Ui 
aura  donc 

'  ^  — I 
d'où  l'on  tire 

/  «1  —  '3'if-  +  «IXh'i  v^— ^.     F'  «^  ~"  ?'  «^  —  '^^11^  v'~- 

Donc,  inellani  celle  t'oiinc  de  l'ondion  daii^  les  expressicuis  i;eiieralos 
df  X  f  l  V,  on  aura 

_  9 ( M  +  < sj^^ )-h<f{u—l\/—i)       «!'(«+ /\/—i    -    'I'  11^  /\      I 

2  ' 

_  <^{n-^-ty/'^)-i-^{u—l^—i)       <p(t<  +  /v'— I  .    "       /\       I 
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et  CCS  expressions  (Mil   r;i\;iiilai;r  (|ii('  li's  iinii|;in;tiics  s'y  (Iclciiisciil  loii- 
jitiirs  il'i'Ili's-mi'iiM's. 

<).  Miiis  celle  manière  de  delerniinor  les  lonclitins  arlntraircs,  (|n(>n|ue 
la  plus  naturelle  et  la  pins  simple,  n'est  pas  néanmoins  celle  qui  convieni 
le  mieux  ;i  noire  nlijet.  lui  ellcl.  ce  (|ii'il  est  ii  propos  de  prendie  pour 
donné  n'est  pas  l;i  position  des  lieux  ipii  doivent  ('Ire  placés  sons  le  pre- 
mier méridien,  iioiis  la  lii;iire  même  des  méridiens  et  des  parallèles, 
paice  (|ne  ce  sont  les  lignes  (ju'il  i'aiil  tracer  sur  la  Carte,  pour  pouvoii- 
ensuite  y  placer  les  didereiits  lieux  de  la  Terre.  Ainsi  la  (|nestion  se  l'é- 
duit  il  détermiiicr  la  l'orme  des  l'oiiclions  inconnues  de  la  solution  géné- 
rale eu  sorti  (|iril  en  résulte  pour  les  méridiens  et  pour  les  parallèles  des 
lignes  d'une  nature  donnée.  Celte  (|nestion  n'a  pas  encore  été  résolue  et 
est  en  elle-même  lies-dillicile,  peut-être  même  impossible  à  résoudre  en 
général;  mais  pour  les  besoins  de  la  Géograpliie  il  snlfit  de  la  résondii' 
dans  le  cas  particulier  où  les  méridiens  et  les  parallèles  doivent  être  des 
arcs  de  cercle,  ce  cpii  comprend  ii  la  t'ois  les  deux  cas  de  la  projecliou 
sieréograpbi(|ne  et  des  Cartes  réduites;  car  il  est  naturel  que  dans  la 
construction  des  Caries  géograpbi(jues  on  préfère  toujours  le  cercle  à 
toutes  les  autres  courbes,  à  cause  de  la  facilité  et  de  l'exactitude  avec 
la<nielle  on  peu!  le  tracer  par  le  iuo\eii  du  compas. 

7.  Comme  la  principale  projiiiéte  du  cercle  consiste  en  ce  cpu"  le  rayon 
de  sa  courbure  est  constant,  nous  allons  d'abord  clierclier  en  général 
l'expression  des  rayons  osculaleurs  des  courbes  (|ui  doivent  représenter 
les  ineiidieiis  el  les  paiallidcs  d'ajiri's  les  formules  générales  du  n"  3.  Or 
lin  sait  (|iie  l'expression  du  rayon  osciilatenr.  ihiiis  les  courbes  rapportées 
aux  cooi(l(uiiiées  rectangles  x, y  est 

(dx'  -+-  dy-  )" 


dy  d''x  —  dx  d'')-'' 

el   il  esl   facile  de  \uir  par  la  iialiirr  de  nos  roiiiiiiie^  ({ne  pour  les  mei  i 
(liens  il  (audra  laiic  \ai  ici   iiui(|ii('iiieiil  v  mi  //  dans  les  expressions  de  . 
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<>4!l 


l't  V,  )'l  (|ii<'  |)<iui    lis  |i:ir;illi'li-s  il  V  IsiiKlra  t'iiirc  viii'iii'  iiiii<|iii'Iim'ii(  /; 
mais  on  ■,\  en  i;ciicr'al    iiiiiiii'io  cite 

clx  —  a  (/u       p  '//,     >/}■   -  j3  (lu  -4-  x(l(; 

iliuic  |)iuir  les  niiTidiciis  (in  aura 

dx=-xilu,     (/y-    3'/".     (l-.v~    -,     diO,     f/'y  ^-. -r- '/u'; 
■^  i/ii  •'        ilu 


pat'  ('(insr(|n<'n( .  si  l'un  nornnn'  /  le  ravdn  usculatcni' il'nn  nin  iduii  i|iii'l- 
('(in({ni'.  lin  ania 

I  du  du 


Pdiir  les  |tarall('l('s  on  aiii'a 


(a'  +  P'i'" 


/..-_'iË.//> 


d.r  =  —  3  (//,     c/)-       z  dt.     d'x  = f-  dr,     d'y  ~  -^  dl'; 

dt  '         (Il 


dont'.    ininHnanI  o    le   lavon   oscnlalcnr  d'un  iiaiallidc  ijin'h  iini|ni' .  un 

aura 

adcc  d^ 


Je  i'i'niar'i|u<'   niainh'nanl  i|ni',  |)ai'  la   condilion  de   l'inlc^raliilili'  di's 

loiinnlcs 

X  du  —  .i  dt,      3  </ii  +  X  dr, 


</a  _  _  rf^        dp        dx 
dt    ~       du         dt         <lu 


donc  les  r\|ir('Ssions  précédentes  de         et  de   -    penxeni   sr  c  li.mj^cr  en 
eelles-ei 


'    dt  dl 

(a'-(-(î')' 


du  du 


(a'-hQ--)' 


8?, 
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d-      - 


y/g'  +_p_'        £  _      yjar  ■+■  |3' 


Or  nous  ïivoiis  Irouvc  plus  haut  ;  i^  qur 

y:-  +  S-      f'  Il  -(-  /  y  ~  :  V'f  II  —  /  v^^  I  : 
(louf,  sultsIiliKiiil  cctli'  valeur  cl  t'aisaul  [nuir  plus  ilc  siuiplicilr 

i.  ^   -~  _J ^=^^^^ 

\lfiu  +  t^-i)r{u-tsj-i) 

(lu  aura  ces  cxpri'SSHUis  lnrt  simples 

i  —  _  'Z^        ■  _  dû. 
r  (Il  p         du 

S.  (letti-  ((uaulilé  12  sert  aussi  à  dctcrininei'  la  valeur  de  w,  eai'  il  est 
visiiile  (pi'oti  aura  [ii 

(  >r.  i(uuuie  «y  est  une  l'oucliou  de  l'are  v  du  uieridien  (huniee  par  la  tii^ure 

<le  ce  incridicu  cl  (|lie 

ds 
du  —  —  , 
'/ 

il  s'ensuit  cpi'on  peut  aussi  rci^arder  y  ciuuuu'  une  i'oucliiui  de//. 

Uoiu-,  si  l'du  voulait  (juc  la  quanlile  m  lut  cousianle  ou  (ju'clle  fût  une 
l'onctiun  i|ui'leon(iuc  de  //  seul,  c'esl-à-dirc  (|ii'ellt'  demeurât  la  même 
dans  tous  les  |)oiiils  d'un  même  parallèle,  il  l'audrail  (|ne  11  l'ut  une  l'one- 

,/o 
tioti  de  (/  seul  sans  /;  |iar' eonséqueut  il  l'audiail  i\\\t'      '      -  o:  d(Uic  on 

auiail  par  le  numéro  [ucecdeul       =  o.  savoir;-        x;   par  cousc(|ucnl  il 

laudiait  (|uc  loii>  les  uu'ridiens  de  la  Carie  iiisseul   des   lii^ncs  di-oiles. 

Mais  nous  venons  plus  lias  (lue  la  eiuidition  île  ii    -  —  •  d'ans  l'iivpollièse 
'  '  nui  •  ' 

de  ///  l'onelion  de  //  seul,  deiuauderail  ipie  la   Terre  ei'il  une  ligure  d(Hniee. 
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y.  Su|t|t(i.S()lis  iii;iintrii;iril  .  en  i;fiii't;il  ,  i|ii('  luii>  lr>  iihm  kIiimi.s  de  l:i 
C.iirlc  soii'iil  tirs  (t'rclcs  (|ii('l((Hi<|ii('s,  <(■  (|ni  iciirciiiir  missi  le  r;is  jurcc- 
(Ifiil  Mil  CCS  iiicridicns  scrniciil  des  liiiiics  dniilcs.  Il  r;iiidi;i  ddiic  (|iic  hi 
vainii    de  /■  suit  cDiisliiiilc  (hiiis  i1i;m|iic   iiicridicii   cl   iic   \;iiic  (iiic  d'un 


iiici'idicii  il  j'aiilfc  ;  donc  /  cl  |i:ii' c(irisc(|iiciil      "'    ne  |Kiiiri;i  clic  (Im'iiiic 

runclinii  de  /  seul;   donc   l:i   dillcience  de      .""  •    en   r;iis:inl    \;iric|-  //  seul. 

ill 

dcvi'ii  cire  iinllc:  :iiiisi  \:\  idiidiliiiii  |iiMir' i{iic  huis  les  nn'iidicns  snicnl 

des  cercles  sera 

-, ;-   rr.O. 

(Itdu 

Oii'im  multiplie  cette  é(HKitiiui  p;u'  (Il  cl  (|ii'(iii  l'iiili'^ic  en  t'aisniit  varier 
/  seul,  un  aura 

du 

I    clan!  une  IdniiKin  (jiieh  on(|ni'  de  //  sans  /:  di*nc  on  aura 

i       U; 


ce  ipil  l'ail  \oli  i|nc  les  |ialallelcs  sont  aussi  des  celilo.  |inis(|lie  Iclil' 
rayon  osculalcnr  claiil  une  l'oiictioii  de  //  seul  doit  dciiienrci  le  iiicnic 
dans  toute  l'élendiic  de  clia(|iie  parallldc.  On  prouvera  di'  la  nieinc  nia- 
nii-re  (picii  sn|ipii>aiil  les  p;u"dl('les  circulaires  les  iiicridieiis  le  scnuil 
aussi,  i'^l  la  condition  coininnnc  ii  la  circularité  des  uns  et  des  antres  sera 


dt  du 


\o\ons  diilK    illiellc   doit    elle    la    loiinc  des  loiicl  ions  /"  cl    V 


pour  que  celle  coiidilioii  sijil  remplie. 

10.  Pour  faciliter  cette  reiilercllc.  je  prends  d'alioid  den\  alllrcs 
ronctions  i|lle  je  <lciiole  |iar  les  caracterist npies  .,  et  i|'.  cl  (jiic  |c  siipposi' 
telles,  dllc 


./     :   "         ^^'       v^F'(z)' 


82. 


(io-1  SUR   LA   CONSTUrCTION 

il  est  xisililr  iin'uii  oiii'a  par  ce  moyen 

12  =  9  ( a  -4-  /  v'~)  *  (  «  —  '  v^^ )  ; 
je  dill'eieiillc  iiiaiiitciKinl  eclle  (|ii;iiitilf  ileux  lois  de  Miilr.  en  \    r;iis;ml 
Mirier  d'iiltiiid  //  el  ensuite  /;  j'aurai  ainsi    en  denulanl  |iai'  -y,  '/',  et  par 
il>',  ip'  les  ilillérenees  des  fonctions  ci  et  '1',  de  nianièic  (|ne  ■y(z)=    J^^     ■» 

] 


,.(„  =  :^,*.(=)  =  '^'.  *•'=;  =  !^ 


'-J—  =  9'(m  -t- 1  V  —  1  )<!)(«  —  /  v'—  •/  -+-  *'(«  —  '  V^- 


(t-H 


u-i-  I .  —  I  1 , 


^^l^  =  [9"(«+<v'->J*(«-'v'-O-9'(«+'\/-«i*'(«-'\/-0 

dune  la  cnudirHin  de  -,-^  =  o  donnera  cette  é(niali<in 
(lu  at  ■ 

o"(«-i-  /v^^)<î'(f<  — ^v'--^)  —  *"(«—  '  v^— ')  ?(«+  'v'— ^)  =  o; 
par  consrcjncnl  (Ui  ani'a 

'/{u  +  <v^T)  _  <!>"(«  —  <  v'^^J_ 

(■<'s  (juaiililes  doivent  non-seulenu'nt  être  éi^ales,  mais  encore  i(lenli()nes. 
c'est-ii-dire  ([n'idles  doivent  être  la  même  ([iiantité  indépendammeni  d'aii- 
(  une  e(|ualit)n  entre  u  el  /;  dinu',  l'onnne  l'une  est  fonction  de  ii  -h  /\  i 
ri  (|iH'  l'antre  est  l'omtion  de  //  —  /  y  —  i ,  il  s'ensuit  (|u'(dles  ne  peiisenl 
devenir  idenli(|nes  a  nioins  d'être  êqales  il  une  même  eonslarile  ipod- 
eon(|Uc. 

Sdil  doui-  /  une  c(uis(ante  arbitraire;  on  aura  ces  deux  ê(|ualions 

o"(hh-<v'^j  ^  /,.     <!'"(«-  t\/'—')  ^  /. 


DKS   CXUTKS  r,K(M;H  MMllUliKS.  li.ï:J 

ou  hicn  félaiil  miliHciciil  (|iirllr  (juc  sdit  l;i  v;iri;il)lf  sons  Ifs  signes  «les 
Iniictiuiis    (III  ;iiii;i  |iliis  siiii|il('iiii'iil  ces  (li'ii\-ii 

9(z)  <i>[z) 


i|in  siiiil  iiili'grahlcs  par  les  ri-glcs  cniumcs. 
On  aura  donc,  en  iuU'graiil, 

M,  .\,  l'.  Q  l'iaul  (lo.s  lucllicieuls  <lucl^■ull(|U(■^  [iiisitirs  ou  iir^alils.  n'd.- 
iiu  iuKii^inaires. 
Or 


(Idiic  on  aura 


f'iz] 


(  M  e=v'*  +  N  e--^'*  "i'       (M  e"\'*  +  N  )' 


F\z)  =  7 


e"v' 


Pe=v^  -^  Qe-n^*)'        f  Pe»vî  +  Q)' 


clf(z)  d¥iZ:_ 

iloiic.  niulli|ilianl  1rs  ('(lualions  |iicicilciili's  par  ilz  li  inlrt;iaiil .  on  aura 


■     "    "         2MfMe='»'*  +  N\/ /!•"*"  '' 


F    3^ ; II. 


('■  cl  II  claiil  lie  iiouvt'llfs  coiislanli's  arhitrairos. 

Viiisi  la  loriur  lU's  t'unrtiuns  ai-liilrairi's  est  (li'li'iiniiirr,  il  nitllaiil  a  la 
place  lie  r.  ilaus  /'^;    ,  M  H-  /  \  ~    l  ,  cl  (huis  \-    z   ,  H  —  l  \  —  l  .  ou  aura  ces 


G5'.  SLH    LA    CONSTKUCTION 

(•\|iiTssi(nis 

/■(  U  -(-    t  J—  I  )  =  — ; -^ ; -f-  G, 

■'  2M(Me»"^^'V-*-i-N)^/ï- 

Ff  «  -  /  yj'^i)  = :^-^ -^  -+-  H, 

(|ii'il  iif  s'agii'ii  plus  (|ue  do  siilistitiicr  diiiis  les  valmirs  (U-  .r  cl  y  ''3). 

1 1 .  Mais,  avant  do  fairo  ootlo  siilislitiitiini,  j'ohsorvi'  (|iio.  la  (|iiaiililo  /,■ 
(xiiivant  être  égalomont  positive  ou  négative,  on  aura  dos  t'orniulos  dil- 
loronles  pour  les  deux  cas,  et  (|ue  toute  la  dinerence  consistera  vu  ce 
(|m'  les  (|uaiililos  /  et  (/  se  Irouveroiil  ii  la  place  l'une  di'  raulre;  cola  osl 
évident  à  l'égard  de  la  valeur  do  /{u  4-  /  \  —  i  )  ;  pour  le  l'aire  voii'  aussi 
par  rapport  à  colle  de  F(m  ~  /  y —  iK  j'y  mets  à  la  place  de  la  constante 
arliitraire  II   la  (luantité  aussi  arbitraire   -t-H,  ol    réduisant  an 

inouïe  deiioininatour  les  deux  i'ractions,  divisant  ensuite  le  haut  el  le  lias 
de  la  traction  résultante  par  ^^''v'^-a'v-*^  j';,; 

F'u-t  V  ^)  = ; ! = ■  -^  H. 

expression  (|ni  résulte  évidommonl  de  la  précédente  en  y  cliaiigeaMi  le 

signe  de  k,  et  en  y  mettant  /  à  la  place  de  //  et  P  ;i  la  place  de  O.  et  réci- 

pro(|uoment.  Do  là  je  conclus  donc  qu'il  sullit  do  considérer  le  cas  oii  ^• 

est  une  (|uaiitité  positive,  et  qu'il  n'y  aura  ensuite  qu'à  échanger  /  en  // 

pour  avoir  celui  do  k  négative.  Il  est  facile  de  voir  en  ollot  |)ar  ro(iualion 

t'uiidanieiilale 

dx-  ^  dy-  =  li-  </«■  +  dl' 

lin  n"  '.'>  ipir  le>  \arial)les  u  et  /  soiil  perniiilahles. 

1  2.    Je  ferai  ddiic  p(inr  plus  de  siinplicile  k  =  c-,  et  j'aurai 

1  I  G  +  H 


4  c  M  f  M  e""*""'^-'  -1-  N  ;       4  c  P  (  P  e""-  »"  */-'  ■+-  Q  ) 


4  c  M  '  M  *."-+»'\/-'  -(-  N  j  v/  —  I       4  c  P  (  P  e»"  -"'\'-  '  +  Q  j  V  —  » 


G      H 
?.  V  —  " 


DKS  cviriKs  (;i:o(,K  M'iiioiJES.  (i.ïr. 

on  il  liiiil  ilclciiniiiff  les  <(Hisl;iiil(s  arhilraiics  (i.  11,  M,  N.  I'.  i)  cii  -.urlr 
(liif  li's  iiiiaj^iii;iircs  se  (li'tinisciil. 
On  Hiira  donc  d'iihord 

G  +  Il        ,        il-  H 
=  A,       =-  — -  B, 

*  2\/— I 

A  tl  15  ctaiil  (les  iiiiislaiilcs  i(''clli'S  (|iic'l(nii(|ni's  ;  iMiMiilc  il  ol  \i>ililr 
clii'i'ii  l'aisaiil  piHii-  [lins  (le  t;i'iicr'alilc 

M  ^ C  +  Dv      I,     N  =K  4   Iv-'. 
(;,  I),  1*;,  I  l'Iaiit  aussi  des  (Hiaiilitrs  l'rc'ilcs  (|iicl((iii(|ii(s,  il  laiidia  i'aiic 

l»  —  C—  Dy— I,       U  =  K-     ly  — '. 

•M  alors  les  imaginaires  se  délruiront  d'ollcs-niènjcs  dans  les  cxpiessiiins 
précédentes  de  x  et  y.  Mais  au  lieu  des  suppositions  précédentes,  nous 
l'ciiins,  ce  (|ui  cevicnl  au  iiicnic, 

M  —  a(cos^-+  sing'y'— i)  —  ae'V-', 
N  —  b{ cos /t  -(-  sin /<  y  —  I  )  —  6 e*v'-' , 
P  =  rtfcosg-— sing-y'— I  )       ae-f^-', 
Q       l>( cosh  —  s'm/i  y  —  I  )  —  he-''^^', 

a.  h.  i,^  /(  etani  des  constantes  arbitraires  réelles:  ces  snitsiiintions  l'ailes, 
ou  auia.  a|)ri's  les  rcduclious  usitées, 


acos2(c/  -^  g)-\-  bcos{g-k-  A ).<;-"" 
■?.ac\à'e^"'  -+-  lab  cos  2C/  -^  g—  h  )  ■+-  6'e  ""] 

rt sin 2  et  +  g  -\-  bs\\\  g  ->r  li].e  ■'•' 
irtc [a'e"" -h  o.ab  cos' 2C<  +  g  —  h)  +  6'e-  ""] 


ll{.  Si  uiainleuaiil  ou  cliniine  de  ces  deux  e(|ualions  la  \aiialilc  //,  mi 
aui'a  une  eijual'iou  eu  •»',>•  et  /.  (jui  sera  ()ai' cons('(|nenl  celle  de  toiiles 
les  courbes  (|ui  repi'éseutent  les  <lill'ereuts  niei'idieiis  cori'espoudant  aux 
dilliTcnlcs  lon^iludcs  /:  v{  rccipini|ni'iiir(il .  ^i   l'iin  m  climini'  la  varia- 


(Î5(i  SUR    LA   CONSTIUCTION 

l)lf  /.  iiii  iiiir-ii  une  équation  entre  .r,  y  et  u,  qui  sera  ['('((ualion  (  oimmiiif 

il  toutes  les  eourhes  qui  représentent  les  dinérents  parallèles. 

Pour  rendre  ees  éliminations  plus  faciles,  je  eoninience  par  ajoutei ni- 
scinlilc  les  valeurs  (le  ''ar— Aj^etde  (7  — B)-;  j'ai 

g-2c« 

(x  —  kY-^{r-'làY=  ^^,f.2^g,g,cu  _^_  ^ab  cos(2c/  -\-g  —  h)-\-  6»e-"«]' 
d"ini  je  liic 

el.  sul)sliluaiil  ll;lll;^  les  valeurs  de  .r  et  v,  j'aurai  ees  é([uations 
X  —  A 


X  —  Kf  -^  (j-  — Bi' 


—  aac  [  a e""  00s?.  c/ -t- £•)-+-/>  cos  i?  ^ /'  ], 


•'         =;  2rtc[fle'™  sin2»^c< -t- g"/ -»- />  siii  g  ^  11   !, 


(X  — A)'H-(j-B 
d'oii  il  est  mainlen;int, faeile  d'éliminer  //  ou  t. 

14.   Km  eliniiiiaiit  d'abord  la  quantité  c'-"' .  on  aura  cette  équation 

i.r  —  A  )sin2(c<-4- fi-j  +  (  r  —  B;cos2(c/ -t- £')  ;      ■  ,  / 

: — i si li '. °-  =r  —  a  «OC  SI  II   ici  -¥-  fi  —  Il  , 

far  — A)'H-f.r- A)'  '^ 

la(|uelli'  se  reduil  ;i  celle-ei 

r  ,._A^         sin2(rv-^g)        T^   r       p  C0S2(r/-^g)       T_ ■ 

qu'on  voit  claiicuieiit  être  à  un  eerele;  et  si  l'on  nomme  /•  le  ravoii  de 
cercle.  X  l'aliscisse  et  Y  l'ordonnée  qui  déterminent  l;i  position  de  moi 
icntic,  on  aura 


^abc  sln  [2ct  -r-  g—  h' 
X  -     V       /sina   et  -+■  g  .      V  "  B  ~  rcos2   cl  -   g  . 

Va\  erniiiniiiil  (le  plus  l'augle  /  de  ces  deux  (Itu'nières  e(|uatioiis.  (oi  aura 
c(dle-(  i 

i  X  ^  A,  cos  g+h)-   \      B   siii  g  H-  //    -  ^^  =•  o. 


DES  c\in'p:s  r,É()(;it  M'iiiouES.  tisT 

hi(|ii(llc  (Idiiiitia  If  lieu  (le  loiis  It's  cciiln's  doiil  il  s';ii;it,  c'csl-à-diit'  tii- 
lous  les  cenlres  des  ct-rcdes  qui  iciursciitt'iil  k-s  iiiériditMis;  el  l'on  voil 
(111(1  ,.,.  lien  pst  une  ligne  dioito  (|iii  l'ail  avec  l'axe  des  abscisses  un  angle 
(lnii(  i;i  langeiile  sera 

^  =  coller -t-/', 

en  sorte  (|iic  cet  aiii^lc  m'i;i  l'gaM»  <)o"  —  g  —  //. 

15.    l-^liiiiiiHins  iiKiinli'iiiiiil  l'iui^lc  /  dans  les  i'orniulcs  du  n"  lii  |i()iii' 
a\(iii'  les  cniirix's  des  |i;ii;dl('lfs.  et  l'on  aiii'a  celle  (''(iiialion 

[(.r-xyZt-BY  ^^«*'-cos(^-^/<)]V  [(^J.A-;»~°-BJ^  -,.«/.■  sin(^^/0]'^  4«v-,-". 


la(jU(dle  se  change  t'acilciiienl  en  c(dle-ci 

I  y.acla^e*"'—  0')  ]        \'  sac!  rt'e'™— 6')  J        ^c'ia 


(ju'on  voit  aussi  (itre  à  un  eercde;  et,  si  l'un  Udinnie  s  le  rayon  de  ee  cer- 
cle, £  l'abscisse  et  r,  rordonn(''e  ((ui  répoiidciil  ;ui  centre  du  na-me  cercle, 
un  aura 

^       T.cià'e""  —  6'  ' 

5  =  A  H —  ros  g-h  /r.oe- "", 

^       If 

n  =  B sni (£•  +  /)   .pe-  "■". 

j-^l.  ^i  l'iili  cliniinc  la  \arialilc  n  de  ces  del'nicl'e>  e(|ualinnN.  nii  ;iiiia, 
I H  II  II'  le  lien  lie  ti  MIS  les  cenlres  des  cer(deN  (|  ni  re|ireseM|eiil  le>  |i;ii;i  Hèles, 
rei|IKilin|| 

(  ç  —  A   sin  g^  -+-/(-(-(  /;  —  B  )  cos  g -h  h  ]  =  o, 
W  .  83 
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liKHiclIt'  l'sl  a  une  liiiiii'  ilniilc  iiicliiii'c  ii  l'iixc  des  iiljscisscs  d'iiii  inij^lc 
(loin  |;i  |;iiiiiciitt'  sera 

eii  sorlc  que  cet  ;inglc  sera  rSo"  —  g  —  h;  par  conséquent  cette  droite 
sera  perpendiculaire  à  celle  qui  renferme  tous  les  centres  des  méridiens  • 

iHiiiiéro  picccdcMt    . 

1().  (^Ii('i(li(ins  aussi  la  valeur' de  la  (|uaiili(e  m  (\u\  exprime  la  pi'ojiui- 
lion,  suivant  laquelle  chaque  région  do  la  Terre  est  augniciitcc  mi  diini- 
iinée  dans  la  Carte,  en  gardant  néanmoins  sa  figure  naturelle. 

.Nous  avdiis  vu  (8)  que  m=  ^;  ainsi  il  n'v  a  (lu'îi  clieirlier  la  valeur 
'  '  Il  il  •        ' 

de  la  (piantite  il.  Or,  si  dans  l'expression  de  12  du  u"  10  on  sulistilue  à  la 

place  des  (onctions  marquées  pai'  -^  cl  <!'  leurs  valeurs  trouvées  dans  le 

même  luiméro,  on  a 

12  ^  MI»e="v'*-i-NQe--'"\/*+  MQe=V=^  +  NPe-"v'=*, 
ce  (pii  par  les  suhslilulions  du  n"  12  se  réduit  à  celle  forme 

il  =  a'e^"'  -+-  7.nl)  cos   :>. <:t  +  g  —  A    -t-  /;•' e -""  ; 
en  sorte  qu'on  aura 


qla-e-'"  —  f.ab  cos  (i^ct  -\-  g  —  h)  +  i^e"""] 


17.  I.a  valeur  pieccdenle  de  12  peul  louiuir  une  preuve  de  l'exaclitude 
de  nos  tornuiles;  car,  ayant  vu  7  ;  (pu'  les  rayons  /cl  o  des  méridiens  cl 
des  parallèles  sont  déterminés,  en  général,  par  les  formules 


(Il         p        du 


il  faudra  <pi'en  substituant  pour  12  sa  valeur,  il  en  résulte  les  mêmes  va- 
leurs de  /•  et  0  (pic  nous  avons  trouvées  |)lus  haut  d'après  les  é(]iuilious 
mrilirs  des  cciclcs  (pii  repi-esenlenl    les   ineridieus  cl   les   paralli'Ies.  Or 


DKS  CAHTKS   (ii;()(iKAI'IIIOl)i:S.  »i5it 

c'est  ce  (jui  se  véiilit'  en  rllct,  cniiii ii  |ii'iit  s'en  iissiiti'i'  pur-  l;i  dillV'- 

l'cMlniliiiii  ilr  l;i  (|ii;iiilili'  12. 

18.   (^est  iri  le  lieu  (rexaminer  les  comlitioiis  iiéeessaiies  pour  (|U<'  l;i 

(|Uiintilé /7z  soit  couslante,  ou  au  moins  une  fonction  de  ii  sans  /.  Nous 

avons  (léjîi  vu     8  i  (|iie  dans  ce  cas  tmis  les  nieiidiens  de  la  Carie  deviaieiil 

être  des  lij^nes  droites;  ainsi  les  foi  mules  trouvées  plus  liant,  pour  le  cas 

où  les  méridiens  seraient  des  cercles  (|neIcon(|ues,  aiiroiil  aussi  lieu  dans 

le  cas  présent.   Il   ne  s'aj;iiM   diiiK    ipic  i\f   so'w  si    rexpressimi   de  ni  du 

u"  16  |teut  devenir  une  loncliuii  de  //  si  ni.   Donc,  comme  </  peul  être 

censé  une  fonction  de  it,  il  faudra  (|iic  le  lerme  y. ah  vos'  9. cl   h^'—  h), 

qui  renferme   t,  disparaisse  de  lui-même;  ce  (|ui   ne   peni   aiiivei   ipn- 

lorscpu' 

a  =  o     ou     6  —  o. 


Dans  le  |U'emier  cas  on  aura 


el  dans  l'autre 


doiu"  on  aura,  en  général, 


Ti — ^^^ 

I 

(jd'e""'' 

Ae'"' 


A  cl  B  elaut  des  coiislaiiles  (piidcoïKpu's :  e(|iiarH)ii  (pii  servira  ii  déter- 
miner la  ligure  du  méridien,  aussitôt  (jue  ni  sera  donne  en  //.  Kii  dillé- 
rentiant  logaritliuru[ueinenl,  on  aura 


f/lll 


mais  t/ii  =;  —  :  doiH' 
'/ 


f/(J  -*    (/ —  B  f/s  ; 


et  (le  là,  en  uni  lli  plia  ni  pai'  m  el  inléiiianl, 

iiKj  =.  B  I  III  ils  +  ('.  ; 
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ce  (|iii  (Iniiiicra  (/  fil  s,  si  m  est  déjii  doniK'  en  j. 

Ddiic,  si  l'on  voulail  (jiic  r/i  IVil  ((mslaiilt!,  du  aiirail 

O  =  B5  H i 

cf   (|ui  (loiiiif  cvidciiiiiu'iil   une  lii^iic  droilc   |Miur  les  iiicridicns  de   la 
Terre,  et  par  eonsecjueiit  un  coiie  droit  pour  la  figure  de  la  Terre. 

19.  .Ius(|u'ii  présent  uos  i'oriiiules  soiil  iiidepeiidaiites  de  la  tigure  des 
méridiens  de  la  Terre;  mais,  |)our  pouvoir  apprKjuer  ees  lurmules  à  la 
eonstruetion  des  Cartes  géogra|)lii(|ues ,  il  est  néeessaire  de  connaître 
(|iielle  lonclioii  de  la  latitude  est  la  varialile  //.  (|ue  nous  avons  sup|)Osée 

lidie  (|ue   (lu  :=  —■>  s  étant  l'are  <lu  méridien  eom|)té  depuis  le  pôle  et  q 

l'ordonnée  perpendiculaire  à  l'axe  do  la  Terre  (3). 

Or,  si  l'on  suppose  la  Terre  spliéri(ine,  ainsi  qu'on  le  fait  commune- 
meiil  dans  les  Cartes  géographiques,  et  (pi'on  ()reune,  pour  plus  de  sim- 
plicité, le  rayon  de  la  Terre  pour  l'unité,  (MI  aura  évidemnieni 

q  =  sins, 

et  l'arc  .v  sera  on  même  temps  la  distance  au  pôle  ou  le  coinplémeiil  de  la 
latitude.  Donc  on  aura  dans  ce  cas 


du  = 


ds 


dont  rinte^iale  est 


I  ,      I  —  CCS*       ,  s 

M  =  -  log —  log  tang  -  ; 


de  sorte  (|u'en  ajoutant  une  constante  arbitraire  log/-,   ou  aura  en  ge- 


M=  log(/,-lang-*- j, 
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H  il.'  lit 

ainsi  li's  i'\|)niM'iirKllrs  (li>|);ii;iilri)iil  ciilit'i'ciiiciit,  (i  il  n'y  ;im;i  |)liis(|nr 
lies  sinus  et  cDsiiuis.  Mais,  [loiir  donner  ii  nuire  solution  toute  la  j^énéra- 
lilé  dont  elle  est  suseeptilile,  il  est  nécessaire  de  détei'ininer  les  valeurs 
de  y  et  de  //,  sans  s'astreindte  a  l'Iiv  |Millii'se  de  lu  Terre  s|iliéri(|ue. 

Nous  snpposeriuis  donc  (|ue  la  Terre  soit  un  sphéroïde  (dli|tli<|ue,  aplati 
par  les  pôles;  et  nous  ferons  le  l'ayon  do  l'iMinateur  ou  le  deini-i;rand  axe 
de  l'idlipse  (|ui  t'orilie  les  uier'idiens  e^al  il  l  ,  et  le  denii-|)elit  axe  de  celle 
ellipse,  c'est-à-dire  le  demi-axe  de  la  Terre,  égal  à  y.  Kn  prenant  les  ali- 
se isscs /;  dans  ce  deuii-axe  depuis  son  soniniel,  conforinémenl  aux  sup- 
positions du  u"  I ,  nu  aura  pour  re(|ualinn  it  l'idlipse 

:  I      /»'-<-  y'q'  =  y\ 

d'où  l'iui  lire  par  la  dillcreiiliation 

'Il  -  yl!L- 

(Iq    '    i-p' 

or  il  esl  visilde  (|ue  ^  est  égal  à  la  tangente  île  l'angle  (|ue  la  peipriidi- 

culaire  a  rellipsr  l'ait  avec  l'axe  des  abscisses /r.  ainsi  dans  le  cas  [iréseni 

-7-  sera  e^al  a  la  tanneute  de  l'aniile  qui  exprime  la  ilislance  au  noie  nu 
i/(]  '  ^  ,11  I 

le  coui(ilemenl  de  la  latitude. 

Nommant  donc,  en  général,  ;  la  distance  au  pôle  ou  le  coinplemeul 

de  la  latitude,  ou  aura 


donc 


donc 


^^=tan«z; 


y  Q 

'— ^—  —  langa; 
-P 


_  {i—  pjUugz 
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siihsiiliiiiilt  celte  Viileiii'  de  q  diiiis  l'eiiiialinii  à  relli|ise,  on  en  l:iei;i 

._„_  t. 


el  (le  li) 

tang« 

\jy^  ■+-  tang'z 
Oilli'renliiiiil.  du  anni 

,    _  y'tangzrftangz        .    _     y'rftangz 

(y'-(- tang'2l'  (y'-i- lang-z  ' 

(loue 


(y-  ■+-  tang-2 


mais  on  a  (3)  rf«  =  —  ;  donc 
<1 


I  yV'  +  tang=2        ,  y'  dz 

du  =      '  ^ ,  , 5 ^  d  tangz  =  -: '- r-v—  • 

tangziy^+ lang'z)  sinzly'cos'z -h  sin-z  : 

Soit 

.-y'  =  e^ 

en  sorte  (jih'  £  soit  l'excentricité  de  l'ellipse  (jiii  forme  les  méridiens  de 
la  Terre;  on  aura 

.    y'^dz  _    ^^  ^'  ''in  ^  '^•^ 


sin3(y^  +  ê'sin'z)       sinz        i  —  e^cos' 


l'inlétfrale  de    t-^     est 

-  HIUZ 


-  log =  iog  lang 

2       °  I  +  COSZ  : 


...  Il       e-sinz  dz 

I  inteurale  de  , ^st 

-  I  —  e'cos'z 


£  ,      I  —  e  ces  s 

-  log ; 

2     °  I  -(-  ecosz 
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•  loue  on  aura,  t-ii  ajoutant  une  constante  arhitiaiir  lot;/', 


H  =  lo{i 


i  /i  -f-  £  cosz  \ 
^  2  \i  —  e  cosz  '  J 


El,  si  dans  l'expression  de  q  on  sulistiliu-  aussi  i  —  ='•'  à  la  |)la(f  de  y-, 

on  aura 

sinz 

\l\  —  e'  ros'z 
Dans  le  cas  où  la  Terre  est  s|)liiTi(iuc  on  a  s  =  o;  donc 

«  =  lo«    /rlaiiK- 


ainsi  qu'on  l'a  trouvé  ci-dessus;  or  on  peut  rendre  les  deux  expressions 
de  u  semidaldes  en  prenant  un  angle  Ç  t(d  i\w.  l'on  ait 


tang-=lang-(^^— -~-j  , 


car  alors  on  aura  pareillement 

u  =;  1(>K  [il  laiif;-  )  -, 

en  sorte  (jn'on  pourra  l'cgarder  l'angle  Ç.  coiiimic  la  dislance  au  pôle  cor- 
rigée en  vertu  de  l'aplatissement  de  la  Terre;  et,  connue  l'excentricité  s 
est  fort  petite,  on  pourra  trouver  la  correction  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire 
la  dillerencc  de  ':L  et  de  ;,  exprimée  par  une  série  for!  conveigente,  au 
moven  d<'s  roruniles  (|ue  j'ai  données  dans  les  Nouveuua  Mt^moires  de. 
r Académie  royale  de  Rerlin  de  177(3  '*   .  On  aura  donc  par  ces  formules 


2  9»    .  ?.9'    .    „ 

j:  —  z  —  îOsms  H smaa  —  -:r  siniz  -1-. . ., 

5.  3 


'Il  supposant 


(  I  —  c  CCS  3  )'  —  (  I  +  6  cos  z  Y 


(i  —  £  cosz)  -f-  (I  -I-  e  cosz) 
{*)  OEiivres  île  iMgran^c ,  I.  IV,  p.  275. 
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Mil  liii'ii.  m  ii'(liiis;iiit  t'ii  scrir,  • 


e'(e  — 2i(£  — 4) 
6  = 4-^ 


Kl)  ii(>glii;c;int  les  (|Uimtilfs  de  l'ordre  £',  on  ;iiirii 


,  ê'COSS  ,^  £=     . 

Ô  = )     -  ^  z sin  ?  2  : 


ri  (l'Ile  ;i|)|iro\iin;irHill  a  toille  re\:i(i'llll(ie  iin'un  [leill  di'siier. 

20.  Nous  avons  donc  résolu  (rniie  manière  générale  le  l'roldi'ine  géo- 
gia|iirH|ne  (Ion!  la  projcclion  stéréograpiiique  ne  fournil  qu'une  solution 
|iai'lieulière.  Ce  qui  rend  celte  projection  si  utile  pour  la  constructi(ui 
des  Cartes  géograpiiiques,  ce  sont  les  deux  propriétés  dont  nous  avons 
fait  mention  au  commencement  de  ce  Mémoire,  et  (|ui  consistent  :  i"en 
ce  ([ue  cliacpie  partie  de  la  surface  de  la  Terre  a  sur  la  Carte  une  ligure 
■^emlilahle  à  cidle  (ju'elle  a  sur  la  Tei're,  et  n'est  altérée  (|ue  dans  sa  a;i-an- 
deur;  2"  en  ce  que  tous  les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  Terre  se  trou- 
vent représentés  sur  la  Carte  par  des  cercles.  Nous  avons  pris  ces  deux 
conditions  pour  les  données  du  ProMi'Uie,  et  nous  sonnues  |)arveiuis  à 
une  solution  générale  qui  renferme  nécessairement  tontes  les  manières 
possibles  de  satisfaire  à  ces  mêmes  conditions.  Coinine  il  y  a  j)lusieurs 
consé(|nences  à  tirer  de  cette  solution,  nous  les  (leveliqi|)erons  dans  la 
suite  de  ces  Reclierclies,  iaipielle  fera  le  sujet  d'un  second  Mémoire. 


SECOND  MÉMOIRE. 

Parmi  les  diliérenles  méthodes  (|u'on  a  imaginées  poin'  la  construction 
des  (Partes  terrestres,  il  \  en  a  deux  (|ui  meiilenl  principalement  l'atten- 
tion dv::^  Géon)i'li-cs:  l'une  est  l'ondée  sur  les  |iiiiicipes  de  la  |n(ijeclion 
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Stéré(ij;f;i|pirii|lir  de  l'Idlcinir  ,  ri  l'iilllrr  (l('|ii'iiil  i\r  hi  rlicoiic  (les  hill- 
tudos  croissiiiilfs.  L;i  iiiciiiit'ic  rsl  i'iii|il(ivt'i'  ('oiiiiiiiiiiciiii'iil  dans  les  Map- 
|)(!moii(l('s  cl  (liiiis  les  C.iirli's  g('((^ra|»ln(|iics  iiropiciiiciil  dites,  cl  a  l'avan- 
tage (|Mi'  Ions  les  iiH'iidiciis  cl  les  |)aralli'lcs  de  la  Teiie,  cl,  en  i;énéial, 
tous  les  cercles  du  gl(il)e  _\  soiil  aussi  l'cprcsciilcs  |)ar  des  cercles;  la  se- 
conde esl  destinée  nni(|iieiiicnl  aux  Cartes  marines,  et  dillcic  snitont  de 
la  |ii('cc(lciile  cil  ce  ({iii'  luiis  les  iiieiiiliciis  cl  les  |»aiallclcs  de  la  Terre  y 
sont  |-e|ti'cscnles  pai-  des  lionnes  didites.  Mais  elles  ont  riiiie  et  i'anire 
cette  propriété  coiiiniiine,  (m'ellcs  n'altèrent  point  la  lii;nre  de  i  lia(|iie 
partie  inliniincnl  pelite  de  la  siirrace  de  la  Terre;  en  sditc  (pie  luiis  les 
angles  (pi'on  |)enl  loriiier  sur  la  Terrr  deiiienreiil  les  uiimiics  dans  les 
Cartes  construites  par  ces  nietlKides. 

Celle  propi'iété,  considérée  en  (die-nieiiic  et  independaiiniieiil  de  loiile 
autre  vue,  donne  lieu  ii  une  (pn-stion  analylicpic  livs-ciiiic  use,  (jiii  con- 
siste à  déterminer  la  nature  des  courhes  qu'on  doit  tracer  sur  un  plan, 
pour  représenter  les  ineiidiens  cl  les  paiallides  de  la  Terre  en  sorte  cpie 
la  même  propriété  y  ail  louj(»uis  lieu.  Il  n'est  pas  dillicile  de  trouver  li's 
formules  générales  (pii  rescdvciit  ce  l'roMènn'  dans  toute  son  elendiie: 
mais  comme  ces  formules  ninfernient  des  fonctions  arl/itrains.  il  en  iiail 
une  nouvtdie  (piestion  c(uicernant  la  manière  de  déterminci'  la  i'uruie  de 
ces  fonctions  en  sorte  (pic  les  lignes  (pii  doivent  représenter  les  méri- 
diens et  les  parallèles  soient  d'une  nature  donnée.  Cette  (piestion  secon- 
daire est  en  ([ucNpu'  façon  beaucoup  plus  diirieile  (\ur  la  (piestion  prin- 
cipale, et  je  ne  sais  même  si  elle  ne  surpasse  pas  les  forces  de  l'Analyse 
connue;  mais,  pour  l'utilité  de  la  (iéograpliie,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
la  résoudre  en  général,  pour  des  méridiens  cl  des  parallèles  d'une  ligure 
quelconque;  il  siillit  de  la  résoudre  dans  le  cas  particulier  où  les  méri- 
diens et  les  parallèles  doivent  être  des  arcs  de  cercles,  ce  (|ui  com|tren(l  ii 
la  fois  la  projection  stéieograplii(pie  et  lesCaites  réduites;  en  elfet  toutes 
les  autres  soliilioiis  ne  seraient  (pic  de  pure  cuiàosité,  à  cause  de  la  dilli- 
culté  (pi'il  y  aurait  toujours  dans  la  prati(pie  à  tracer  les  courbes  des  mé- 
ridiens et  des  parallèles,  si  idles  étaient  dill'erentes  du  cercle. 

T(d  est  le  Probli'inc  (pii  a  fait  le  principal  olijel  du  Meiiioire  précèdent, 
IV.  Hj 
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il  iiiif  personne,  (joe  je  sache,  n'avait  eneore  lenlé  de  résoudre.  La  solu- 
tidii  (|iie  j'en  ai  donnée  ne  laisse,  ce  me  semble,  rien  à  désirer  du  coté  de 
l'Analyse;  mais  comme  il  y  a  i)eau((ui|)  ilc  ((insciiuences  et  d'applications 
il  déduire  de  ('elle  soliilidii,  i';ii  cru  (|u"il  était  à  propos  de  l'examiner  en 
détail;  c'est  ii  quoi  sont  destiiu'es  les  llcclicrches  suivantes,  dans  les- 
(|uelles  j(ï  conserverai  pour  la  commodité  des  citations  la  suite  des  cliifT'res 
(|ui  dislini^uent  les  numéros. 

21.  Je  remarque  d'ahoid  (|ue  les  formules  trouvées  dans  le  premier 
Mémoire  (12,  16)  renferment  deux  solutions  diUérentes,  puis(|u'on  a 
vu  (11  j  (|u'il  est  permis  d'y  changer  /  en  ii  et  //  en  /;  mais  j'observe  en 
uiéme  temps  que  la  solution  qui  résulterait  de  cette  permutation  serait 
plus  curieuse  que  commode  |)our  la  prati(|uc,  pMis(|n'elle  renfeiinerait 
<les  exponentielles  de  l'ani^le  /  et  des  sinus  et  cosinus  de  la  (|uaiitité  (/  (|iie 
nous  avons  trouvé  être  une  quantité  loi;aritlimi(|ue  (19j;  au  lieu  (]ue  la 
solution  (|ue  donnent  immédiatement  les  foruuilcs  dont  il  s'agit  ne  ren- 
fei'Hie  i|ue  des  sinus  et  cosinus  des  anj^les  /  et  r-.  a  cause  de 


a  \i  —  îcosz/ 


C'est  pouiipioi  nous  nous  contenterons  d'examiner  cette  solution. 

I{lle  reiit'ernie,  ciunuie  on  voit,  plusieurs  cinisliiuies  arliilraires,  dont 
les  unes  conlrihuent  à  sa  généralité,  mais  dont  les  autres  ne  donnent 
(|u'une  généralité  apparente,  puisqu'elles  dépendent  de  la  position  arbi- 
traire des  axes  des  coordonnées;  ou  |)eul  doue,  eu  deteiiuinanl  ces  der- 
nières d'une  manière  convenal)le,  gagner  une  |dus  grande  simplicité, 
sans  rien  |)erdre  du  côté  <le  la  généralité. 

Pour  cela  j'observe  ([ue,  c(unmc  les  deux  ligues  droites  (|ui  sont  les 
lieux  des  centres  de  tous  les  méridiens  et  de  tous  les  parallèles  de  la  Carte 
sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  on  peut  prendre  ces  lignes  uu'-mes 
pour  les  axes  des  coordonnées. 

iXous  supposerons  donc  que  la  ligne  des  centres  de  tous  les  méridiens 
soi!  l'axe  des  coordonnées  r,  et  que  la  ligne  des  centres  de  tous  les  pa- 
rallèles soit  l'axe  des  abscisses  x-,  il  faudra  pour  i-ela    14,  15)  :  i"  que 


DES  CAK'IKS  (;i;()(;il  M'illnl  i:S.  <i<i" 

r;iiij;lf  (((>"  fi— h  S(jil  diuil,  w  (|iil  (loiiiic  g+-/i-'0,  cl  ();ir  loiisc- 
(liiiiil  /i  g;  2"t|iic  l'on  ;iil,  ni  -ciicriil,  X    mi,  ce  (|ui  ddiiiif  A    -  r^^-  ; 

3"  qui!  l'on  ail  aussi,  iii  j^i'iicial,  /,  o,  ci'  <|ui  donnera  H  o.  Si  donc 
on  fait  CCS  sultsliimions,  cl  (|ii'nii  iikIIc  a  l;i  place  de  u  et  de  7  leurs  va- 
leurs en  z  du  n"  19;  (iiic  de  [dus  un  ciiaiiL^c  a  en  ,,  '  ''  "'H  ''/■'•  '■'■''  ''"  '•  ''' 
a^'-en  —cg,  ce  (|ui  esl  cvidiiiiinriil  |)rrinis,  |)uis(|iic  a.  h,  c,  g,  /■  sont 
des  eonslanlcs  ailiilraircs;  cl  (ju'hii  lusse,  (lour  aliiciicr. 


C               z  h  -\- 1  fos  z  \  ' 
e  —  lang-  —  lang- 1 


«'6'  —  b^'O^ 


■iabc\a'B'  +  7.ab  cos[c'(/  —g}]  -t-  b'ù  -'  | 

sin[cM  t^g)] 

cra^e'-i-  7.abcos[c{l  —  g)]  ■+■  b'O  'J 

'              1       ■    r      ■           1       »/             coi[c(/  — ff)] 
-  =2«icsin-  Cl/  — fl')  ,     Y  = ^  --, — 2— S 

^I  —  J'COS'3 


si  ri  2  [«'6'  -t-  Mth  cosffi  t  —  g)]  -i-  6' 6"'  | 

Dans  ces  t'orniules  /  esl  la  loiigilude  d'un  méridien  (|iielcoii(|ue,  c  le 
eomplément  de  la  latitude  d'un  parallèle  (|ueleonque  sur  la  sui  lace  de  la 
Tcri'e,  i  rexeenirieité  des  méridiens  de  la  Terre;  a,  h,  c,  g  sont  ijiiali-e 
cDiistaiiles  arliiti'aii'cs;  x,  vsoiil  i'aiisrl^sc  cl  rordonnée  qui  délermineiil 
SUI'  la  Cai'le  la  [Misiliuu  d'un  lien  (|iirl((iiii|iir  doni  la  loiii^ilude  esl  /  cl 
dont  le  eomplérueiil  de  la  latilude  esl  r;  /est  le  ra\oii  du  cercle  (|ui  re- 
préscnle  un  méridien  (|uclc(>riqiie  cl  dmil  le  centre  doit  être  placé  dans 
l'axe  des  ordonnées  à  la  dislauce  V  de  celui  des  aliscisses;  o  est  le  r'ayoïi 
du  cercle  qui  i-cpi'ésente  un  parallldc  quidcoiuiue,  et  dont  le  cenlic  doit 
elle  placé  dans  l'axe  des  abscisses  ii  la  dislance  ç  de  celui  des  ordonnées: 
l'iiliii   I  .m  es!  la  piopui  liuii  suivant   la(|iielle  la  grandeur  (le  clia(|ue  lé- 

8/,. 
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iî'ion  (le  lit  Terre  est  iiiigiiienlet!  on  tliiniiiiiee  siii'  la  Carie,  m  sii|i|>(isaiil 
le  ravnii  de  l'iiiiiateur  é,:;al  ii  i. 

22.  I'".ii  ((iiisKleraiil  les  roriiiiiies  préeédeiiles.  il  esl  aise  de  vdir  (|u'il 
en  iiaiira  diii'er'eiilesespi'ces  de  projeelioiis  licdiirapliicuies.  suivant  (jn'on 
donnei'a  des  valeurs  dill'erentes  ;i  la  eonslanle  r,  (|iie  nons  noninienins 
pour  cela  Vexposant  de  la  projection. 

Et  d'ahord,  si  l'un  f'ail  c  =  o,  on  aura 


par  conse(iuenl 

/■  :=  30  ,      p  =  X  ; 

ce  qui  donne  des  lignes  droites  pour  les  méridiens  et  les  parallldes;  c'est 

le  cas  (les  (]artes  l'éduites. 

Pour  déterminer  donc  dans  ce  cas  la  position  des  dillérents  méridiens 

et  des  dillérents  parallèles,  on  fera  0=^0  dans  les  expressions  de  x  el  y, 

ou  plutôt  on  y  supposera  seuliiinent  c  intinimeut  petit,  en  ol)s<'rvant  ipie 

l'on  a 

0'—i-\-c\o?,B,     9-^=  I  — clusO; 

el  l'on  trouvera 

a  — h  a-  -h  !)■       ,      ,  ^  —  e 

logÔ,      y--  y   ,: 


or  c  etaiil  nul.  pour  (pie  x  ne  soit  pas  infini,  il  faut  (]ue  a  —  h  soi!  nul  eu 
même  temps  (|ue  r;  donc 

a  —  I)       ch,     b  ^=  a  —  ch, 

h  étant  une  constante  (pielcoiupie:   sulistiluaul  cède  valeur  et  faisant 

c  =  o,  ou  auia  donc 

Il        loge  l  —  ^ 

ou  plus  sini|)lenii'Ul 

a— ^  A  H  RiogO,    )•    t:  -^  rw. 

A.  1).  (.  elaul  des  ((Uislautes  arliilraires. 
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(j)iiiiii('  t  ol  l:i  liin^ilndc  l't  i|M('  J  (Ii'|icii(I  df  l:i   liililiitli'  Nciilf,  il  est 

cliiir  (|iR'  . 

j=C-i-B/ 

i'>l   rc(|ii;ilHHi  (■(iiiiimiiic  il  tons  les  niciidifiis.  cl  ([iic 

x=.  h-^  «logO 

PSi  rtM|u;ilMiii  ('(iiiirniiMi'  ii  Idiis  les  |);ir;illi'lcs.  Ainsi  les  piriiiiiTS  sont  des 
(Iroilcs  |);ii"illt'li's  à  l'axe  des  ahscisscs,  cl  dont  la  distance  ii  cet  axe  croit 
|)iii|)(uli(tnneilenient  à  la  l()ni;itiule  /;  et  les  derniers  sont  des  (Intiles  p«- 
rallrles  il  l'axe  des  oi<loiinecs  e|  dont  la  distance  il  cet  axe  ciiiil  |)rd|ioi- 
tionnidleiiient  aux  lo^arillinies  de  0. 

Dans  les  (lartes  l'édiiites  ordinaires  on  suppose  la  Terre  splieriijue,  ce 
(|ui  donne  i  =  o,  et  pai'  consé(|uent 

9  =  tatig-; 

ce  (jui  s'accorde  avec  la  '['liéoi'ie  connue  de  ces  sortes  de  (iarles.  Mais  en 
tenant  compte  de  l'aiilatissenient  de  la  [erre,  on  aura 

9  =  tang-; 

ainsi  il  n'y  aura  pour  lius  <|u'ii  employer  la  distance  au  (lùle  cmrij;ée  'Ç  fl9j 
il  la  place  de  s. 

A  l'éfiard  de  la  valeur  de  m,  elle  s(>ra,  en  mettant  W  \\  la  place  de 


B  V  I  —  e'cos'z 


23.  Après  avoir  examiné  le  cas  où  la  (juanlité  cesl  nulle,  nous  suppo- 
serons que  cette  ((uantité  ail  une  valeur  récdie  (|uelcon(|ue  ;  et  nous  ob- 
serverons d'aliord,  en  i;eiieial,  (|u'cn  l'aisant  c  nei^atildans  les  l'ormules 
du  n"21 ,  on  a  le  même  résultat  que  si  l'on  y  cliangeail  seulement  a  en  b. 
D'où  il  s'ensuit  (|ue,  pour  avoir  tous  les  cas  possibles,  il  sullil  de  donner 
il  (■  des  valeurs  positives. 
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Voyons  il'iilioid  s'il  y  ;i  des  iiiriidiciis  el  (\c^  pMrallcIos  (|ui  soiciil  re- 
|)iTst'iil('S  sur  la  Cailo  par  des  lignes  droites. 

Il  faut  elierelier  pour  cela  les  valeurs  de  /  el  de  0  (|ui  donnent  /  ac 
et  js  ;^oc  ;  et  il  est  visihie  (jue  la  supposition  de  r      -x.  donnera 

sin  [c  l  —  ji  ]  =  o, 

et  par  eonséqueni 

t  :=  g    OU     /^i8o°-î-g-; 

el  (|iie  ((dlc  de  p  —  o  donnera 

a^O'—  b'Q'  —  o, 
d'nii  l'on  lire 

a 

Kn  faisant  ces  substitutions  dans  les  expressi(uis  de  .v  et,  > ,  elles  dcvifii- 
nent  l'une  et  l'autre  nulles.  D'où  l'on  eonciui'a  d'abord  que  l'axe  des  alt- 
scisses  est  lui-même  un  méridien  qui  répond  à  la  longitude  t^=g,  et  (|ue 
l'axe  des  cooidonnécs  est  lui-même  un  parallèle  qui  répond  à  une  dis- 
tance au  pôle  corrigée  Ç,  telle  que 

'C 
tang;^ 

Nous  nommerons,  en  général,  centre  de  la  Carie  le  point  dans  lc(|ucl 
se  coupent  à  angles  droits  le  méridien  et  le  parallèle  qui  doivent  être  re- 
présentés par  des  lignes  droites;  ce  point  sera  l'origine  des  coordonnées  a , 
y,  le  méridien  rectiligne  sera  l'axe  des  a;,  et  le  parallèle  rectiligne  sera 
l'axe  des  j. 

Comme  les  quantités  a,  b,  g  sont  arbitraires,  nu  |)ourra  itreiidrc  nu 
lieu  quelconque  de  la  Terre  à  volonté  pour  le  centre  de  la  Carie.  On  li  la 
la  longitude  de  ce  lieu  égale  à  g,  et,  la  latitude  étant  iKUUUire  ()(>"- /;, 
on  aura 

24.    Maintenant  couunr  tous  les  méridiens  doivent  se  couper  dans  li-s 
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pôles,  il  s'ciisiiil  ((iic  les  pùlcs  de  i;i  Ciii'lc  scioiil  |»l;i(('S  (liiiis  l'jixr  dc- 
iihscisses.  Pour  les  {Iclcnniiicr  il  ii'v  aura  (|u'à  iaiic  :;  -  o  cl  z  --  .  180"; 
eu  coniplaiil  à  l'ordinaiic  les  dislaiicrs  au  |)olt'  d('()uis  le  pôlf  boréal  de 
la  Terre,  la  suppositiou  de  =  =  0  donuera  le  pùle  Ixiieal  de  la  (larte.  cl 
la  supposition  de  z  =  i Ho"  donnera  le  pôle  austral.  Or  r  ;  o  donne  0  =^  <>, 
et  z  -  180°  donne  5  :  30  ;  faisant  doue  eessnp|)osilions  dans  les  expres- 
sions de  x  et  y,  on  aui'a  pour  le  poir  horéal 

^    ~~       7.  abc 

et  poni'  If  pôle  austral 

I 
X  ^    — ,  -  »     r  =  o  ; 

3,  abc      •' 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  pôles  sont  placés  de  part  cl  d'autre  du  cenlir 
à  distances  égales. 

Nous  nommerons  la  partie  de  l'axe  des  abscisses,  laquelle  est  entre  les 
deux  pôles  et  qui  est  divisée  en  deux  également  par  le  centre  de  la  Carie. 
Wixc  (h  la  Carte,  et  nous  désignerons  cet  axe  par  la  i|uanlilé  2 5.  On  aura 


—r-,  et  de 
!  abc 


ab 


celte  é(iuation,  étant  couibinée  avec  la  précédente 

servira  à  déterminer  les  deux  constantes  a  cl  l>.  IVoii  l'on  voii  ijuc  l'axe 
de  la  Carte  est  aussi  arbitraire,  et  peut  |)ar  consé(|uent  être  déterminé  à 
volonté  suivant  la  grandenu'  (ju'on  veut  assigner  à  la  (^arle  même. 

25.  Vovons  maintenant  comment  ou  doit  s'y  prendre  |»(Hir  tracer 
les  méridiens  et  les  parallèles  d'une  Carte  dont  le  centre  et  l'axe  sont 
donnés. 
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Soit  C  le  (-entre  de  la  Carte  [fig-  J).  B  son  pôle  IiokmI,  en  sorti'  (|iii- 
BC  —  c?;  du  centre  C  et  du  rayon  BC  soit  décrit  le  cerile  BDAK,  et  soient 
tirés  les  deux  diamètres  DCA,  DCK  perpendiculaires  entre  eux;  le  point  A 
ser;i  le  pôle  austral  de  la  Carie:  le  |)oinl  (\  sera  l'origine  des  coordon- 


Fig.  I . 


X.'-^ 

— ^,^ 

X/'  .•    ,   >"- -- 

c                        iG         /\ 

1     \ 

\       ^"--~-__ 

nées.x,  j;  la  lii;ne  AB  sera  l'axe  dr  la  Cailc  et  en  même  temps  l'axe  des 
abscisses  x,  lesquelles  seront  positives  en  allani  de  C  vers  A,  et  négatives 
en  allant  de  C  vers  B;  et  la  ligne  DE  sera  l'axe  des  ordonnées  j,  les- 
(|uelles  seront  positives  en  allant  de  C  vers  D,  et  négatives  en  allant  de  C 
vers  E.  Les  centres  des  cercles  (jui  représenteront  les  ditierents  méridiens 
de  la  Carte  seront  placés  sur  la  ligne  DE  prolongée  de  part  et  d'autre  s'il 
est  nécessaire;  à  la  distance  Y  du  point  C,  et  leui's  rayons  seront  égaux 
à  r\  et  les  centres  des  cercles  qui  représenteront  les  parallèles  seront 
placés  sur  la  ligne  BA  à  la  distance  s  du  point  C,  et  leurs  rayons  seront 
égaux  à  ;:;.  Ainsi  l'on  pourra  décrire  ces  dillérenls  cercles  au  moyen  des 
Cormules  du  n"21,  aussitôt  ([u'on  auia  détermine  les  constantes  «,  b,  g 
ainsi  que  nous  l'avons  enseigné  dans  le  numéro  |)recédent.  Mais,  pour 
faciliter  ces  opérations  autant  qu'il  i^st  possible,  nous  allons  les  rameuei' 
à  des  coMstnictions  très-simples  e(  li'ès-i'onnnodes  |)oui'  la  praliiiue. 
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20.  |-;i  d'iilMMil,  |ioiii'  ce  i|iii  le^jii'dc  les  iiKTiiliriis,  je  \iii.s  dclcr  iiiinri 
It's  [Kiiiils  où  cliiKiiic  iiK'iidicii  ((iiiix'  \'n\v  i)\]  prolKn^Y'  s'il  est  ihmi-s- 
saire.  l'oiir  cchi  il  n'y  ii  (|ii'ii  cliciilicr  ii-s  vmIimiis  de  y  (|ui  rf-pdiidciil  ii 
X  z=  (t  (hiiiN  les  ruiiiHilcs  du  ii"  21  .  Or.  l'uiMiiil   ./■        o,   iiii  ;i 

a'O'  —  h'O  '=o; 

donc,  en  |ircii;iiil  le  cane,  ou  aura  aussi 

n'O''  ^  7.fi'f>-  +  li'O  "  :=o; 

ajiuilaiil  i\r  pai'l  cl  d'aulrc  la  (|uaulilc    '\a-(r  cl  tiiaul   la  r'aciiic  caricc, 

011  an  la 

tfO' -\-  h-0  ' :=  ±i(il): 

celle  valeur  elaiil  sulisliliiee  dans  rexpressiou  de  r,  elle  devuridia 

^,  ^  s\n[c<j-  g)] 

2rt6c'[cos[c(<  —  g-)]  ±1 1 

on    bien,    par    les   Cornuiles    Iriifouoniétriciues   connues,  el   a    cause   de 


>.ahc 


j-    âlanp— a-    ou 


0  rot  ~ — si . 


On  |)reiidia  donc  les  arcs  HT  et  AT'  d'un  nonilire  de  de^^res  éi;al  a 
l'angle  c't  —  g/,  l—  g  élanl  la  dill'érence  de  Nuigidule  cnlre  le  niéii- 
diei)  (ju'il  s'aj^it  de  tracer  et  le  méridien  (]ui  |)asse  par  le  lieu  qu'on  sup- 
pose être  an  centre  de  la  (laite-,  et  a\anl  tire  i\\\  point  A  les  cordes  AT, 
AT',  les  |)oints  iM,  N,  où  ces  cordes  c(Uipent  la  ligne  l)K  prolongée  s'il  le 
faut,  seront  les  deux  extrémités  du  diaml'tre  .M.\  du  cercle  (jui  repré- 
sentera le  nieridieii  cherche;  en  sorte  (|u'il  n'\  aura  plus  ipi'ii  décrire 
ce  cercle  du  centre  placé  an  milieu  de  la  ligne  MN:  et  il  esl  facile  de 
démonlrer  par  la  (îéométrie  (|ue  ce  cercle  passera  en  inciiie  lem|)s  par 
les  points  A  et   U  (pii  sont  les  pôles  de   la  Carte.  (!ette  construction  suit 

évidemment  de  ce  (pie  l'aiii^le  HAT  est  égal  à   ^  ^  ?'    ,   et   l'angle  WV.'X 

IV.  85 
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eual  a — ^ §-'  =  qo° ^^ ^'^  de  sorlc  (iiic  (.A  ctaiil  cual  a  0. 


cil  —  s)         ,,»,  ,         '■    / 

CM  r   âtang 5_',     CN  =  — âcol 


27,  N't'iioiis  maintciiaiit  aux  |)atalli'lt's,  <•(  cliiMclioiis  de  iiii'iiif  Ips 
points  (»ù  cliaquc  paralli'lc  dnil  ((tiiitcr  l'axe  HA.  On  sii|i|iiis('ra  dune 
y  =  o,  ce  (jiii  donnera 

sin[f(/  — g-)]  =  0, 

et  par  conséquent 

«(/_gr)  — o    ou     —180°; 

on  fera  celle  siil)slilution  dans  l'expression  de  x  el  l'on  ania 

~~  -iahc^d'Q'^i  9. ah  -+-  b-Q~')'^ 

.(■  (iiii  se  rednil  à 

-  -'  flc  — ^ 

a'QziibO   '  "^  « 


iabc{aè±bO   '')       ■^abc(B'±'^^ 


Or 

6  =  tang?. 


Ç  elanl  la  dislance  au  pôle  corrigée  du  parallèle,  et 

Il  Y 


b       ^  l        li\ 

-  —±[  VAX 


h  étant  la  dislance  au  pôle  corrigée  du  lien  qui  repond  an  centre  de  la 
Carte,  la(|U(dle  est  su|)posée  donnée,  les  signes  auihiiius  étant  d'ailleurs 

à  volonté;  donc,  pnisciue  ^-,—  =  5,  on  aura 
'        '       ■?.abv 

^^      ^(tang^i)V(tang|)^ 
(tangj) V  (tang|)' 

l",n  prciiaiil  ic>  signes  sii|K'iicurs  on  aura  la  distance  (',(j,  el  en  [ircnanl 
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les  sifçnes  intérieurs  on  aura  la  (lislaiicc  CP;  rt  le  ccrrlc  di'cril  sur  le  dla- 
uii'lrc  PQ  sera  le  paralli-lc  iliprclir. 

28.   Si  l'un  suppose  c  =  i ,  alors  la  l'uriiiiilc  picccdcnif  dcvinil 

A  l  .    /'  +  i: 

lang  -  q:  Une  -  siii  ■        ' 

2  2  .  2 

laiig- rhtang-  sin 


laipu'llc  est   tri's-cniiiiiindc   |i<iiir  Ir  lalcul   l<)^arilliiin(|iii'.   Pour   la 


hzr 


slriiiic.  (III  cliaiiijcra  siii ~  (MI  sou  é(|iiivalciit 


sinl /( j  =  siii/f  I 


cl  siil)sliliiaiil  on  aura 


X  -—  0  cosA  —  0  sin  A  roi 


,    .    AdzÇ 
rosAsui      — ; 


A±r 


Qu'on  [)rciiin-  l'air  Ail  d'un  noinhic  de  d ogres  égal  à  l'ani;!!'  A.  cl  lo 
arcs  BZ,  BZ'  d'un  iiouihrc  de  degrés  égal  à  l'angle  Z;  cl  i|ni'  dn  |Miiiii  II 
on  tire  les  sécantes  HZP,  ilQZ',  (|ui  coupent  l'axe  AB  en  P  et  en  Q;  ces 
fleux  points  senuit  ceux  |)ar  les(jU(ds  devra  ()asser  le  cercle  du  parallide 
dont  il  s'agit. 

Kn  cU'et  il  est  clair  (|u'on  aura  ( v\\  nienani  la  corde  IKiH'  pei  pcndii  ii- 
laire  ;i  l'axe  B.\  ) 


de    pins   l'angle  Zllil    sera 
donc 


C<î    -ocosA,     (jH       osinA 
,«o"— A-: 


,  cl  l'angle  ZHU'  sera 
1,-1 


,8o"-A-t-Ç 


(lO-    ô  sin  A  (  ui      -  "i      (il*  =  f)  >iii  A  rot 

3, 

par  consé(|Mciil 


CO  r    o  sin  A  col  ■ 


0  losA, 


85. 
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et 

h  —  l 
CP  =  lîsin//  rot ôcosA; 

x  =  — CO     ou     =  — CP; 

donc,  de. 

29.  Si  (lu  ccndc  G  et  du  rayon  GH  on  déoril  lo  cercle  \\zl>z']\',  ef 
(|u'on  prenne  sur  l;i  eireontérence  l'are  \\b  d'un  nombre  de  déifiés  éf,'al 
à  h,  el  les  ares  hz,  hz'  d'un  noiiil)rc  de  degrés  égal  à  X;  (|u'ensuile  ou  lire 
les  sécantes  Wz,  Wh,  Wz  pi'oioni^ées  juscju'a  l'axe  AH,  elles  ((lupei'ont 
cet  axe  dans  les  points  1',  B.  Q.  (a\v  on  aura 

..      ,    ,  ,,f,      180°— /<  180"— //—Ç  180"— /(-i-J: 

I  angle  6HG  = ,  I  angli' z' H(j  =- ■,  1  angle  zHG= : 

2  2  ^  2 

donc 

(iP       osiii/(rui -,     (jQ  =  0  sin/(  cot -■> 

G 15  =  0  SI  II  H  col     =7.0  COS--  =0-1-0  cos  rt; 
2  2 

ce  (|ui  s'accorde  avec  les  résultats  ci-dessus. 

(j'tle  dernière  construction  sera  utile  lorsque  la  posili(ui  du  |ioiiit  G 
de  la  (>arle  sera  donnée,  a  hi  place  de  cidle  du  centre  G;  et  nous  verrons 
plus  lias  que  ce  point  G  a  la  propriété,  que  la  (luantité  m  y  est  nu  inini- 
nium  dans  l'hypothèse  de  la  Terre  spliérique  (36  . 

D'ailleurs,  pour  peu  iiu'oii  examine  cette  consliiiclioii,  il  est  aise  d'en 
voir  la  coni'ormile  avec  celle  (pii  résulte  des  [iriueipes  de  la  projection 
stéréoi«rapirK|ue  ordinaire;  la  loiii^itude  g  et  la  distance  au  pôle  />  seront 
celles(|ui  répondent  au  lien  de  l'œil  sur  la  surface  du  glolie;  et  le  point  G 
de  la  Garte,  qui  répond  ii  la  même  loni;itude  g  et  a  la  distance  an  pôle 
18(1"  h,  .sera  le  cenire  de  la  projection,  c'est-ii-dire  le  point  du  plan  de 
projection  par  leqmd  passe  le  diamètre  du  globe  (pii  aboutit  au  lieu  de 
l'œil;  enfin  la  ligne  GlI  sera  égale  ii  la  distance  de  l'ieil  ii  ce  même  plan. 

De  là  on  conclura  donc  (|iic  le  cas  de  c  =--  1  donne  la  projection  stéréo- 
graphicpie  connue;  el  (praiiisi  nos  l'orinnles  générales  renferment  à  la 
fois  les  deux  espèces  les  plus  usilees  de  Cartes  géograpliiques.  De  plus 
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lin  Vdil  |i;ir  ri's  riiriiiiili's  avi'c  iniiilitrii  ilr  t'iiiilili'  oii  iii'iil  Iriiit  riiMiiiii 
(le  raplatissciiiriit  de  la  Tori'c  dans  la  int'nic  pi'ojcclinn  ,  |)nis(|ii'il  ne 
s'agit  (|(n-  d'y  picndii',  ii  la  place  de  la  vraie  dislance  an  pôle  ;,  la  dis- 
tance coriigce  !Ç,  (pn'  nons  avons  vu  (1!))  être  ii  lirs-pcn  près  éfjale  à 


:{().  Sur  la  sut  l'ace  de  la  Teric  la  ciiciiiirereiice  de  i  liaipie  parallide  est 
divisée  par  les  méridiens  en  parties  prii|)oi  lionnidles  aux  dill'erences  de 
longitude;  voyons  donc  comment  la  circonférence  des  parallides  de  la 
(]arte  sera  divisée  par  les  méridiens. 

Qu'on  mène  du  pôle  B  au  point  R  la  droite  I5H,  et  (jn'oii  aliaissc  du 
point  H  la  per|)endiculaire  RS  t;ur  l'axe  AH;  il  est  visildc  ipic  la  lani^ente 

de  l'angle  RBA  sera  égale  à  j-r-  Or 

RS=)-,     BC  =  o,     CS  =  — x; 

donc 

BS  =  â  -4-  a;, 

et  |)ar  consc(|nenl 

tangRBA  =  ^^. 

Qu'oii  snlisliliM'  |toui' .»■  et  v  leiiis  valeurs  iliiniiccs  par  les  liiiiiiulis  ge- 

nei-ales  du  n"  21,  et  l'on  trouvera,  à  cause  de  5=  — ,-  , 

:».  ahc 

,,„.  6  sinici  /  —  £•)] 

tansRBA  =r ,-—^f--r~ — n- 

''  a  9'  J-  Il  cos    r   /  —  jfT-  T 

Or  on  a  dans  les  t'ormules  du  n"  27  ;  en  pi'cnant  les  signes  supérieurs) 

rn.  b  —  aÔ' 

labCaB'  +  b 


BQ  =  0  -  CQ  =  , 4^1"  '      ^Q  =  0  -^  CQ  ---  - —  4- 


b)' 


'\Q~    h   ' 
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(•«'Ile  viilcui  ctjiiil  snlistiUioo  (huis  l'expression  précédente  de   tangRBA, 
1)11  aura 

lan-RBV  -        AQsin  [c(<  -  g)]       . 

ee  qui  tburnil  la  construction  suivante  pour  trouver  l'angle  RBA. 

Qu'on  décrive  du  centre  Q  et  du  rayon  QA  un  cercle,  et  qu'on  divise 
la  circonférence  de  ce  cercle  à  commencer  du  pôle  A  en  parties  qui  ré- 
pondent aux  angles  c{t--  g);  qu'on  mène  ensuite  de  l'autre  pôle  B  à 
chacune  de  ces  divisions  des  lignes  droites  BR  prolongées  s'il  est  néces- 
saire; ces  lignes  diviseront  le  parallèle  PRQ  en  parties  QR  correspon- 
dantes à  la  diflerence  de  longitude  g—  t  entre  les  méridiens  BA  et  BRA. 

Le  cercle  dont  il  s'agit  s'appelle,  à  cause  de  cette  propriété,  un  cercle 
diviseur;  et  dans  la  projection  stéréographique  pour  laquelle  on  a  c  =  i , 
les  arcs  de  ce  cercle  exprimeront  précisément  les  diflerences  de  longitude. 

31.  Qu'on  mène  aussi  du  pôle  A  au  même  point  R  la  droite  \R,  et 
(ju'on  nomme  X  la  droite  BR,  a  la  droite  AR,  il  est  visihie  qu'on  aura 


X  =  v'(â -I- x)'-t- r-,    f/  =  y'(  (5  —  X  !^  H-  .r'  ; 

(|ii"iiii   suhstitue  pour  x  et  v  leurs  valeurs  (21j   en   se   rappclaiil   (|ii(' 

à  ■-=  — j—^  il  viendra 
iabc 

_      a'&"-4-2g<)6i'cos[c(<— g)]-i- 6'  6' 


h'c'\a''0'-h7.abcos[c(t—g)]-hb'6-'^'       bv\a'ô'+-iabcos[c{t—g)]-hl>'9-'} 

,_     b^b-^'-hial)b  'cos[c[t—g}\-\-a}  Q-' 

a-cAa-B'+iabcos[c{t—g]-\-b''Q-'^'       av|a'6''+?.a<icos[c(«— g-)]-t-6'9-'| 

d'où  l'on  tire 

ij.'  h-  y.  h 

■>P  -^  ^  :    a'b-c''\a'b'  -'-  ?ab  cos[c(  f  —  g:]  -^  b^O-'V; 


DES  CAUTES  <;  r.(J(i  U  M'II  IQUES. 


(i7!l 


•I  .t.-  li 


^  — a6c''[a"0'+  o.abcos[c(t  —  g)\  +  //'O-'j. 


Oii'oii  siil)Sliliic  (hiiis  (■(•(tf  (Icriiii'i'c  ('■(|ii;iti(iii  iimir  0'  s!i  v;ilciii-  —  liifc 

^  '  '  (lu 

(le  l;i  prcmii'rc,  on  aura 

savoii',  en  iiHilli|iliaiil  nai'  Au  cl  suhsiiliiaiil  iioiir  r///r  sa  valciii-  — ;. 
40'=  ).'+  2Xjuicos[c(/  —  g)]  ■+-  p.^ 
Oi',  fil  (•(iiisidt'raiil  le  triangle  BRA,  dans  l('(|ii('l 
BA  =  2Ô,     BK  =  ^     Al{  =  ,a, 
(III  a,  roiiinie  on  sait, 

l2Ô)'=l''-  aXf^icosBHA  -+-  fj.\ 
Donc,  en  comparant  cette  équation  à  la  précédente,  on  aura 

-^  cosBllA  :^  cos[c;  /  —  g-/], 

et  |tar  consé(|uent 

BRA      180" -c{/- g). 

De  sorte  (|u'()n  aura  t  ^  g,  e'esl-à-dire  la  dillércnrc  d<'  loniiitiidr  des 

méridiens  HA  el  BRA,  égale  à • 

A  l'égard  de  la  première  é(|ualiun 

I,  '^  Il 

si  l'on  v  snlislitiie  pour  5  et  pour       leurs  valciii's  taii"  '  el  (  taiiu-  )  ■  cl 
(pi'on  en  lire  la  racine  r""""',  elle  donnera 


lang 


B-(-;)'^^(t^y' 


lang 


()80 
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i'(|iiation  pai'  l;f(|ii(llc  (Hi  oonnaitra  la  distanci'  au  pôlf  Ç  du  |)aralli>l('  RQ, 
en  supposant  ((iiiiuit'  la  distance  au  pôle  h  du  parallèle  D(!K. 

32.  Kn  i;eneral  on  voit  par  les  formules  piéeédentes  (|ue,  les  lieux  des 
pôles  A  et  B  d'une  (^arte  étant  eonnus,  et  sachant  de  plus  la  longitude  / 
cl  la  dislance  au  pôle  ^  d'un  lieu  (|ucl((in(|uc  R,  on  pouna  corinaitic 


aisément  la  longitude  ^  et  la  distance  au  pôle  ^'  d'un  autre  lieu  (jinl- 
conque  R'  fig-  21.  Car  ayant  joint  les  droites  RB,  RA  .  R  H.  R  A,  ot) 
auia  pour  le  lieu  R 


.80--BRA    ''"«i 


tang- 


(SI)' 


et  de  même  |)our  l'autre  lieu  R 

180"— BR' A 


donc 


et 


ou  bien 


t'-g^ 


t'  —  t-. 


BRA-BR'A        R'AR-R'BR 


lang 
lang 


"^     '  \RB    R'A/  ' 

Ç'  t        /R'B\'"     /RB\'' 

lang- :  lang- =-^î^^j    :  (hX)  " 
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33.  S'il  n'y  iivail  (|ii('  lo  lieu  tl'iiii  des  |tùlcs  li  de  (Iihiim',  iii:iis  (|iii'  l'un 
(•(iiiiifit  les  Iniiiiilmlcs  /,  /'  et  1rs  (lisl;iii(('s  :iii  |)iMt'  'Ç,  '1'  de  ili'ii\  lieux 
(|ii('l(iiii(|iics  K,  H  ,  on  pdiirniil  |i;it  Iciii  innycn  trouver-  in  lon^ilinle  cl 
la  tlislancc  au  |)ùlc  d'un  aulrc  lien  (|uid(on(iiie.  Toiile  l;i  dr(li(  iille  se  lé- 
diiit,  (•(Miinic  on  voit,  à  trouver-  le  l'rerr  de  l'iiirlre  pule  A. 

AyarrI  joiirl  les  Ir-ois  !ii;ries  \\\\,  iiiV,  IM{  ,  il  est  clair- (pie  le  lr-iaui;li' 
HRR'est  donné  de  i^iandeiii-  et  de  position;  soit  A  li;  lieu  {-liei-(-lié  de 
l'airtr-e  pôle,  et  (|ii'uii  rnôni'  aussi  les  droites  HA,  U'A;  on  aura  d'aixird 
par-  le  rilirirero  pr-eeederit 

\\\\\       It  tut -^  t-  /'— 0. 

de  sorte  ipie  l'aiii^le  mu  p('de  HA  K  sera  i  unmi.  Orr'on  décrive  donc  srri-  la 
(-orde  RR   uir  cer-cle  lUVA  i-apahle  de  lani^le  RAR  ,  el  le  pnle  clier-(-lre  A 
se  tronvei'a  nécessairement  sur-  la  cir-(  unlcr-ericc  de  ce  (-er-ile. 
On  aura  ensuite    32 

'  laii 


RA         RB 

R'A  ""'  RB 


laiif,' 


en  sorte  (]ue  le  rapport  des  lij;-nes  RA,  R  A  sera  aussi  eoiiirrr. 

Qu'on  tii-e  au  point  A  la  tangente  A\'  au  cercle,  lacjuelle  rerHunlre 
en  V  la  corde  RR'  pr-olongée;  on  sait  (|rre  l'angle  R'AV  est  égal  ;i  l'angle 
VRA,  et  (pi'airisi  les  Iriarrgles  AR\'.  R  A\  >oril  seinldaldes:  ce  (|ui  dnmie 

\\\  :  \\\    -  R\  :\A    .\  \  :  K'V, 

et  pai'  corrse(|uent 

K.v'  :  IVA'       KV:  H'\  :     donc     vX'  -  IvT'  :  ir\'=  tUi   :  It  \  . 

Airrsi  \\\\\  tr'ouveia  le  point  V  sur  la  sécante  RR  \',  diupud  tirant  ensuite 
Mire  laiigente  au  cei'cle.  le  point  de  contact  A  sera  le  lieu  du  pôle  cliei-clie. 

\\\.    lintirr,  si  l'iur  m-  coiriiaissail  (|rri-  les  iniigiiiides  /,  t  ,  l   ri  les  dis- 
tances au  pôle  Ç,  r,  Ç"  de  li'ois  licrrx  (pieic(irr(|iies  R,  R  ,  R    donnés  de 
position  sur-  la  (",ai-le.  on  poirr-iait  delerinirier-  les  licirx  des  pôles  R  et  A; 
IV.  S»; 


(iSi  SUR   L\    CONSTIU CTION 

il  |i:ii  leur  moyen  li's  loiii^itudes  vl  les  latitudes  de  tous  les  autres  lieux 
ilr  \;i  iiicnie  (".aile.  Car  ayant  mené  des  trois  lieux  donnés  R,  R  ,  R"  aux 
(Iriix  |H.I(S(li(irlics  A  cl  \]  les  six  droites  R.\,  \\A,  R'A,  \\]\.  RM.  R'H. 
un  aura (Z2) 

H  HA  -  BRA  =  6(/  — /'),     BR"A—  Bl{'\=^  c(  t' —  t"), 

HH    R'R    R"R      /      r\'    /       î:'\'    /      'ry 
RÂ  =  IrÂ  ■•  TrÂ  =  i'^"*^^)  ■■  (^^"f^-j  •  ('^"ëTJ  •' 

l'c  i\u\  roiirnit  ciumnc  on  voit  (|iiatic  é(|iialioiis.  Icsiniidies  sullironl  poUf 

la  détermination  des  deux  points  A  et  h. 

Le  Prohli-me  dont  il  s'agit  se  réduit,  rii  gcMéral,  à  ((dni-ci  :  '/'rois 

points  U.    H',   H"  clanl  don  nés.  conslruirc  sur  ii  fie  même  base  \\\   trois 

irian<^les.  dont  les  sommets  soient  aux  points  donnés,  et  qui  soient  tels  : 

i"  que  les  différences  des  angles  au  sommet  HR  A ,  BR  A,  H  R'A  .soient 

données;  2"  que  les  raisons  des  côtés  qui  conif/rennent  ces  angles,  c'esl- 

,.      RB     R'B     R'R  n       ,  , 

a-dire  -—r^  -frrr^  -;nrT^  soient  entre  elles  dans  des  iiinnorts  donnes. 
RA     R  A     R  A  '  ' 

Or  ee  Problème  me  parait  assez  dillieile  à  l'ésoudre  par  la  Géométrie; 
et  (|uant  à  la  solution  algébri(|ue,  je  ne  l'ai  pas  tentée,  soit  pour  ne  pas 
trop  m'éearler  de  mon  sujet,  soit  aussi  |)arre  (|u"il  me  semble  (lu'tdle  in- 
sérait d'aueuii  usage,  à  moins  (|n'on  ne  pi'il  la  ranuMier  ensuite  à  une  eon- 
striu'lion  aisée. 

Au  reste,  si  l'on  voulait  entreprendre  cette  solution,  on  pourrait  aussi 
se  servir  des  formules  générales  du  n"  21 .  Car  en  supposant  que  les  coor- 
données X,  y  répondent  au  point  R,  et  désignant  par  .r,  y'  les  coordon- 
nées pour  le  point  H  ,  cl  par  x",  y"  les  coordoiMn'cs  pour  le  point  \\  .  no 
aura  ces  trois  é(|nali(Uis 

1  .r' —  a:)' -t- (  j' —  j'j' =  RR' ' , 

{x"—xY  -+-(j"_.  j)'  =  RR''\ 
(  x"—  x'  i'-+-  ;  y"—  y'  )■'=  R'  R"   . 

Subsliluanl  donc  |M)nr  .r,  v,  x  ,  y',  x" ,  y"  leurs  valeurs,  dans  lcs(pndles 
les  (|nanlilcs  /,  /  ,  /",  ainsi  ijue  0,  5',  7'  sdiil  donnci's,  on  aura  trois  é(|ua- 
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lions  (lui  scrviroiil  ii  (Ictriiniiii'i-  1rs  lr<iis  conslaïUes  a,  h,  g;  d  le  l'in- 
hli'iiic  sci'îi  i'i'siiIm  <I('s  (|iii'  1rs  vjilciiis  de  ces  coiisliintcs  sei'ont  (•(Jiniufs. 
l'iir  le  niovcii  (le  ce  Prolilt'iiii'  (III  |)iimi;i  iloiic  construiro  une  (>;irlt'  géo- 
j^raphiqnc  (huis  IikiikIIc  liois  lieux  (iurlconques  scnml  placrs  ii  volonté: 
ce  (|iii  peut  ('lie  iilile  diins  (|nel(|iies  occMsions. 

35.  Considérons  presenlenionl  l'altéralion  causc'c  par  la  |)rojffti(>ri 
dans  la  grandeur  des  dillercnls  lit'ux  de  la  surface  de  la  Terre,  el  voyons 
les  moyens  de  la  diminuei'.  Nous  avons  déjà  vu  ^21  i  (|ue  le  rayon  de 
l'équateur  (le  la  Terre  t'Iaiil  supposé  égal  il  i,  la  graiideui'  naluielle  de 
chaque  lieu  est  augnienlée  ou  diuiiiniée  dans  la  (".arle  suivant  la  propor- 
tion de  I  :  rn,  la  (|uanlilc  ///  étant  déleiminee  par  cetic  rotiniile 


^i  —  e'cos'2 


sin2[«'6'-(-  7.al}Cos[c{l  —  g]]-h  b'Q-^'^ 
la(|uelle,  en  mettant  ii   la  place  de  ahc,    tang-   ;i  la  place  de  0  et 


tang-\    ;»  la  place  de      •    se  change  en  ((dle-ci 


2CÔ  V  I  —  c'  COS'3 


"f 


lang  - 


-f-  2cos[c-(/  —  g")]  + 


Il  est  d'altord  évident  que,  par  rappnil  ;i  la  vaiiahle  /,  la  valeur  de  //i 
sera  la  [)lus  |)etite  lors(|ne  '  =  ^'.  au(|uel  cas  la  vaiiation  de  m  sera  nulle: 
car  en  faisant  /  =  ^'  -(-  a,  on  aura,  tant  (juc  c/  seia  Iri's-pelile. 

c'a' 

cos  \c\t  —  gf  H  =  I 


..3.4 


où  l'on  voit  (|Ue  le  leruie  (|ui  conlienl  la  picuiii're  puissance  de  (/  lu'  se 
lr(Uive  pas;  (piani  au  leruie  (pii  (diilieut  y-,  il  sera  iiii|Kissilde  de  le  dé- 
truire, il  luoiiis  de  supposer  c -- o,  ce  (pii  doiiue  le  cas  des  (lai'tes  ré- 
duites f22. 

( )i'.  ^'  étant  la  longitude  du  lueridieu  ic(  tilij;nc  15 A  de  la  (,aile,  il  >'eii- 

8<>. 


(iS't  SUH    LA    CONSTItl'CI  KtN 

suit  (|ii('  les  lieux  placés  sous  ce  iiiriidicii  smil  i-riw  dniil  la  ;;r:iri(li'Mr 
es!  la  iiKiiiis  allérrc  (Ml  longiludc  par  la  iirojcclion  ;  icslc  dduc  ;i  (licr- 
clicr  la  laliliidc  lUi  lien  ()ui  sri'a  rn  nirnii'  Icmi|)s  sujcl  ;i  la  iiKiiiidii'  allé- 
ration  en  latiludc.  Pour  cela  il  n'y  a  (ju'a  diU'crcnlicr  la  valeur  de  m,  en 
y  taisant  varier  s  seul,  et  faire  ensuite  la  dillerenticdle  nulle,  (le  calcul 
n'a  aucune  dillicullé,  mais  pour  h'  siniplitiei'  davantage  il  sera  i»  pi'opos 
de  l'aire  ahstraction  de  l'exccnlricité  ■■  de  la  Teire,  la(]U(dle  étant  en  efïét 
tiès-pelite  peut  être  négligée  sans  erreur  sensible,  surtout  dans  la  re- 
rlierclie  présente. 

36.  Nous  allons  auparavant  nielire  la  valeur  de  m  sous  une  forme  un 
peu  diflérente  et  plus  commode  pcuir  le  calcul,  eu  y  introduisant  ii  la 
place  des  variahles  0  et  /  les  dislances  /  et  ;j..  l'our  c(da  on  substituera 
d'alioi'd  il  la  place  de 

rt'O'  +  2ab  cosl  c[l  -    g)]  -f-  h^O^' 

sa  \aleur  Irouxée  '31t  - -, — ^»  ou  bien  ^^^;  ce  (lui  donnera 
'  abc' tu.  c k tj.  ' 


CAjJ.  ^1  —  e'  cos^z 
aâsinz 


lùisiiile  on  aura,  pai'  le  ménK^  numéro, 


i  /iiiy 

tang-  =:iang-l  -      =:lanf] 


I  —  £  cosz 


ï 


(21); 


iiioyennanl  (juoi  on  |)ourra  éliminer  l'angle  ;. 

Négligeons  les  termes  alfectés  du  carre  :-  de  l'cxceniricilc  des  méri- 


diens; on  aiir: 


>.âsinî 


z  hfiy 

lane  -  =  lanL'-    - 

9.  7.   \  IJ. 


or.  comme  (in  sait, 


'■  li>ng  ; 
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im 


:.^-:.       A      J   -7         A 
jj^  l   '  cot-  -h  t.'  IX      tang- 


l'I    |)ill'   ((IIIS('(|tll'lll 


m  -       ^  l  A       u     '  tane  — t  7,       «       rot  -  1 1 

fX|)i»'ssioii  gciKTiilf  (Ir  la  valeur  de  ni  |i(ini'  un  |)iiiul  (juelcuucjui'  H  de  la 
Carie,  hu|uelle  ne  dépend  (|ue  des  deux  distanees  À  =  RB,  v.  —  RA  de  ee 

|)iMnl  aux  deux  [lùles. 

M .    Si   r(Mi   tail    r        1    pcuii'  avnii'  le   cas  de    la   priiiecliun   >lefe(»iira- 
|dri(|iu'    29  ,  (Ui  aiiia 


/i  A 

A-  laiig  — h  jU-coi- 


2Ô 


X'  +  fi'  —  (  X'  —  fi';  cosA 
~  T^sinA 


Or  lin  a   Jifi.  i ,  page  672) 

x=  =  ïïb'  =  iTs'  +  Bs'  =3  Rs'  -h  CB  -  es' . 


u'=UA   =I{S   -i-SA   ^  HS   -i-CA-i-CS  ; 
uic     il  eause  de  ('A  =  CB )  un  aura 


plus  on 


>.'-t-u'^2RS  -H?.CA   -H -'.es  . 
X'  — fx»—  -4CA  XCS; 

(!A  «osA  =^  CG.     o  sinA  -  C\  siii  A  =  (ill  ; 


RS  -i-CA  -i-CS  -f-aCSxCG 
m=— -^y- , 

or 

CÂ'-   CG   -<-r,H'; 

el,  jiui^iianl  les  piiints  (î,  R  par  la  dr'iite  (iR.  (ui  a  aussi 

gr'  -  RS  -f-  SG   -  RS  -^  «;s  -^  .'(js  X  <:g  -+-  i.g 
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ilxiic  l'iitin  oi)  iitira 

GÛ'-hGh' 


GH 

On  voit  par  cette  f'oi'imile  que  la  valeur  de  m  sera  la  plus  petite  dans 
If  point  G,  qui  répond  à  une  distance  au  pôle  z  —  BH'=  i8f)"'—  h.  et  qui 
csl,  ainsi  (|U('  nous  l'avons  dit  dans  le  n"  29,  le  centre  de  la  projection 
stéréogra|dn(|U(';  ce  (|ui  est  d'ailleurs  évident  pai'  la  nature  de  celte  |U'o- 
jection. 

38.  Coainie  l'exposant  c  de  la  projection  est  à  volonté,  voyons  si  par 
son  moyen  on  peut  diminuer  davantage  les  variations  de  la  quantité  m. 
Nous  avons  déjà  remarqué  plus  haut  (35)  que  les  minimums  de  cette 
(|uantité  doivent  tomber  nécessairement  dans  des  lieux  placés  sur  le  mé- 
ridien rectiligne  AB.  Or  lorsque  le  point  R  tombe  sur  AB,  on  a  évidem- 

ntent 

X  +  ^=:  AB  =  n(5; 

de  sorte  (|ue,  si  la  (luanlilé  /.  varie  par  exeni[)le  d'une  (|uaiitilé  (pielcoM- 
([uc  |S,  la  quantité  p.  devra  varier  en  même  temps  de  la  quantité  —  (j. 

Substituons  donc,  dans  l'expression  générale  de  m  f36),  X  -f- 13  à  la 
place  de  ).,  et  [j.  —  |3  à  la  place  de  u.\  et,  regardant  la  quantité  jS  connue 
très-petite,  poussons  la  précision  jusqu'aux  /3-;  nous  aurons  la  formule 
suivante 


20L\       C 


laiii;  — (-  /       a       cot  - 


II 
lang  - 


>.      a     ' ).       w       col  - 


c^=r/^c-l-i    f-    -f        c'  —  1  -^f 
20  L\  2c'  '  c- 


■(- 


h 

tan  4;  - 


^r'^ 


DES  CVKTHS  (1  KO(i  K  M'Il  IQL  ES.  (i»l 

l'iiiir  l'aire  évanoiiir  ihnis  cctlc  cxpri-ssion  de  m  les  Icrincs  aU'cctcs  de 
l;i  |ii('ini('ri'  (limcns'uni  do  [j,  «ui  aura  l'iMUialioii  suivante 

I  ,^  '-:.  ,'■-     ri        l>     \         ,  -  •■•:  .--  -1      A 

(t-(-i)/'fx      — (c— i)A     fx       liiiig- -f-    (f— i)A    n     — ^c•^-l)/.     fx     col-  — o, 

savoir,  en  faisant  -  =  w  et  réduisant, 

«'  [c  -I- 1  —  (C  —  iinj  lang — 1-«   '[c  —  i  —  (C-Kilnj  col-  =  o, 

i'(|iiati()n  (|iii  (l<iiinrr;i  le  Miiniiiiiiin  de  la  i|uaiililr  ///.  ({iirllc  (|iit'  miIi   I:i 
valeur  de  c 

Si  l'on  veut  détruire  aussi  les  termes  ane(  tes  du  carre  j3^  on  aui'a  celle 
auti'e  ('(juatidU 

n'\c-i-i  — ■?.[€'— i  )n—  t—  I  i/i']lan{;-  —n   '[c—i-ho.c'—i  /«—  c-t- i  7^']cot-  =•>; 

et  l'on  pourra  satisfaire  à.  la  fois  à  ces  deux  é(|nalions  au   iiinven  des 
(|uantilésc  et  n  regardées  comme  inconnues. 

.'{',1.  Oi'si  l'on  uiiuinie  7:^  la  dislance  au  [nde  (deve,  iMi  le  cnniplenienl 
de  la  latitude  du  lieu  situe  sur  le  méridien  icclilij;ne  HA,  |Miin  le(|n(d  les 
deux  é(|uations  dont  il  s'agit  s<M-onl  (d)servee^.  un  aura,  en  Milisliln;iiil 
dans  la  formule  du  n"  36 

/i  /).   ' 


iang-  =  iang-^-j 
à  la  placi'  de  r.  et  //  ;t  la  place  de     '.  on  ;iuia,  di>-je. 


tang  -  ~    n   lang  -; 


(loue,  a  cause  de 

/i  I 

col  -   -       ^       T  1 
7.  Il 

lang- 


(188  SUR   LA   CONSTIUCTION 

It's  (li'iix  ('(matMiiiMlii  iniiiitTO  précédent,  élaiil  iiiiilli|)liccs  par^'  tant;-? 
(IcviciidroMl 

[c-  -I- 1  —  (c—  i)/i]  tang' — hc— 1— (c  +  i)«  =  o, 

[c  -I-  I  —  2(c'  —  i)n  —  \C  —  i   n^ .  tang'  -  —  c  -t-  i  —  2(c'—  i)  «  -t-  vC-(-  i)  «'^  o. 

I.a  piciMK'n'  (loiiiif 

(c  -t-  i)  tang'  — h  c  —  i 

[C  —  i)  lang y-  c  -h  i 

et,  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde,  (die  devieiidia,  après 
avoir  fait  évanouir  les  fractions, 

(c-t-i)(c—  I)'—  (c  — ij{c-f- 1)=—  2(c=—  r)'  n  I  —  lang"-  | 

-f-    2(C  — I)  C-t-l'r— 2!C +  !)(<!  — i)'—2(c'—i)(c  —  i)' 

—  2(c^  — ii(c-(-r)'-i-{c  +  i)'—  (c  — I)'— 2',c-  — 11'    (lang^-  -t-  taiig*~)=o, 
la(|uelie  se  réduit  a  celle-ci 

/                 -  <»'  \          T                /         ,55  ,  ro  \ 

(c=—  i)  I  I  +  lang'  -  1  4  ^ 3c-  —  7  ;  I  tang- r  lang'  -  1  -  o; 

d'où  l'on  liie 

I  -t-  7  tang- r  7  lang'  -  —  tang' 


(.^tang'jy 


4  lang-  - 

2  ,      .        ^  m 

C'=r  1  H ; —     -     I   -h  ^  SI  M-    -  COs:        • 

/  -^  \' 

I  4-  tang'  - 


ou  |>lus  siniplenienl 

c'=  I -)- sin'ro     (;t     c  —  y/i -i- sin'cj. 


iti:>  (  \uii;s  (ii;(i<iu  M'iiKjiJKS.  <>»!• 

A\;illl  r.  iili  ;iili;i    //    \t;w   l:i    riiiiilllli'  ci-di'SMIs,    l;i(|Mrllr    |icill   si'   llicllir 
soiis  celle  l'iiriiie  |iliis  simple 


c  —  cosra 
c  -h  cosro 


l.;i   \;ilem-  île  c  ser;i   re\|)(is;inl   (le  l;i   projecliim  "22   ,  el   hi  v;ilein   de  // 

.l(p|iller;i  le  i;i|p|i(.il  des  pallies  de  l'axe  |{ A  de  la  Carie  pour  le  poilil  K 

dans   li'i|llel   le>  eiilldiliolls   proposées   :itirolll    lien,   el    ilolil    la   loli^illld( 
sera  i,'  el    la   lalllllde  ijo"  —  57. 

W.  I.e  rii'ii  ilniil  il  >"ai;il  aiiia  donc  la  pi'opriele.  ipie  la  ■|naiilile  m  si'i'a 
il  |)eu  près  cuiistaiile  clans  tous  le>  lieii\  (  in  iminoimiis:  en  sorli'  ipie  les 
réiiions  ciiTunvoisincs  seront  le  iiioiiis  allerees  (pi'il  esi  possildc  dans 
leur  i;randi'iir,  cl  coiisei\eronl  (lai  coiisei|nenl  a  Ires-pen  pies  leur  rorme 
nalniTlle,  puisiiue  d'ailleurs  clia(|ne  (laitie  intininieiit  petite  de  la  pro- 
jection est  déjà  par  elle-inènie  seiiililaMe  à  la  pavlie  correspondante  de  la 
tiiiiire  de  la  ieire,  en  vertu  de  la  nature  de  la  projei  lion  'i  ,.  Ainsi  il  sera 
à  propos,  lorsciu'on  aura  une  Carte  (|uclcon(Hie  a  construire,  de  taire  en 
sorte  que  ce  même  lii-u  occupe  à  peu  pri's  le  milieu  de  la  Carte,  parce 
(pi'aliMS  les  pavs  représentés  dans  la  Carte  seronl  le  moins  deloriiies 
ipi'il  sera  possilde,  el  loiijoiirs  d'anlanl  moins  ipi'ils  seront  pins  pies  du 
inilieii. 

On  clmislra  donc,  dans  reteiidiii'  de  pa\s  ipie  Ton  se  pro|iose  de  pro- 
jeter sur  une  Carie,  un  des  principaux  lieux,  pinii  elic  place  ii  peu  près 
au  milieu  ûc  la  Carte,  et  l'on  t'era  la  longitude  de  i  e  lieu  éi,nile  à  <^,  et  sa 
latitude,  ini  la  liaiitenr  du  poli'  ciiale  à  ()()"  w:  on  aura  d'aliord  l'expo- 
sant de  la  projection 

<        \/i  -\-  sin'nj. 

lùisuite.  poiii  coiislruire  la  Carte,  il  n'\  aura  iina  placer  ce  ineiiie  lien 
dans  un  point  i|iielcon(pie  K  ipii  soil  vers  le  niilirii  de  la  Carie,  et  avaiil 
niene  uni'  dioiie  I5A.  on  prendra  de  pari  el  d'anlic  dn  poiiil  k  les  par- 
ties HK  el     \K   lelles  ,{ne 


lUv  ;   \K        c  -    cosro  :  r  -;    coscr; 


IV. 


(>90 


S[1H    I,  V    CONSI  KUCTION 


If  point  H  sera  le  pôle  lioréal  de  la  (larle  et  le  point  A  en  sera  le  [)6le 
aiislial;  la  distance  HA  sera  l'axe  niénie  de  la  Carte,  dont  la  lon^neni' est 

ai'liilr  aire,  et  dépend  di'  la  i;i'and('iii'  un  ili'  recliclli'  ([u'un  \eiil  donner  à 
la  Caitc. 

On  cheicliera  de  plus  l'aniiie  //  ipii  irpifseiilc  la  distance  an  |ioie,  nu 
le  cnniplcnicnl  de  la  lalilihie  du  lien  ipii  doit  dccnpei'  le  cetilre  (1  de  la 
Cai'le,  |iai'  la  l'iiriniilc 

lang  -  =  n  ian{4  - 

K  l{ 

dii  n"  'M),  dans  laipidle  //  ;  i  en  snile  (|n'ini  ania 

//        /  K  A    ' 


2         \K 


.A  \  57 


et  l'on  aura  Ions  les  élénn-nts  nécessaii'cs  pnni'  la  consirnclion  de  la  CaiMi' 
pro|)osée. 

il.    Lorscjue  l'exposant  c  de  la  piiijeeluin  csl  d(unic,  cmnine  d;ins  la 

iniijcclinn  stéréograpliiqne  où  t- =  i  (29,,   on  ne  peut   laire  disparaître 

dans  l'expression  de  m  (|IU'  les  teiain'S  alleclcs  de  la  preniiere  diniensinii 

de  |'5,  en  |trenanl    !i!) 

KB  f  —  cosm 

K  A        c  -^  eus  55' 

el  il  est  \isilde  (pn-  la  variation  de  ///  cl  par  cunsiMpn'nl  la  diUornnlc  t\\' 
la  llarle  seia  toujours  |)lns  i;randc  dans  ce  las  ipie  dans  le  cas  preci'denl, 
oii  l'on  donne  ii  c  nne  valeur  cnnvenalde  pinir  taire  disparaiire  aussi  ic^ 
secondes  dimensions  de  '•j. 

Vm  faisant  c -~  1   pour  la  pro|ecliiui  slei-eiiL;i:ip|il(pu'.  on  a 


1  -I-  rosin 
maison  a.  en  i^cneral.  lorscine  r' =  1, 


7^  I,  h 

laiif,' —  —  /(    lang-      -   «  latm 


l)i:S   CAKTKS  Gi;<M,U  MMIIOUES. 
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(lonr 


n       II-  laiif;'         ri      n       cul'- 


//        I  -+-  cosA       GB 
■^T^Â  ■''  (TA  ' 


mais  «  —  .      ;  donc  le  nuinl  K  luinlii'  vu  (i,  i  r  (ini  ^';l(•nlr■(ll•  jivcc  ce  (iiic 
k\  '  '  ' 

nous  avons  vu  plus  haut    37j. 

Oi',  par  l'expression  générale  de  ///  linnnee  dans  ce  uunieio,  il  esl  aisé 

de   voii'  (|iu'  la  \aleur  de  //;   pniii'   les  lieux   places  sur  l'axe  HA   ii   une 

dislance  i|uelciiih|ue  ^'^  du  poiuMiseia 

GH        jâ' 
G  H      ' 

d'où  il  s'eiisuil  (|uc.  (|iu'l(|iu'  valeur  (|iu'  |Mii>se  avoir  la  (|uaulile  Gil.  j;i- 
inais  la  seconde  dimension  de  ^i,  ne  p(uirra  disparaiire  de  la  valein-  de  ///, 
il  moins  de  sup|)OS(M' OU -^  x  ,  ce  (|iii  sciait  ahsiii'de.  puis(|udii  auiail 
alors  au^si  ni  ^^  zo  .  Donc  (die  ne  di>parailr;i  pas  non  plus  dairs  le  cas 
du  n"  39,  lorsque  la  valeur  de  zs  sera  l(  Ile  ipie  c  i,  ce  (|ui  arrive  en 
faisant  sinw  o,  et  par  ('onsé(|uenl  w  o  (ju  i Ho",  c'est-à-dire  ([imnd 
l'un  ou  l'autre  pôle  doit  occupei-  le  milieu  de  la  Carie,  au(|uel  c;is  on  au- 
rait la  projection  sléréoi;raplii(|ue  polaire;  c'est  aussi  de  (|in>i  l'on  peni 
se  convaincre  par  les  formules  mêmes  des  n""  38,  39. 

En  effet  si  l'on  sup|Jose,  ce  (jui  revient  au  même,  siiiw  inliniuienl  jieiii 
et  égal  il  i.  (01  aura 

f  =  I  -f-      >      cosro  ^  I  —  —  1 


donc 


/'              Bj           /i  —  cosra       / 
n=-,     tang-=i/ -  —  -' 

7.  2  V     '  -*-  COSCJ  2 


donc  (  à  cause  de  laiiL^     --  n'  tany      1  on  aura 


Or 


=^  rt,     X  -f-  u  =  a  0  ; 


87. 


tiitri    SI  I!  I,  \  coNsriuc  I  n»N  itr.s  c  ut  I  Ks  (;i;()(iu  M'iiKu  ES. 

1111  jiii';i  doMi' 

Siili-liliiiiiil  CCS  dillcicnlcs  valeurs  dans  l'cxpicssiuii  i;cncralc  i\i'  m  du 
11"  .'{S  et  iiéj;lii;eaii(  >■>•  (|ii'imi  doit  iiéi;liycr  à  cause  de  /  iiiliMiuietil  |ielil. 
on  aura 

nii  l'on  voit  (|ne  le  Icruic  allecle  de  fi,  dis|iarail  en  faisant  /=  o,  mais  non 
pas  celui  (|ui  conlieul  fi,'-,  (l'est  le  seul  cas  où  les  résultats  ij;énéraiix  du 
n"  39  soient  eu  delaul:  ce  (|ui  vient  de  ce  (|ue  l'é(|natinn  provenant  df  la 

desti'iictidii  du  coenicieul  de  ['-  u  i'\v  tuultiplii'e  |iaf  la  (]uanlite  n     '  taiii;    i 

lai|uelle  dans  le  cas  |iiesent  devient   ,  ■  J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ce  petit 

détail  poui'  lever  la  coniradiclion  apparente  (ju'on  aurait  pu  reniar(]ner 
eutic  les  résultats  des  n"'  157.  39. 

42.  Supposons  (pi'il  s'agisse  de  construire  une  Carte  dont   le  milieu 
doive  être  occu|)e  par'  la  ville  de  Berlin;  on  aura  donc 

,i,f^3i"2'j,    90"  — ro  =  Sa"  3i'y, 

par-  c(Mise(pient 

cj  =  3'j''28'i; 

de  lii  orr  tr'ouvera 

c  =  y  t-i-  sin^!  37°  28'^)  =  1,1706. 
et 

0,3770  . 

On  |)r('ridia  doue  pmn-  l'exposant  c  de  la  pi'ojection  le  norid)re  r.i",  le- 
(|uel  dillere  peu.  comme  on  voit,  de  l'unité;  en  sorte  (|ue  la  [irojeclion 
rre  s'éloignera  pas  l)eaucou|»  de  la  pi'ojection  stéréogra|)lri(|ue:  ensuite, 
eu  sirpposairt  (prc  Mer  lin  soit  au  point  K.  orr  détei'rrrinera  les  pôles  15  et  A 

err  sorte  (|rre  r--  =  0,19a,  c'est-iiHlirc  (pr'orr  prcrrdia  KM  :  l\A  comme  k) 

il  100  il  liés-peu  prés. 


MKMdiin; 


IUKOIIIK  1)1    MOIM'MKVr  HKS  Fl.l  IUKS. 


.MIMIIIIU, 


TIIFOIIIK  hl  \IOl  VKMKNT  DKS  KLIIIIKS 


Muiiffuiii  MéinoiiTs  de  V .Itiidvinic  royiilt;  dvs  .Siirmcs  il  Urlli'\-lj-ltir\ 
df  lii'itiii,  iinnéi'  1 781.1 


|)r|iiiis  <|iH-  M.  il'Alciiilii'i't  A  ri'diiil  ii  il<'>  i'(|(Mlii)iis  iiii:ilvli(|iii-v  lo 
vraies  Idis  du  iiHiuvi'iiiciil  (1rs  lliiidcs,  cfllc  matii-rc  est  dcvciiiii'  l'idiiil 
d'un  i^iaiid  iiiniiliif  <l<'  rcclicfclu-s  (|ui  se  troiivt'iil  répandues  dans  les 
Ol>uscidcs  de  M.  d'Alenihert,  el  dans  les  Recueils  de  celle  Académie  el  d< 
celle  de  l'cletsiiourg.  La  Théorie  genei'a le  a  ele  l»eanciiU|(  |ieitécliiinMei 
dans  ces  dillerenles  l'cclierclies:  mais  il  n'eu  esl  |ias  de  même  de  la  |iar'ln 
de  cette  Tliémie  (|ui  (  unccine  la  manii-re  de  rappli(|uei  an\  (iiieslimi? 
parliculit'res.  M.  d'  Menilicil  |)ai:iil  même  |i(ule  ii  cniiic  (|im'  celle  appli- 
cation esl  impiissihle  dans  la  pluparl  do  ca>,  sui'huil  liusipril  s'ai^il  ilu 
UMUivemeul  des  tluidi's  (pii  coulenl  dans  des  vases. 

.\près  avoir  soigneusement  étudie  liuil  w  tyw  a  dejii  ele  ecrii  sur  la 
Tliéoi'ie  rigoui'ense  du  mouvemeul  ile>  lluides.  je  me  suis  ap|dii|ue  :i 
lever-,  ou  du  moins  a  diminuer  les  dilliculles  (pii  oui  relarde  les  progrès 
de  celle  Théorie,  el  oui  (ddige  les  (.iéomèlres  ii  se  lonlenler,  puui'  la  so- 
lulion  des  l'iohli'uies  les  plus  simples,  de  melhodi's  indirectes,  ou  jbn- 


I.M  le   >■>  niiMMiilirr   i-Si 


mm  MKMitlIU.  SIU    I,  \   T  II  KO  H  II-: 

«Ires  sur  (les  sii|i|Kisiliniis  [nccMiics.  (l't-st  ce  (jui  :i  (x  riisidiiiic  1rs  Rc- 

clierclit's  (loiil  je  viiis  (Idiiiu'f  le  it'sultal  dans  (•<*  Mémoiiv. 


SECTION   PHIvMlKKE. 

('.0N>i  iiKUA  i  ross   (;k\i;k\i.ks   sih   les   éoiations   konham  kn  iai.ks 

1)1      \H)l\E\IK\T     I>KS     KLLIUES. 

1.  Soil  uni'  masse  (|U('l(<iii(|ii('  de  llniilc  (|iic  l'oii  considérera  eoninie 
composée  d'une  infinité  de  pailiciiles  dm:  cl  sciicnt  x,  y,  z  les  coordon- 
nées reclaiitiies  de  eha(|ne  pailiculc  t/m;  p,  q,  r  les  vitesses  de  cette  par- 
ticule parallèlement  aux  niénics  coordonnées  et  dans  le  sens  dans  leqind 
ces  coordonnées  aniinn-ntcnt  :  cl  cntin  /  le  tem|)s  écoule  depuis  le  com- 
ini'iicenicnl  du  mmmimmucuI.  Os  (juantilés^,  y,  r,  devant  appartenir,  en 
général,  ii  cliacpic  pai'ticide  et  a  clia(|uc  instant  du  iuduvcuicîiI.  ne  peu- 
vent être  (pic  des  l'onctioiis  des  variahics  .r,  v.  c,  /:  cl  c'csl  de  la  déter- 
mination de  ces  jonctions  (pic  dépend  celle  du  mouvcmcnl  du  tluide. 

Ces  t'onclions  elaiil  connues,  mi  aura,  pour  le  mouvcmcnl  de  cliaipic 
particule,  les  ecpialions 

dx      pdl,     dy^qd/,     dz^^rdl: 

lcs(piellcs,  étant  intégrées,  doniicionl  les  valeurs  de  a .  y,  z  e\prinicc> 
fUi  t  et  en  trois  constantes  arbitraires  a.  h.  c,  dépendantes  du  lieu  initial 
de  la  particule:  ainsi  l'on  conuaitra  le  lieu  de  i  lia(|ue  particule  du  lluidi 
apri's  un  temps  (piclcoinpic. 

Si  l'on  chasse  d/  de  ces  c(piari(Uis.  on  aura  ces  deux-ci 

l>(/r       (](/.),     j)dz~rd.r, 

ii'sipiclles  expriment  la  natiM'c  des  diliérentes  courhes  dans  lescpielles 
loiil  le  lliiidc  se  incul  il  clia(|uc  instant,  courhes  (|ui  changcnl  de  place 
cl  (le  tormc  d'un  iiishiul  ;i  ranlrc 

i.  Mainicnanl.  ;i  cause  de  la  ((mliuuilc  du  tluide,  ou  peut  imaginer 
ipie  cJKKpn'  pailicllhw////  :iit    l;i   tii^iiicirnii   p;iiaHclc|iipc(lc  l'ecl;nigle,  et 


Itl     MdllVI'MI'NT   DES   Kl.  II  IDES. 
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i|iic  sdii  Vdliiiiic  siiil  |);ir'  <iiiis('(|iii'tit  t'\|)iiiii('  |i;ir  ox'oyo;,  en  siippo- 
Siinl  ([lit'  5.i',  fîv,  o:  soifiil  IfS  côlrs  du  |);iiall(''lc|ii|>i'(le  et  i'f|)i'r''S('t)l('iil 
If's  vaiialioiis  di's  coordoniiiTs  .r,  y,  z,  pour  li's  parliculi'S  adjaccnlts, 
ilaiis  la  iHn'iliiiii  de  ces  ciMjrddniiccs. 

Si  dom   iiii  niiiiiiiii'  A  la  di'iisilc  de  cIkkiiic  pailiciilc  i/m,  un  aiii'a 

t/m  -^  û  ox  ojoz, 

i'\  la  (|iiaMlilc  A  devra  clic  iiarcilicmcnl  imc  riuiclioii  de  .r, y,  z,  I. 

3.  Dans  l'iiislaiil  sii'naiil,  le  |)ai'allidi'|)i|i('dc  (  liaii;,^cra  à  la  lois  de 
place  et  de  l'oriiie,  mais  la  niasse  dm  demeurera  la  même.  Pour  voir  ce 
ipir  de\ieMl  le  \idiiiiic,  (iii  l'espai'e  nx<iy<^z,  (Ui  l'emaiijiirr:!  ijiii'  les 
(•(inrddiinees  .r,  v,  ;  tli'  la  pailieule  dm  devienuenl,  par  le  mouvemeni 
de  celte  parlienle,  a  hpdl,  y  ^qdt,  z  +rd/l\j;  donc,  taisant  varier- 
suecessiveiiiciil  dans  ce^  dciiiii'ics  cxpi'cssions  les  var'iahics  .i ,  y.  z  de 
fî.r.  !iy,  8z,  les  cour'ddirrrées 


de  la  particule  adjacente  dans  la  dircctinii  de  la  ligne  .<  deviendront 

-î  -f-  w  (//-(-(  I  +    /-  (//  1  'j.i ,       I   +  iidl  -+-  -7^  (Il  (ix,      z  -\-  rdl  -k-  -r-  dl  oj 
\         (Ix      l  'i-^  ''-■ 


dx 


dx 


ainsi  le  côté  ^x,  letpnd  jninl  les  angles  du  par'allél('|)ipi'de  l'elaliis  aux 
coordonnées  x,  y,  ;  cl  a  ^  oa,  y,  z,  deviendra  évidt'mmeiil 


*V(-:S"')'-(È'")'-(s'")"=^'i-'l"')- 


en  négligeant  li's  i|nantites  iiiliiiiiiieiil  petites  dn  Iroisième  ordre.  A  l'é- 
gard des  deux  auti'es  cotés  egairx  et  |)arallides  ii  i).r,  dont  riiii  inlnt  les 
angles  ndalils  aux  coordonnées 

X,   y-i-ôy,   z,     cl     x-^6x,   y-^àr,  z, 

el   r;illlre  joiiil   le>  ;i|lgles  l'elaliis  ail\   (oonlollliees 

X.   y,   z-hoz,     et     X -h  èx,   y,  z-i-oz. 


IV. 
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il  »\sl  visililc  (iiif,  |)()ur  savoir  ce  (liif  (Icviciiiiciil  <cs  cotes,  il  h'n  ;mr;i  (|irà 
auj^iiicntor,  dans  l'i'xpression  prccrilciilc,  y  de  ov  et  ciisuilc  r  df  or.; 
ainsi  ces  côtés  deviendront 

"  (■  *  s .<")  ■'  3^^-  '" ^- «>■   "i-^t  "')  -  ;^«  "'  "  ^ -■• 

valeurs  (|iii  se  réduisent  à  . 

en  néi>lij^eant  les  infiniment  petits  dn  troisii-me  ordre. 

Il  s'ensuit  de  là  que  les  trois  cotes  |)araliéles  et  égaux  à  5.r  du  parallé- 
lépipède rectangle  nx^yri:-  deviendront  dans  l'inslaiil  suivant 

et  seront  par  conséquent  encore  égaux  entre  eux.  On  trouvera  par  une 
analyse  semblable  que  les  trois  côtés  parallèles  et  égaux  à  8y  se  change- 
ront en 

ei  ()iie  les  li'ois  côtés  pai'allèles  et  égaux  à  c?;  se  changei'ont  en 


èzli-^-^tll]\ 


dz 


de  sorte  (|ue  le  [larallelépipède  rectaniile  o.roySr  se  trouvera  changé 
en  un  autre  parallélépipède  dont  les  côtes  seront 


d^'"r      '-'V^  ir  ",r      -y       dz 

Or,  si  ces  côtés  étaient  eiuore  dans  la  diredion  des  lignes  x,  y,  z,  il  n'v 
aurait  (|u";i  les  multiplier  ensemble  pdinasdir  la  capacité  du  |>arallele- 
pipt'de:   laquelle  serait  (buic,  eu  uegligeaul  ce  (|u'on  doit  négliger-. 
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Miiis,  i|iH'll(' i|iii'  imi-^si' l'Iii'  Iciii' (Icvuiliiiri,  il  csl  (•crliilii  (|ii'cllc  iir  |)(iil 
êll'c  i|iriiirniiiiii'iil  |iclilc;  m  clli'l  le  rùlt-  ox,  cil  (li'Vclliilit 

fiTit  avec  l:i  lij;iic  des  x  un  iin^lc  doiil  hi  l;iiij;i'iilc  sciii  cgalr  à 

(II'  soitc  (in'cii  iic^lii;caii(  les  liitiniiiiriil  prlils  du  sccdiid  nrdic  on  aura 


"'v(s)'-(s: 


pour  l'cxpccssiuii  de  ( cl  aui;l(';  cl  ainsi  des  aulrcs  aiii;lc>  de  di'vialidii. 
D'ailleurs,  de  ce  (|iic  le  |iMrall(''l(''|)i|)i'il(*  rcclangli'  csl  crlui  i|ui  a  la  plus 
jii'andf  (■a|)a(ilc  |iai'iui  liuis  ceux  (]ui  onl  les  niriiics  côtes,  il  s'cusuil 
(lu'i'ii  l'aisant  varici-  iuliuinicnl  |)cu  Ic^s  au^ilcs  d'un  parai Iclépipède  rec- 
taiijili',  sa  capacilc  ne  saurait  varier  (jue  dans  une  [)i(jpoition  qui  ne  dil- 
ferera  de  l'unilc  (|uc  par  des  (|uantilés  intiniinent  petites  du  second 
ordre,  c(dles  du  pi<  iiilci  dc\aiit  dispai'ailre  |)ar  la  propriété  du  uiaxiinnni. 
Donc  la  (pianlitc 


+  f  ,it ,_  ^  ,n 

(Ix  (ly 


<lt. 


(|ne  nous  avons  trouvée  pour  le  rappoit  entre  la  capacité  du  nouveau 
parallélé|)ipède  et  cidie  du  para!lélé|>ipi'de  priniilif  S.rSv');.  ne  pourra 
varier,  en  consé(|uence  de  la  déviation  inliniiiicul  petite  de  ses  cotés, 
(|iie  de  (piantilés  intininH'nt  petites  du  second  ordre,  lesquelles  devront 
|)ar  conséciuent  être  iiéi;lii;ées  vis-à-vis  des  ternies  du  pi'entier  ordre 

^  (h  +  '^dt  -h  '4-  'l' 
ax  (Ir  <l: 

\.    Ainsi    la  cpiaiilile   oroior-  deviendra    siMi|dcuiciit    dans  rinslani 

suivant 

àxorozii  -^  '-J^  fit  -~  '-^  (Il  -I    '—  (/f  \  ■ 
\  (Ir  ri}-  (Iz        I 
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Mais  la  ilciisiU-  A  dcviciil  ni  luciiic  Iciiips  en  y  laisaiil  varier  /.  .r,  y, 

(le  t/t.  /n/t,  qdl.  rdl) 


A  H T-  ut  -+-  -I—  P  (Il  -^ — j—  </  '/'  -+     ,~  I  "I ■ 

al  ilx  '^  ar  ^  <lz 


Vav  (Oiisriiiiriil  la  (|iiaiililc 
(Icviciidra 

.     -     .    [(là   ,.       dà      .        f/A      .        </A      .\ 

la([u<'llt'  (levant  toujours  ètir  égale  à 

dm  -r  A  iix  0  )  os, 

(Hi  aura,  eu  divisant  par  o.r  ov  <^:-  d/,  ré(|uali(in 

.  (dp       dq       dr\       dl  dl  dl  dl 

^i£^  #  +  5ï)  -^  d^P-^Th-  'J  ^  dz  '  -^  ./7  ="• 

ou 

d{Ap)        d  Iq)        d{Ar\        dl  _ 
dx  dy  dz  dl 

C'est  la  première  équation  fondamentale  de  la  Théorie  du  mouvement 
des  lluides;  et  comme  elle  est  relative  à  la  densité  dn  tluide,  elle  peut 
èti'c  nomnice  en  général  Vèqualion  de  la  densité. 

5.  ij)rsque  le  llnide  est  ineompressiide.  la  (leiisilc  de  cliaiiue  parti- 
cule dm  ne  vaiie  point  d'un  instant  ;i  l'autre  :  ainsi  il  i'audia  (|ue  l'on  ail 

dans  ce  cas 

dl       dl  dl  dl 

dt         dx  '^        dy  ^        dz 

et  re(|uation  précédente  se  réduira  alors  ii  celle-ci 

dp        d(j        dr 
dx       dy        dz 
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DiiiH  [Kiiir  les  lliiiilcs  iiiiomprcNMliIrs  ri't|ii;iliiiii  de  l;i  (lrii>iili'  se  ilf- 
fip|ll|)i)sc  en  lieux  (le  ciili'  rmiilr 

(/A       dà  </S  (Il 

dp        dii        dr 
ux         uy        (Iz 

(Ion!  la  pirmière  serl  à  (IcMcnniiier  lii  (Icnsitc  en  fondion  de  .r,  v,  z,  t, 
et  li)  seconde  reiifernie  la  condilion  de  riiicoinpressihilité  du  (liiide,  el 
peiil  rlic  n(tiiiiiii'c  en  ciuiséiinenee  ci/udliori  de  /'i/ico/N/ircssihili/r. 

().  Considérons  piésenleinent  l'ellet  des  forées  accélératrices  i|ni  ai;is- 
seiit  sur  le  llnide. 

SiiienI  1',  Q,  K  les  Ibrces  par  lesquelles  cliaipie  point  du  tliiide  esl  sul- 
licite  paiallèleuienl  aux  cooi'données  j-,  v.  r,  el  (l;iii>  le  si  lis  suivant 
lequel  ces  coordonnées  augmentent.  Si  l'on  su|)|)ose  d'aiiord  le  tluide  en 
repos  et  en  équilibre  en  vertu  de  ces  forces,  il  faudra,  par  les  piinci|)es 
connus  de  réijuilibre  des  fluides,  que  la  quantité 

A   Pda--\-Qdy  +  \{dz) 

Miil  une  ilillerenliidle  exacte  par  lappoil  k  .v,  v.  r. ;  et  son  intéi>rale  e\- 
priuiera  la  pression  du  lluide  sur  le  [loint  ijui  ri'poiid  aux  coordoniu-es  x, 
y,  z,  pression  qui  sera  ainsi  représentée  par'  une  IhmcIhiu  tiuie  de  ces 
mêmes  varialiles. 

Si  donc  ou  uoniine  en  ^encrai  II  celte  pression  |)ro(luile  par  les  lnrces  P, 
Q,  R,  on  aura,  dans  le  cas  où  le  lluide  iloii  être  eu  ('(piilibre  eu  verlu  de 
ces  foi'ces, 

'/II  =  A  lV/,c -^  Qr/)  -f-  lidz  . 

eipialiiill  qui  iliiil  l'he  inle:;ialiie  irelle-ilH'ilie.  el  iliiiil  les  coudiliiuis  de 
l'integrahilile  donueroni  celles  anxipielles  doivent  l'Iie  soumises  les 
forces  données  p(»ur  l'exisleui  e  de  l'eiiuilihre. 

.\  la  siii-j'ace  extérieure  la  pressiiui  II  doit  étic  nulle,  |iiisi|iie  lé  llnide 
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("Si  liliir  ;  iii;ii>  SI  le  Ihiidc  est  presse  par  une  force  (|iieli(iii(iiie  (loniiee,  il 
laiil  (|iie  celle  force  soit  balancée  [)ar  la  inènie  pression  II.  Ainsi  la  va- 
Icni-  (le  la  fonction  11  sera  donnée  à  la  snrfacc  du  llnide,  ce  (pii  fournira 
iiiic  (iiiiiilioii  entre  les  variables  a:,  j',  :;,  la(|uelle  delerininera  la  tli^iire 
lie  crilc  surtacr  dans  l'état  d'é(|uilil)re. 

T.  Supposons  maintenant  (|ue  le  (luide  animé  des  mêmes  forces  P.  Q, 
|{  soii  en  mouvement,  et  que  clia(}ne  particule  dm  ail  les  vitesses /^  </.  r 
tunclions  de  a,  y,  ;,  t  1).  Dans  rinslant  suivant  le  temps  /  devieni 
/ -h  r//,  et  les  coordonnées  JT,  y,  r-  de  la  particule  r//w  deviennent  .r-t-yv^//, 
y  4-  qdt,  z  -^  rdt  à  cause  du  mouvement  de  cette  parlicule.  Donc  les  va- 
riations des  (|iiautiles/;.  q,  r  seront 


(dp 

dp            dp 
-P£^^dr' 

-ï)'"- 

Idq 
\dl 

dq           dq 

•iy- 

\dl 

4)'"- 

Or.  |iai  les  principes  de  la  .Mecanic|ue,  ces  variations  elaiit  divisées  par 
relemeiil  dl  du  temps  donnent  les  forces  accélératrices  capables  de  les 
produire,  les(]uelles  doivent  être  par  consérpient  é(|uivalenles  aux  forces 
P.  0>  H  qui  agissent  réellement  sur  le  tlui<le.  Donc  les  premii-res  diritiees 
en  sens  contraire  doivent  faire  é([uilil)re  à  ces  dernières;  d'où  il  s'ensuit 
(jne  le  fluide  étant  animé  dans  clia(|ue  point  par  les  forces  accélératrices 


p- 

dp 
'  dl  ' 

dp 

dp 

'i 

Q 

dq 
dl 

dq 

dq 
-'i-dy- 

't 

R  - 

d, 

dr 
'Plia' 

dr 

dr 

dii'iiices  siiixanl  les  li;;iies  r,  y.  r-  dans  le  sens  oii  ces  liynes  aui;uienlent, 
devra  être  eu  equiliiue  de  lui-UH'me. 
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Ainsi,  rii  iKiiiiiiiiiiil   II    lu  |iirs-,i()ii  ijni  ii;iil  ilc  lniilcs  ces  r<)i'rf>  diiris 
'li:i<|iii'  [loiiil  (lu  ilnidr,  on  atir:i    (i 

/„        tir  dr  <lr  ilr\    , 

\  (//        '    >/x-        '  dy         .dz  I 


■y-  A  (  0 

-^Al 


■■(luiiliiiii  (|ni  (l<'\r;i  ijuicillcini'iil  clri'  iiili'i^iMlilc  piit'  iii|i|)(iii  :iii\  \;ii'i:ilili-s 
.r,  V,  r,  le  Iciiijis  /  cliiiit  icj^iirdc  (•(iiiiiiic  (uiistiiiil. 

C'est  lu  seconde  ('(lUiilioii  ruiidimiciilalc  du  iiKiiivcmciil  des  lluidcs.  i-l 
<jui  pi'iit  l'trt'  noiiiiiicc  équation  de  lu  pression. 

S.  I,'iii(cgi:il)ilili'  de  celte  e(Hi;iliiiii  donne  en  reyaidani  II  eninine 
une  t'oiutinu  tinie  de  x,y,  z)  ces  lidis  equatidiis  pai-tielles 

dx  -■^y        dt        '  dx       '^dy  dz)' 

dy        -^V^        ///        '  dx        I  dy  dz) 

du         ,  /„        (//■  dr  dr  dr\ 

^  =  ^r-;//  -  ''d.-^'idy-'dz)- 

Or  dans  les  lluides  eoiu|ii'essildes  la  densité  A  est  hinjonis  d(Uinee  par 
une  i'duclion  cunniU'  de  II,  .<  ,  ^ ,  r,  /,  de|ieudanle  de  la  loi  de  l'idasticile 
du  tliiide  et  de  celle  de  la  eliaieiii'  i|ui  est  supposée  régner  ii  cluHiue  in- 
stant dans  tous  les  points  de  l'i-spaee.  Ainsi,  coinliinant  les  li-ois  e(|iia- 
tions  précédentes  avec  l'equatiuii  générale  de  la  densité  i  ,  on  aura 
(|uatre  é(|uations  aux  dillérences  |)artielles  eulre  les  (|ualre  inconnues  />. 
y,  /•.  A  et  les  varialdes  .v, y,  z,  l,  les(|iielles  e(|nalnins  conliendronl  toute 
la  Tiii'orie  du  uiouveineiit  des  lluides  <'oinpressildes  et  tdasti(|ucs. 

y.  Pour  les  lluides  iiicom|iressildes  nous  avons  vu  5  que  l'on  a  deux 
équations,  l'une  relative  ii  la  loi  de  la  densité,  l'autre  relative  à  la  cun- 
dilion  lie  rincoin|)ressiliilile. 
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Or,  cliiiiiii:!!!!  I;i  i|u;iiititi'  Il  des  h'dis  l'iiiuilidiis  du  iiiuiH'i'o  pn'ci'dciit. 


un  ;i  (•<•>  il('ii\-ii 


r/i'  ilx 

ftz  dx 

l('S(|ii<'ll('s  l'hiiil  ((niildiiccs  iivcc  Ii's  deux  doiil  ikhis  venons  de  |i;irU'f,  un 
aiiia  de  nouveau  (|ualre  équations  aux  dilleicuces  partielles  entre  les  in- 
connues yy,  q,  r,  A  et  les  varial)les  a^,  v,  r.  /;  et  ces  e(|uatioiis  conlien- 
droiit  toute  la  Théorie  du  mouvcuienl  des  iliiides  ineonipressihies. 

Kl.  Les  e(|uati()ns  (|ue  nous  venons  de  donnei- l'Ianl  aux  dillerences 
Martielle>,  leurs  intégrales  renteruieroni  uecessairemeni  des  l'onclions 
arbitraires  des  variables  r,  v,  3,  /;  t^l  la  détermination  de  ces  l'onclions 
de|teudra  de  l'état  initial  du  fluide,  c'est-à-dire  des  valeurs  de /j.  f/,  r,  A 
lors(|ue  /  =  o.  et  des  eondilious  |)articulii'res  aux([U<dles  la  suit'ace  même 
du  fluide  devra  être  assujettie  pendant  le  nKtuvemenl. 

On  suppose  laeitemeul  dans  la  théorie  dn  mouvement  des  fluides  (|ue 

les  parliciiles,  (|ui  sont  une  fois  ;i  la  sui  l'ace  du  fluide,  y  restent  loujours 

pendant  tout  le  mouvement.  Celte  condition  parait  eu  etlét  nécessaire 

pour  {[ne  le  fluide  ne  se  divise  pas,  mais  forme  {(Uijours  une  masse  con- 

linne;  cepindaiil  nous  verrons  qu'il  y  a  des  cas  où  elle  ne  doit  pas  avoir 

lieu. 

Soit,  en  gênerai. 

\  =o 

re(iuatiou  de  la  surface  du  fluide,  A  étant  une  fonction  de  x,  y,  s,  t. 
l'uis(|ue  par  le  mouvement  du  fluide  les  coordonnées  .r,  y,  z  d'une  par- 
lirule  (pu'Iconipie  devieuneul  .r  -\- pdt.  r  +  (jdt,  z  t-  rill.  tandis  (|ue  le 
temps  /  devient  l  -{-  dl  \  .  p(Mii'  (|ue  les  mêmes  particules  se  trouvent 
encore  ii  la  surface  après  l'instant  r//.  il  faudra  (|ue  ré(|uation  A  o  ait 
lieu  également  en  \  mettant  .»  -^  piU.  y  ^  y  r//,  ;  -+-  rdl,  I  ^-  dl  \\  la  place 
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(le  j-,  V,  ;,  /.  Miiis  |);ii' (fs  siil)StiliirKuis  il  csl  visilili'  (|in'  A  (lf\i<'iil 

d\.   ,        f//i      ,        d\      .        d\      . 
A  -t-  ~j-  (Il  -¥■  -r-  pt/l  -¥-  -,-  qdt  -\-  -7-  rdt; 
(Il  dx  '  dy  '  dz 

(Idiic  on  -.www,  |iiiiii'  lu  rdiidilioM  doiil  il  s'ii^il,  ri'(|iiitli(iii 

d\  d\  d\         d\ 

dl        '    dx        '  dr  dz 

l;ii|m'llr  flovra  par  (■oiis(''(|mMil  iivnir  lien  en  iikmiic  temps  (pif  !'r(ni;i(i(iii 
A       I»  (le  la  surface. 

Si  le  lliiide  esl  CDiilenii  p:ir'  des  p;iriiis  d'une  tij^nire  diinnee,  il  est  (daic 
(jue  la  partie  de  la  sni-l'ace  dn  llnide,  la(pndle  sei;i  eonlii^iie  à  ces  parois, 
devi'a  avoir  la  nn'nn'  lij^nn'  (jne  h  ^  p:iiiiis:  :iinsi  l'eipuilioii  A  =  o  devra 
être  celle  de  la  ligure  donnée  des  patois. 

Mais,  dans  les  eildroils  (u'i  la  sur  l'ace  du  tluide  ser'a  liliie,  il  faudra  (pie 
la  pression  II  y  soi!  nulle;  et  si  le  iluide  y  etail  coiiiprime  à  l'extérieur 
par  des  forces  quelconques  données  F,  il  faudrait  (pie  ces  Cok es  fussent 
('•gales  et  de  direction  contraire  aux  pressions  II.  Ainsi  on  aura  dans  le 
preiniei'  cas  II  o,  et  dans  le  sec(Uid  II  F,  pour  l'cMpialion  de  \;\  sur- 
face lihre  du  tluide. 

Désignant  do:ic,  eu  géiu'ral,  ces  e(|uati(>ns  par 


on  prendra    H  a   la  pla( c  de  A,  et   l'on  aura,  pour  la  c(uiditi(Ui  (pie  les 
inéines  p;irti(nles  du  Iluide  soient  tiuijours  ii  la  surface.  ré(pialioii 

f/B  dVl  dVi  dB 

dt        '    dx         '  dy  dz 

hopielle  devra  Slllisister  en  llieine  lellip>  (pie  ['('(pnitioll  H  -    o.  et  p;ir  Cdil- 
sequeiil  ap|parteiiii'  ;i  la  iiienie  surface  coiiilie. 


1t.     I.'eipiatiiili 


r/A  (/\  d\  dk 

dl        '   dx        ' 


■>l  integraMe  par  la  Miellindc  générale  (pie  j'ai  donnée  pour  ces  S(wtes  d' 
IV.  by 


"OU  MÉMOIHK   SUR    L\    THÉORIE 

i|ii;itioiis  il;iiis  Ifs  XoiH'cau.ï'  Mnnoires  de  l' Académie  de  licrlin  de  i  ""jç)  ("). 
Siiixiiiil  celle  iiii''llio(le  il  l'aiil  inl(''i;fei-  les  (|ii;itre  é(iii;itioiis 

,lr       pill,      </)■       ,],//.      ,1:        1,1 1,      ,/\        o, 

t'I,  iioiiiiiiiiiil  a,  h,  c.  Il  h's  (juatrc  coiislaiilcs  aibitrairiîs,  on  aura 

h  ~-  f  (I,  h,  c 

|)mii-  l'iiitci^rale  de  la  propiisée,  dans  hKinclle  il  l'aiidia  nicttre  pour  /i,  a, 

h,  c  k'iii's  valeurs  en  .r,  y,  z,  t.  A,  la  caiactéiisruiuc  /  denolant  uni'  t'oiic- 

lion  (|U('lcon(iU('  de  a,  b,  c.  l/e(iuarK)ii  d\     o  domif  d'ahoid  A       h: 

ainsi  l'on  aura 

A    -f\a,  b,  c), 

les  ([uanlltés  a,  h,  c  étant  les  trois  i-onslantcs  arltitraircs  (jui  entreront 
dans  les  intégrales  des  équations 

dx—pdt,     d}  —  qdt,     dz       rdt, 

ou  plutôt  les  valeurs  de  ces  eoiistantes  en  x,  y,  z,  t,  déduites  de  ces  in- 
tégrales. Or  nous  avons  vu  dans  le  n"  t  (jue  ces  intégrales  servent  à  dé- 
terminer les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  z  de  chaque  particule  pour 
un  leiiips  (luelconquc  t,  et  (|ue  les  constantes  arbitraires  a,  b,  c  dépen- 
ileiil  du  lieu  initial  de  la  paiticiile.  Ainsi  ré([uation 

kr^f  a,  h,  c\ 

in<ii(|ue  (|ue  la  quantité  A,  regardée  comme  une  t'onction  de  x,y,  z,  (, 
doit  être  telle,  (|ue  si  l'on  y  substitue  |)our  .r,  v,  z  leurs  valeurs  en  /  et 
en  rt.  b,  c,  elle  devieinie  une  t'uiieliiui  de  a.  b,  v,  sans  t,  c'est-à-dire  (jin'  / 
s'évanouisse,  (l'est  aussi  ce  ([u'on  peut  (lemontier  //  priori  par  le  raison- 
nement suivant. 

F'iiis(iue  A  =  o  est  ré(|nali(m  de  la  sui  l'ace  du  tUiide,  A  étant  uiu'  fonc- 
tion des  coordonnées  x,  v,  z  et  du  temps  t  qui  est  comme  le  paramètre 
variable  de  cette  surface;  il  s'ensuit  (|uc,  si  l'on  y  substitue  pour  .z.  y,  z- 
leurs  valeurs  en  /  et  d,  b,  r,  el  (|u'(ui  suppose  [)our  plus  de  sim|»licité 

(*)  OEuvres  de  Lagriin^r,   t.  IV,  p.  G24. 
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(|ii('  (1,  h,  (•  soiciil  les  v;ilciirs  de  v,  v.  "■.  I()rs(|ii('  /  —  o,  c'cst-à-dirc  les 
coonloiiiiées  initiales  de  cliiKHic  particule,  il  s'ensuit,  dis-je,  que  ré(|ua- 
tjon  A  -^  o  sei'a  entre  ces  courdonnees  d,  h,  c  et  le  temps  /,  et  repi't'sen- 
tei"i  pare()ns(''(|iieul  la  siiilace  (|ue  luiuiaieiil  dans  l'état  initial  les  mêmes 
particules,  qui  après  le  temps  /  Ibruu'nt  la  surface  représentée  par  l'é(|ua- 
lion  donnée  A -- o  entre  r,  y,  ;,  /.  Dnnc,  |){)nr  (|ue  les  particules  (|ui 
sont  une  l'ois  :i  la  sMrl'a('<'  \  dcmcur-enl  loujours,  il  faudra  i|ne  ré(piation 
A  =  o  entre  a,  //,  c  lepreseute  la  surface  initiale  du  lluide,  et  ne  contiernie 
par  ('()nsé(|u<'nt  point  le  temps  l.  Par  c()nsé(|uenl,  si  la  surface  initiale  est 
connue,  en  sorte  (|ue  pour  cette  surface  on  ait  c-exprinn''  par  une  l'onc- 
tion donnée  de  a  et  b,  et  (|n'on  substitue  cette  valeur  de  c  dans  l'équation 
A  =  o,  l'équation  résultante  devra  subsister  d'elle-même,  c'est-à-dire  in- 
dependauuucnl  d'aucune  rclalion  eiilre  a,  h,  1;  donc 


lia 


f/.\ 


Ce  (|ue  nous  venons  de  demonder  ii  l'éi^ai'd  des  é(|uations 


(TA 
(Il 


doil  s'apprK|uer  ej^alcmeul  aux  ci|ualions 


il\\ 


1  ±.  Tels  sont  les  principes  cl  li's  formules  générales  de  la  Théorie  des 
tluidis.  La  dillicullé  ne  consiste  que  dans  leur  a|tplicali(Mi  ;  mais  celle 
dilliculte  est  si  grande,  (|uc  jus(|u'ii  présent,  uu'Uie  dans  la  solution  des 
(|uestions  les  plus  sim|)lcs,  on  s'est  (-(Uitenté  d'cmplovor  des  mélliodo 
particulièi'es  t-t  fondées  sur  des  bypotlii'ses  tri's-limitées.  Pour  diminuer 
antani  i|u'il  esl  possible  celle  dillicullé.  n(ms  aibnis  examinei'  mainte- 
nant comuH'nl  et  dans  qu<'l  cas  les  foi'umles  générales  peuveni  être  sim- 
plitiét's;  nous  en  ferons  ensuite  l'application  au  mouvement  des  tluides 
dans  des  vases  ou  des  canaux  de  ligure  (|iirl((Mi(|ii('. 

8y. 
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lii.    (loiisidcidiis  d'iilionl  rtMiiiMlioii  de  l;i  dciisilt'  Iroiivcc  d;iiis  le  ii"  V 
|)()iii'  les  Ihiidi's  compn-ssihh^s,  et  supposons 

\i>  =  -ri      A  o  -    -,-  )      Ir       -ri 

'         dt  ^        dt  dl 

cil  l'cgiirdiiiil   li's  (|uaiilités  a,  /3,  y  ('oiiiiiic  des  toiiclKiiis  iii(iniiiii('>  di'  .r, 
y,  z,  t.  (Ifltc  ('(|iiati(>ii  deviendra  [)ar  ci;s  snl)slitiilioiis 


dS        d'c 


d'?>     ^    d'y 


dt         dtdx       dldy        dldz 
l;ii|iicllc  i's(  iii(ci;raldc  ndalivciiiciit  ii  /,  cl  dont  riiitciiralf  dimiifra 

dx        dy        dz 

U  l'Iaiil  une  loiiclKm  arl)itraii't'  de  a?, y,  s  sans/,  di^pendanlf  de  la  dcn- 
^ili'  initiale  du  Ihiide. 
Knsnite  on  aura 


d^ 
dt 


„       doL      (/(3       dy 
dx       dy       dz 


1     q- 


d^ 
dt 


il 

dt 


dx       dy       dz 


(l^       d^       dy 

dx       dy       dz 


Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  les  li'ois  é(|uations  du  n"  8,  el 
mettant  pour  II  sa  valeur  donnée  en  A,  x,  y,  ;.  t,  on  n'aura  plus  à  inté- 
grer que  trois  é(|ualions  entre  les  inconnues  a,  /3,  y  el  les  variahles  a-,  v, 
;,  t;  mais  cette  intt'gration  surpassera  les  forces  de  l'analyse  connue. 

Si  le  tluide  est  incompressible,  on  c(Misidéi'era  re(|uali(in  de  l'incoui- 

pressihililé    5  i 

dp        dq        dr 

dx       dy       dz         ' 

l't  l'iiii  y  l'cra 

dx 

ce  qui  la  réduira  ii  la  forme 

d'à  (/'jS         j/r 

dx  dz        dy  dz       dz 


dz' 
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Ia<|llcllc  est  illlc|;i;il)lL'  l('hili\  rliicill  ;i  r  l'I  (linilic 

n'étant  point  néccssaiinï  d'ajoutri'  ici  auciiin'  l'uni  lidti  ;irl)ilraiii',  ii  cansc 
(les  valcnrs  indéliTininccs  de  «  et  ^. 

Ainsi  riMinaliiin  dniil  il  s'aj^il  sera  satisl'ailc  |iar  (  r>  valciio 

_  r/a  _  r/^  —  _  ^  _  ^? 

"  ^  dz  '      ^  ~^  dz^        ~        (/jr        </>•  ' 

lesquelles  étant  ensuite  substituées  dans  ré(|uatii)n  de  la  densité  Au 
même  n"  5,  ainsi  (|ne  dans  les  deux  é(|uatiitns  du  n"  9,  on  aura  de  in»u- 
veau  trois  é(|ualions  entic  les  iinonmies  a,  jS,  A  cl  les  vaiiaMes  ,r,  y.  c,  /: 
el  la  Théorie  du  mouvement  des  lluides  incom|)ressil)les  sera  réduite  ii 
l'intégration  de  ees  e(|uations;  mais  cette  intéj^ratiou  surpasse  aussi  les 
forces  de  l'analyse. 

li.  ('.onsidrrons  presenlemcnl  rc(|uation  générale  de  la  iiression  trou- 
vée dans  le  n"  7,  et  voyons  si  cette  e(|iiati(Ui  n'esl  pas  siisccplildr  en  cllr- 
ménie  de  quelque  sim|tliticalion. 

Nous  supposerons  ici  (pic  la  dcnsitc  A  soit  ou  constante,  (ui  siniplt- 
meut  proportioiundle  ii  une  l'onction  (|uelcon(|ue  de  la  pression  il:  vr 
ipii  est  le  cas  de  tous  les  lluides  connus,  tant  qu'on  y  t'ait  abstraction  de 
la  chaleur.  ' 

Nous  supposerons  de  plus  (|ue  les  forces  accélératrices  I',  O.  H  du  lliiidc 

soient  telles,  qui' 

Vdx  -<r-Qdr^  Wdz 

soit  une  ililli'ti'iiliclle  complète;  ce  qui  a  lieu,  en  giMieral,  loi'sqin'  ces 
forces  vienneiil  d'une  ou  de  plusieurs  attractions  proporliunnelles  ;i  des 
fonctions  (pndconques  des  distances. 
De  cette  mauii're.  si  l'im  fait 

d\  =  Vdx  -^{)dy-^  W.lz, 
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l'i'(|ii;iti(iti  |)r'()|)os(''('  (Haiil  diviséi'  par  A  se  réduira  à  celte  forme 

(,1/,         <l,,         dp         ,lp\  ,        tdii  d,i         di,         d<i\  ,        (dr         dr  dr        dr\  ^ 

\di      '  dr  '  d\         dzj  \dt      '  du-      ^  dy         dz  )  '        \dl      '  dx      '  dv        dz) 


Ainsi  le  iiiciMiei  iiieiiiliie  de  eelte  é(iiialioii  devra  é(re  en  |>arli(iiliei' 
niie  dill'ereiitiellf  i(iiii|iliMe  relativement  à  ic,  y,  z,  |)uis(|ne  le  second  en 
esl  une. 

Qu'on  ielr;inelie  de  |)ail  et  d'autre  la  dilTéi-entielle  de 

•>. 
prise  relativement  ;i  x,y,  z,  hupielle  est 
;     flp  (la  dr  V    ,         f    dp         (1(1         di'  \    ,         I    dp         dq         dr\   , 

\i'di^'^à^''di)''''-^[Pd7-^'ii^-^'-d7r^''^[f'£'^'^r.^'-Tz)'^'' 

on  aura,  eu  ordonnant  les  termes,  eelte  transt'orméc 
dp  dq  dr 

—  /  V  _  -^         d  p-+  g-  +  /•'  ; 
~  û  2 

Donc  le  premier  membre  de  cette  é(|nation  devra  »Mre  pai'eillement  une 
ilill'ereulielle  exacte. 

15.    Il  est  visible  (|iu',  si  l'on  suppose  que  la  (piantité 

p  dx  -i-  q  dr  -+  rdz 

soit  elle-même  la  difl'érentielle  exacte  d'une  t'onetiiui  (pudcouipu'  o  cotn- 
posée  de  ■T,Y,  :■  et  /,  on  aura 


do  d 


dr 


'il 

dz' 
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Donc 

~dt  ~  ^Trfjc'      <77  ~  r//l/j'     <77  "    di'dz'' 

dp  _    f/»9  r/^  (/'9 

r/>'        (fxHy       dx       dx  dy 

Ainsi  rf(iu;ili()ii  prccédciilc  ilcviciuli;!  |)ar  ci^s  sulisliliilioiis 

dtdx  dldy    •         dtdz  A  2 

l;i(jui'lli'  l'sl  cvidciiiiiiciil  iiilci;riiMc  par'  ia|i[)urt  à  x,y,  z\  de  surd-  (|m"im 
intéai"iiil,  (III  aura 


--/- 


V/n       p'+q'+ 1' 


On  |HHiii'ait  ajuiilcr  ii  l'un  des  iiiciiilircs  de  i'(  Ile  ('(|iiali(in  iiil('i;ralc 
tiiK'  tonction  ailiitiaiic  dr  /,  |ini>(|ni'  la  \aiialdi'  /  a  été  regardée  dans 
rinléi^ration  coninic  constante.  Mais  j'oliserve  (|ue  eette  f'onetion  arl)i- 
traii'c  pent  être  eensée  renlerinée  dans  la  valeur  de  9;  en  ell'et,  si  l'on 
ani^mente  '^  d'une  tonetion  iiiielcoïKine  F  de  /.  le  |)i'emier  nieinhre  de  l'é- 

(|iiali(iii   [irecedente  se   trouvera  aui;iiienle  de  la  l'onction  ailiitraire  -y-» 

et  les  valeurs  des  (|uantites/,(,  </,  /■demeureront  les  mêmes  qu'auparavant. 
.\insi  on  pent  sans  déroii'cr  ii  la  L;eiiéralile  de  l'eiiuation  se  dis|tenser  (l'y 
ajouter  aucune  roiicliiui  arliiliaire  de  /. 

On  aura  doue,  dans  la  supposition  don!  il  s'a^^il,  l'('M|uation 

rdll        ..        d'y        I  I  do\-       I  I  d^fY       I  /</cp\' 

J  ^  =^-  717-^  [di-J  -  ;  (  rtV  j  ~  ^  lyij  ' 

par  la(|iielle  oii  connaitra  la  pression  11,  A  étant  supposée  une  l'onction 
donnée  de  II . 

lit  il  m-  restera  plus  (|n';i  satisfaire  ;i  la  preiuit-re  é(|uation  riuidamen- 

lale  du  n"  i ,  laipielle.  eu  y  niellant  aussi  pour /^  (/.  rieurs  valeurs  -.-  , 
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dy'  dz  ' 

(leviiMidiii 

dx                    dy 

dz              dt 

Ainsi,  iMi  siihsliliianl  à  A  sa  valeur  (lonnoe  par  l'équation  prcccdenlt'. 
on  aura  une  seule  é(|uatiou  finale  en  '^,  de  l'intégration  de  laquelle  dé|)en- 
(lr;i  la  (leteruiinarKUi  du  inouveuient  du  fluide. 

16.  Dans  les  fiuidcs  elasti(|ues  connus  la  densité  esi  toujtuus  |)i(i|ii)r- 
tionnelle  à  la  pression;  de  sorte  qu'on  a  pour  ces  tluides  II  =X-A,  A  étant 
un  coefficient  constant  qu'on  déterminera  en  connaissant  la  valeur  de  la 
pression  pour  une  densité  donnée. 

Ainsi  pour  l'air,  la  pression  étant  déterminée  par  la  pesanteur  de  la 
colonne  de  mercure  dans  le  baromètre,  il  est  <lair  (|ue,  si  l'on  nomme  g 
la  force  accélératrice  de  la  gravité  (force  qui  dnii  être  exprimée,  comme 
on  sait,  par  le  double  de  l'espace  qu'un  corps  grave  abandonné  a  lui- 
même  parcourt  dans  le  vide  pendant  le  temps  (|u'on  prend  pour  l'unité 
des  temps),  h  la  hauteur  du  baromètre  pour  une  certaine  deiijite  de  I  air 
qu'on  prendra  pour  l'unité  des  densités,  p  le  rapport  numéri(|ue  de  la 
densité  du  mercure  à  celle  de  l'air,  rapport  qui  est  le  même  (|ue  celui 
des  gravités  spécifiques  de  ces  deux  fiuides,  il  est  clair,  dis-jc.  (ju'dn 
aura  poiu'  cet  étal  de  l'air 

n  =  pg-/;,     A  =  i: 


l(MIC 


Faisant 


n  =  /.A, 


par  consr(|iifUl  lu  |)i'ciiiicii'  c(|ii;ilinn  du  uuiuein  preceileul  sera 
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Or  l:i  sccdiiilf  ('(iiiiiliuii  du  mniir  iiuiiii'in  se  icdiiil  ;i  i  elle  Im  iiii' 

<^9       rf»9       rf>       </9  r/logA       dy  d\o^\       <ly  ^/logA  ^  ^'pg^  _  „ 
llx    "^  Ify'  '^  Hz'        lÙ  "llx'        dv        dv       ''     dz        dz  dl 

Ddlli-,  sulislililliMl    |)iiil|    liiji^   Si)    \;ilflll    (Iniilirc    |);ir    l:i    |)lrrilicii' .    nii 
;iur;i  :i|iii'S  avoir  orddmii'  les  Irriiics 


,  Id'o        r/'9        rfj>\  _  (/^        d^^   r/V         d-^    d\    ^    d'^  d\ 
'  \d^  '^  'fP  '^  dz'  )  ~  dr   "^  d.r    dx  "^    '/)■    dr  ''    dz    dz 

d'j     d-'^  d'j     f/'v  d'^     '/'i- 

'  dx  dxdt       "  dy  dydt       "  dz    tizdl 

~  \dx}    dx'        \dyl    dy       \dzj     dz^ 

do  d^     f/*9  do  do     d'o  do  do     d\ 

~     7Ix  dy   dx  dy  dx    dz   dx  dz  '/r  dz   dydz 


iMiiialitill  (|lli  (•oliliclll   seule  la  Théorie  du  llinux  eiiieul  de>  llilide>  elasli- 
(|ues  (huis  l'Iiypotlii'se  doiil  il  s'ai^il. 

Si  le  tUiide  est  incoiupressiltle  el  la  densité  A  i mislanle,  aloi-.  la  jires- 
sion  sera  donnée  par  l'éfjualion 


dt         2  \  d. 


y-K*v-5fô)" 


ri  re(|iialii)n  de  rin(iiui|iicssiliilité  (5)  deviendra  (  \y,w  la  sulislilulinn  de 

do     do     do  1  1  \ 

dx'dp'}lz'''   !"•"  '>'■/'•  '/•'•) 

d'o       d'o       d'o 

7-,  +  -7-.,  +  -,-:  =  o.     . 

(tx'        dy-        dz- 

laijuidle  servira  ;i  deleruiiiier  la  i|iiautité  ->. 

17.    Ou  \nit  diiui'  i|in'  la  su|i|iiisilinu  ijiu' 

jul.)-    ■    <i  <ly  -t    I  dz 

soit  nue  dilirreiiliclir  exacte  d'uue  loncliiiu  de    i  .   \  .  :  -iui|diiie  lieail<(iu|i 
IN.  <)'- 
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l:i  Tlicdi  ic  (lu  iiKtiivciiU'iit  (les  lluides  (''liislKiiics  ou  non;  ainsi  il  t>sl  iiiipur- 
tiiiil  (r(\;iiiriiH  r  dans  quels  cas  celU'  siipiiositioii  peut  et  doit  avoir  lieu. 
_Soil,  |Hiiir  ;ibréger, 

_  dp        dq  dp        dr  _   dq         dr 

''''  dT~  dx'      ^^dz        dr'     '^       dz   "dy' 

le  piciiiief  nieiiihre  de  ré(|uatioii  du  ii"  I  'i  deviendra  de  relie  forme 

-jy  dx -i-  -j^  dj- -i-  -j- dz -h  X  qil.i       pd)-   -'    i   rdx  —  pdz  t -\- y   rdy—qdz); 

el  la  (|iie.sli(iii  se  l'édiiil  il  l'aire  en  soiie  (|ne  relie  (juanlile  suil  une  ditli'- 
renti(dle  exacte,  />,  q,  /■  étant  des  t'onctions  de  a-,  y,  ;,  /. 

Supposons  (|ue  t  soit  une  <iuantite   l'oit   |)etite,   il  est   visilde  (]u'(in 
p(Uiria  donnei'  ii  p,  q,  r  les  formes  suivantes 

p=i  p'  -^  p"l  -+-  p"  i'  -h  p"  /'  +  ..., 
ç  —  ç'-+-  q"t  -(-  q"t--t-  ç"/'H-. . ., 
r  =  r' -¥-  r"l  -f    r"'l^  -*-  r"  t'  -\-  .  . ., 

dans  lesquelles /?',  p",  p",. ...  q' ,  q' ,  q  /',  ;' .  r" ,...  seront  des  fon<- 

lions  de  ce,  y,  z  sans  t. 

(les  valeurs  étant  substituées  dans  les  tiois  (piantites  a,  ^,  y,  (dies  de- 
viendront 

3£  =  a'  -(-  a'7  -+-  ai"  {'  -^  x'-  P  -~  .  .  . , 

|3  =  ;3'  +  ;3"/  -f-  (3"7'  -H  3"'  l'->r..., 
y  =^y'  -^-  y"t  -+-  y"'t'  -*-  y"  l'   i-.  .  ., 
en  sup]>osanl 

(x'=  ^  -'^,   a'  ^  ^  _  -?!',   y  _-  '1e1  _  '!£., . . ., 

dr        dx  dr        dx  dy         dx 

„,       dp'        dr'        .„       dp"        dr"        .,,       dp'"        dr" 
dz         dx  dz         dx  dz         dx 


,        dq         dr'  „        dq"        dr" 


dz         dy 


'    y 


dz         dr 


dq  dr'" 

d7  ~  77^  '  ■  ■ 
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Ainsi  ht  (|ii;iiilili' 

-/-  ilx   \      ,'  (ly -i     ,    i/z  -i   ix<  a(/x-  -  od)      >   ''^  idx    -  ixlz    -'•   y   rilf      odz) 
(Il  dt     •         (h  '  /  1"  /  /        .         / 

(lr\ii'ii(li;i  ;i|iii's  rr>  diUciriilo  miI)sIiIiiI  mus,  cl  en  uii|niiii;iii|   lt>  Icniic^ 
|i;ii-  i;i|)|iiiil  ;iii\  |Hiiss;inccs  de  /, 

//  dx  -t-  q'  dy  ~\-  r"dz  -\~  y.\q'd.r  -  ji'dy  -*-  (i'  r'd.v      ji'dz    -t-  y'  r'dy  —  q'dz  i 
'    / 1  Jt  I  p"'da;  -h  q"'dy  -i-  i"'dz  ) 

-t-  a'  (  q"dx  —  p"<ly  -I-  |5'  (  i"dx      /i"i/z   ^-  y'  l'ily  -    <fdz  ) 
-^a'iq'dx  —  p'dy    -+-  ^"ir'dx       p'dz    -i-  y"{r'dy  -    q'dz    1 

H-  (■  I  3  y>"  r/.r  -t-  cy"  </>■  -f  /  "  dz  i 

-+-  <x'{q"dx  —  p"'dy)-i-  P'[i"dx  ~  p"dz)  i    y'(r"'dy-  q'  dz 

-)-  «"(  ^'V/.r  —  p'dy)  -r-  P"  (  r"f/jr  —  ji"dz  )  -+-  y")  ;  'V/v  -  c/'V/z 

-f-  (x"'(q'dx  —  p'dy    -\-  [3'"'  /-'(/.ï-  —  p'dz      •   y"  /V/)  (y  </;     1 


ft,  comiiic  cctlc  (|naiilitf  dciit  rlir  mic  diirércnticlli'  cxjhIc  iiid(|irii(l;iiii- 
iiH'iit  de  la  valeur  dr  /.  il  t'aiidr;i  (iiir  les  (]ii;nilités  (|iii  iiiiilti|)lieiil  cluKUif 
puissance  de  t  soiciil  iIum  iiiic  en  pai  Tu  iilin  uiir  diUéroiitielle  exaili'. 

18.   delà  pose,  supposons  (|U(' 

p'dx  -^   q'd)'  -+-  r'dz 

soit  une  diUfreulifdlf  exacte,  ou  aura  par  les  Tlicoiruics  couuiis 

df/       >/£       (J£       ih         d,i^       dr' 
dy  ~    dx        dz        dx        dz         dy  ' 

doue 

3;'=  O,      [3'  1     o,      y'       o; 

doi}c  la  (iicruii'ic  (pianlilc  (|ui  doit  clic  une  dillcicnlicllc  exacte  sera 

p"dx  -f  q'  ily  -t-  l' dz. 

il   faudra  doue  <|uc  celte  ipiaiititc  soit   aussi  nue  ditVcicnlicilc  exacte.  eC 
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(|iii  ildiiiici'ii  li'S  ciiiKlilioiiv 

a        o,     [3"=o,     y"=zo; 

cl  alors  la  sccdiidc  (|iiaiilili'  (|ni  dnit  ('■Iti'  iiiir  diircrriiliclji'  rxaclc  sr  ro- 

(iiiii'a  à 

a  j/dx  +  <l  '({}■  -+-  r'clz  1. 

Ainsi  il  t':ni(lr;i  ijih'  l'dii  ;iil  ;inssi 

a!"  =  o,     (5'"  =0,     y'"  =j:  o; 

lie  Sdllc  (|Ut'   la    Irnisii'lMc   i|ll;illlili'  (|ni    dnil  l'Ilr  UIK    dillcirliricllr  r\;iiic 

sera 

3  I  /< ' "  (/x  -'-'  q ' '■  (ly  -y-  r"dz). 

()m  ailla  donc  de  mi'iiic 

l't  ainsi  di'  stiilc. 

Dune,  si 

l>'(/t    ■    (j'ily  -I-  l'flz 

csl  uni'  diilV'irnrKdIc  cxaclc.  il  l'andia  (|nc 

p'dx  ■-  <i  (ly  +  v'dz, 
p"'dx  -'-  (f'dr  +  i"'dz, 
p"'(lx  4  (/"(/)  -+-  r"'(h. 


oc'" --0,      (i"  =  o,      y"=o; 


soient  aussi    ili;iriliH'    ni    |i;iiii(iilirr    des  dill'cl  riilirllrs   iiiiii|d{'li'S.    l'ar 

('ons(''({U('iil  la  (juaiilili' 

l></ 1  -f  (/</)•  -+-  rdz 

scj-.i  cllc-nicilli'  lllir  dillcicillicllr  n  un  |il('lr,  Ir  Iriiijts  /  l'tiinl  sII|)|hisc  liirl 
prlil. 

lit.    Il  s'cllsnil  de  la  (illc.  si  la  iillalllilr 

j)dx  '\-  (ji/y   I    rdz 
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i-Sl   lllir  illUrli'nlicllr  cNiiilc  l(ilS(|lli'  /         u.  clli'  ilr\i;i   rdlc  ;ill>.s|   |iirM|||r 

/  Aiw.t  iiiir  \;ilciir  (|iiclc()ii(|ii('  lit's-pclilc:  iI'dii  l'un  pciil  coiiclmc,  en 
^;rti(i;il,  i|iii'  cette  (|ii;iiitile  devra  élic  liuijiMir-'  iiiie  (lilleri'iilielle  eviicle, 
i|lielie  i|lle  suit  i:i  viileiir'  île  /  Car  |iiiis(|  n'elle  ilul  l'elre  ile|Mli-  /  =  o 
jiiN(|irii  /  V  ■  0  eliiiil  une  (|iiiiiilite  (|nel(  nii(|iie  (iuimee  tre.s-|Mlile  .  si 
\'i>\\  \  Mihsiiltie  partout  !;  -(-/'  ii  la  [liace  de  /,  nu  prouvera  de  uiènn'  (| n'elle 
devra  cire  une  dilleniilielli' exacte  depuis  /  o  jusiiii'ii  /  î;  par  cnn- 
se(nn'llt  (die  le  sera  depuis  /        o    jusipi'a    /        y/^  :    et  ainsi  de  snile. 

Ddiic.  CM  i;i'neral.  i nninic  l'nri^^^ine  des  /  est  ailiitraire,  et  i|ii'i>m   peut 
prendre  ei^aleuienl  /  [nisililiin  neLiatil',  il  s'ensuit  (|iie  si  la  i|nanlile 

pi/x  -+-  (jdy  +  rtlz 

est  une  diU'éreiitiidle  exacte  dans  un  instant  (pndcinupir,  i  Ile  i\r\  va  l'idre 
pnnr  tons  les  autres  instants.  Par  consecpieiit .  s'il  \  a  ini  seul  instant 
dans  leipnd  tdie  ne  soit  pas  une  dillerenliidle  exacte,  idle  ne  pourra  jamais 
l'idri'  |iendant  tout  le  nion\enient  :  car  si  cl  h'  l'elail  dans  mi  aniri'  insianl 
(|iudc(in(|ue,  elle  devrait  l'être  aussi  dans  le  pieuiier. 

20.    |,ors(|ue  le  un>u\i'inenl  coiiiuieuee  du  icpos,  on  a  alors 
j>        n.      q        o,      /■  =  o 


loi'S([ue  /       (•;   doiH' 


fxl.v  +  qtl}'  -+-  rdz 


sera  intéi^rablo  |)(turcc  munienl,  et  par  conse(|in'nl  devra  l'('tre  toujours 
pendant  tiuite  la  durée  du  uiouxeuient. 

.Mais,  s'il   \    a  des  vitesses  iiupriuu'cs  au  lluiiie  au  counneni  enien!  du 
luouveuient.  tout  dépend  de   la  nature  de  ces  vitesses,  sehui  ipi'elles  se- 
ront k-lles,  nue  * 
ptix  -+-  qdy  ■+■  rdz 

soit  une  ipiantite  inti-i;raldi'  on  non  ;  dans  le  |irenMei'  cas  la  ipiantili' 

l> d.r  -f-  ({<!)'  -^  r  dz 

sera  tiuij(Mir's  inte^raMc.  ci  dans  le  secmid  clic  ne  le  sera  jamais. 
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l.uixiui'  les  vitesses  initiales  sont  pnninilrs  |imi-  une  iin|)iilsiiiii  (|iirl- 
ii)n(|Me  Mil-  la  sni'tace  du  lliiide,  un  pcul  (Icninntrcr  (|iie 

pdx  -^  qdy  -t  rdz 

doit  èlre  inlct;iable  dans  le  premier  instant.  Car  il  faut  (jiie  les  vitesses/^, 
q,  r,  que  cluKiue  point  du  lluide  re(,'oit  en  vertu  de  l'impulsion  donnée  à 
la  surCaee,  soient  tidies,  (|iie  si  l'on  dcliuisait  ces  vitesses  en  imprimant 
en  même  temps  ii  cliaiiue  point  du  lluide  des  vitesses  égales  et  en  sens 
(  oniraire,  toute  la  niasse  du  fluide  demeurât  en  repos  ou  en  équilibre. 
Donc  il  faudra  (|ii'il  y  ait  équilibre  dans  cette  masse  en  vertu  de  l'impul- 
sion applii|uee  ii  la  surface,  et  des  vitesses  ou  forces  ~  p,  7,  /•  ap- 
pli(|uées  ;\  cliarMii  des  points  de  son  intérieur;  par  conséipient.  suivant 
la  loi  ((Uiiiuc  (le  re(piililtre  des  tluides,  les  (|uautités  p,  q ,  r  devront  èlrr 

lellcs,  (|ue 

pdx  ^  qdy  H-  rdz 

Miil  nwv  diilerenlielle  exacte.  Ainsi  dans  ce  cas  la  même  (|uantilé  devra 
toujours  être  une  dill'erentielle  exacte  dans  clia(|ue  instant  {\\\  mouvement. 

21.   On   |)ourrait  |)eut-ètre  douter  s'il  y  a  des  mouvements  possibles 
dans  nu  lluide,  pour  lesquels 

pdx  -^  qdy  —  rdz 

ne  sdil  pas  une  dillerentielle  exacte. 

Pour  lever  ce  doute  par  un  exemple  très-simple,  il  n'y  a  (iti'ii  conside- 
r-iT  le  cas  où  l'on  aurait 

^>  étant  une  c(Uislanle  qn(dcoii(]ue.  On  voit  d'alxu'tl  (]ue  dans  ce  cas 

pdx  -+-  qdy  -^-  rdz 
ne  sera  |)as  complèle,  piiis(|u'elle  devient 
g  ydx  —  xdy) 
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(|iii  n'est  piis  iiilc^i'iililc  ;  ('i'|icii(l;iiil  lu  (|ii;iiilili' 

(lu  II"  H)  l'sl  iiiti'^r:il)lc;  ciir  mi  :iiir;i 

</^  (hj  (Ir 


dt 


dl  '      dl 


'  "  f/^-       dx       '  °'     ^       dz    .    dx   ~    '     '^       r/z        ily 

(le  sorte  (|iie  l;i  (|ii;iiitite  iliilit  il  s'iii^it  sera 

—  2 g'- (  X  dx  +  y  dy , , 


dont  riiil('t>i"ilt'  est 


A  l'égard  de  re(|ii;ilioii  ({('•|ieiidaiite  (le  riii('oin|iressil)ilite  lin  lliiide.  sa- 
voir (5) 

dp        dq        dr 

dx        dy        dz 

tdlo  est  aussi  satisfaite,  j)uis(]ue 

dp dq  dr  _ 

dx  ~    '      dy  ^    '      dz  ^    ' 

Au  reste  il  est  visible  (ine  la  sii|)|»ositioii  (n-eeedeiile  de 

re|ii(''seiite  le  inoiiveiiient  d'iiii  llnide  i|nl  lonriie  aiilonr  de  l'axe  ti\e  de> 

eoordoiiiUH's  r-  avee  une  vitesse  aiii^nlaire  conslante  et  ej^ale  a  i;  :  et  l'on 

sait  (|n'un  pareil  niouvemeiil  peut  toujours  avoir  lieu  dans  un  iliiide. 

H  s'ensuit  de  la  (pie  dans  le  ealcnl   des  osiillaliinis  de   la   nier  en   \ellll 

de  l'altraclion   du   Sideil   et    de    la    Lune,   (ni    ne   peut    pa>  supposer  (|lle    la 

(piantile 

pdx  -^  qdy  -    l'dz 

soit  intéj^raliie.  |inis(pr(dle  ne  l'est  pas  lorstjue  le  lliiide  est  en  rejxis  pai- 
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r:i|)|iiii'l  il  l;i   Ti'i'ii'.  li  (jn'il  n'a  ({iii'  le  iiioii\ t'iiinil  de  iiihilinii  <|iii  lui  cnI 
coillliuill  a\ri'  clli'. 

lîn  gt'lli'ial.  ^1  l'iill  sii|i|insi'  jt  r|  (j  t'iiiicl idlls  de   r    cl   v  >alls  r  m  /.  ri  /■ 
roiislaiilc,  iiii  aura 

(Iti  </</  (Ir 

-r  =  o,      ---  =  o,      -,       :  o, 

cit  (Il  (Il 


<h-        (Lr 


(3  =;  o,     y  =  o; 


cl  la  iinaiililc  ijiii  dnii  cire  iiilci;ral)l('    17  ,  .scr;i 

Or  |iar  rincdiiiprcssibililc  du  lluidc  on  aui'a 

rix        (!)■ 
-r-  claiil  nul:  doiu-  pt/y  —  fid.r-  devra  cli'c  inlc"ral»lc.  Soil  dom 

(1.7  11  ^ 

pdr  —  q  dx  :=  d',)  : 


d',> 


dr,) 

dx 


■I  la  iinaiiliU 


,  d)         dx 

'  d  -  ',1        d  ■  ', 


l  d  -  ',)        d  -  '>■>  . 
\  ~dx^  ~^  Ur^  I 


dr,> 


dc\  icndra 

~    ~dx'  ^  dr" 

la(|ucllc  dcvanl  rlir  (dlc-iucnic  inlci;ial)lc.  il  t'audia  (|uc  l'un  ait 

</-o)        d-fji 

-; —  -4-  ',—-  =  fond.  M. 

dx-         i/f- 

Ain^i,  |H)ui\  Il  (|iic  '.)  Miil  une  runclion  de  .r,  v.  >ans  r  ni  /.  Iai|iiidle  salis- 
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tasse  il  rcllr  r(|ii;itiiiii,  on  iiiiiii  un  mniivcinriil  |i(is-i|i|r  diius  le  llniilc  rn 
prenant 

'         II)-         '  (Ix 

saii.s(|iril  -iiit  iifics-.:iiir  t\nr  pd-v   'i- 'idy  snil  iiili'^ralilc 
Si  rmi  iail 

iiii  aura 

loïKl. c)  =  g,     et     p  T-.  gr,     qr=-  gx, 

idliiiiir  dans  ri-Acin|ili'  luécédcMl. 

22.    Il  \  a  l'iicinf  un  cas  tri^-clcndu  dans  li'(|utd  la  (|ininlil('' 

(loil  élic  uni'  dill'crcntndlc  exacte.  C'est  celui  où  l'on  suppose  que  les 
vitesses /y,  y,  /■  soient  li('S-|ietites  et  qu'on  néglige  les  (piaiitités  très-pe- 
tites (lu  second  oi'di'c  et  des  ordres  suivants,  (lar  alors  ri(|nariiin  du  n"  I  \ 
se  réduit  ii  celle-ci 

(In    .  (la     .  (Il     .  ...        (ll\ 

(Il  (Il  (Il  A  ' 

de  S'ulc  f|ne 

dp    .  (I(j    ,  dr 

— ;-  f/.r  -      ,'  (h-   -    -r  dz 
dt  (Il  dt 

(liiil  être  inlegrai)le  par  raj)port   ii  .r,  v,   ;,  et  par  couse(juenl  aussi  la 

(juanlile 

pd.r  -1    ijdy  ^-  rdz, 

la(|ucllc  clant  icpicsenlec  |iar  d-^,  eu  supposant  -.  une  ronclnin  livs-pc- 
tite  de  ,r,  y,  z,  t,  ou  auia  les  uH'ines  l'iuinnlcs  (|ue  dans  les  n'"  t.")  cl  !(>. 
en  y  iiéi;ligeant  seuleiueut  les  secondes  et  les  ultérieures  diiucnsious  de  ->. 
On  pouri'a  de  plus  dans  ce  cas  déterminer  les  valeuis  nu'Uies  des  coor- 
(loiniées  x,  y,  z  pnur  un  lcni|i-  (|uidcon(|ue.  Car  il  n'v  aura  pour  cela 
(|u';i  intégrer'  les  e(|ualions     I 

dx=pdl,     dy  -     ijdl,     dz-srdl 
IV.  ql 
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dans  l('S(|iicll('s,  à  cause  (]ii('/;,  q,  rsuiit  supposées  très-peliles  et  que  par 
consécjuenl  dx,  dr,  dz  soiil  Iri'S-peliles  vis-à-vis  de  dt,  on  pourra  rei;ar- 
der  X,  y,  z  (■oiiiinc  ciuolaiilcs  vis-;i-vis  de  /.  Dr  Miric  (|ii'cii  tiailaiil  /  seule 
couiine  varialde  dans/;,  y,  r.  el  ajiiutant  les  eouslantes  arhiliaires  a,  //,  c, 
on  aura  sur-le-eliauip 

.r  =  rt  -h   /  i>(/t.       )■  =  /(-»-   /  (j(/l.       z  --  r  +  l  rdt. 

Done  si  l'on  lait.  |)our'  abréger. 

*--    Ç'.dt, 

el  (iii'on  y  iliaui>e  x,  y,  z  eu  a.  h,  r.  ou  aura 

d^  ,(/<!>  d^ 

a  a       •  db  de 

el  les  (|uanlités  a,  h,  c  seroul  les  valeurs  initiales  de  ,r,  \ ,  r  pour  elia(|(ie 
particule  du  fluide,  si  l'on  pi'eud  la  t'ondion  '1>  de  manière  (|u'elle  soit 
nulle  lors(|ue  /  =  o. 

23.  Le  cas  dont  nous  venons  de  traiter  a  lien  surtout  dans  la  Théorie 
de  la  propagation  du  son.  En  supposant,  coniuie  dans  le  n"  16.  11  =  X-A, 
et  ne  conservant  que  les  premières  dimensions  de  la  (|uantilé  '^  supjiosi'c 
très-petite,  on  aura 


/.  loaA  :^  V 


'h 

'dî' 


el  re(|ualion  en  o  sera 

,  /(/=<p        f/^cp        rf»!})\        d^<p        dcf  dV        ddi  d\        do  d\' 

"\d:F'''-dP-^-,7T^)~7rF  -"-  }E-  71^   ''  dr  7h-  ^^  TT-  7h  =°- 

Or  dans  l'étal  de  repos  ou  d'ecjuilibre  on  a  ç  =  o,  donc 

h  logA  =  V , 
et  par  consé(iueul 


Supposons  donc  ipie  la  deusile  naturelle  de  l'air  soit  augmenlée.  lors- 
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(|lir  l'air  est  en   Niliialiiin,  rii   laisnii   de    i    r   ,v  ;i   i,  .v  claiil    iiiir  (|iiarilili' 
l'oil  |)ctit('.  on  aura 

V 

A  -  e*   r  -»  i  ), 


.I.HI.' 


(iimiiic    14 


logA  =7+5; 


il  est  clair  (iii'dn  aura 


rlx  (ly  tlz 

I',  (j,  K  fiant  les  toiccs  accch'iali'iccs  de  ('lia(|nc  |)arlicnlc  Mu\anl  les 
lignes  X,  y,  z  (6j.  Donc  si  l'on  piTnd  les  ordminccs  ;.  verticales  et  dirigéi's 
de  liant  en  lias,  et  qu'on  iKnnnn',  ciininic  dans  le  n"  1().  :,•  la  t'orce  accé- 
lératrice de  la  gravité,  on  aura 

P  -:    O.        Q  -     O,        M   =    g, 

et  la  Théorie  de  la  |iro|iai;atinn  du  son  scia  l'cnicrmee  dan>  re(|nation 

ifcl^o       rf'o       (J'o\  d'j       d'c 

\  dx'        dy'        (h-  I       "  d:         dl- 

A\ant  determini-  -;   par  celte  ei|nation,  on  aura  les  vitt'sscs />,  y,  /et 
la  condensation  .v  de  l'air  par'  li's  t'oriiinles 


do  do 


dx 


dy 


dz 


1  '/'-' 

/    dl' 


Le  coeilicienl /' est  ei;al  ;i  o  ;,'//.  en  innninanl  h  la   hauteur  du   liaronietrc 
et  rj   le  ra|i|)ort  de  hi  iiravite  S|)ecitii|ue   illl   luercure  a  celle  de   l'air  I  16). 

'1\.    Au  l'esté,  si  la  niasse  du  llllide  était  telle.  (|IH'  l'une  de  se>  <liiiieu- 
si(uis  l'ut  con-iderahhineut  |dus  petite  (pie  chaclllii'  de>  diMlx   autres,  en 

y- 
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suite  (|ii('  li's  idunloiinées  :;,  par  exemple,  lïisseiil  tri's-pelitcs  vis-ii-vis 

(le  a;  el  )',  eelte  eireoiistaiiee  pourrait  servir  aussi  ii  iaciiilcr-  et  siiiiplitier 

l'intégration  des  é(|iiali()ns  priiicipales. 

Car  il  esl  clair  (lu'iMi  pniinnil  alors  (Imiiicr  aux  iiicniiiuies  f>,  q,  r,  A 

la  l'orme  sui\aiile 

p  ~  p'  -\-  p"z  +  p"'z^  -H  . . . , 

q  ^  q'  -h  q"z  ■+-  q'"z'  +  . . . , 

/•  =  r'  -*-  r"z  -+-  r"'z-  -4- . . . , 

A  =:  A'  -4-  A"2  -\-  A^z'  +  .  .  . , 
dans  lacjiielle 

//,//,...,  q\  q",...,  r',  ;•",,  .  .,  A',  A",... 

seraient  des  touchons  de  .r,  v,  /  sans  ;.  De  sorte  (|u'eii  l'aisanl  ces  snli- 
stitulions  on  auiait  des  e(|ualions  en  séries,  les(|utdles  ne  contiendraient 
(|ue  des  dill'érences  particdies  relatives  à  x,  y.  /. 

l'oui'  donner  lii-dessus  un  essai  de  calcul,  nous  su[)poserons,  |)(iur  plus 
de  simplicité,  qu'il  ne  s'agisse  que  d'un  tluide  inioinpiessilde  et  lionio- 
gène  <lont  la  densité  A  soit  égale  à  i . 

Substituant  premièrement  les  valeurs  précédentes  dans  re(|ualion  de 

rincompressiliilile 

dp        dq         dr  

dx        df        dz  ' 

et  oi-donuaut  les  termes  par  ra|)j)oi'l  a  r,  on  ani'a 


dp_^  cl£ 
dx        dy 


dx         dy  I  \  dx         dy 


De  sorte  <iue,  connue/^',  p" , . . .  ,q' ,  q" , . . .  ne  doivent  point  couteiiii'  ;, 
on  aura  ces  e(piations  particulières 

dp'        dq'         „ 

dx        dy  ' 

du"       dq" 

-7 H -/--(-  2/-"'  =  o, 

dx        dy 

dp'"       dq'"       _     „ 
dx        dy 
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par  l((SC|Ufllfs  on  (lolcriniiicia  d  aliord  les  <|iiaiititcs  /",  / '".  /", ...  ;  et  li-s 
(jiianlilés  /',  p' ,  p" ,  //,...,  q' ,  7".  7  ....  tlciueiiicKtiil  t'iiioir  ii)(lcl<M- 
rniiK't'.s. 

On  fera  cnsuiti'   les  incnics  siil)sliliili(ins  dans  l'éiiualion  de  la  |iri'^- 
sion    14),  cl  il  csl  visible  (|u'('llc  se  réduira  à  cette  l'oinie 

adx  -f-  '^dy  +  -fdz  -+-  z   a'dx  ■+-  i'dy  -+-  y'dz  )  -i-  z'î  oL'dx  -+-  '^"dy  -i-  y"dz)-^-  .  .  . 

=  dV  -  dU; 
cil  l'aisaiit,  |Miiir  ahrc^cr. 


dr 


dt 


dx 


'■  p  ' 


„        d(i'  ,  dq'  ,  dq' 


dt 

dr' 
dt 


dx 
dr' 


,  fil' 


v'  -    ^^P"    -!_    ,.'   ''/'"    ..._    ,."  <^P'     ^    ,.'  "^P 


dp' 


dt 


+  'i'±:^t"±:^-"'P"-^''"P"' 


dx       "  dx       ^   dy       ^    d\ 


,,       dq"         ,  dq"         „  dq'         ,  dq"         „  dq'  ,    „        „   „ 

^  '  -ir  +/'  T/V  -"- P  JT. -^ 'I  tt:  ^  ^  Tir.  -''  •'•'■'/'  +  '•'/'. 


^  '"  dt 
,     (11" 


dx 


dx 


dx 

.  dr' 


dx 


'^lly-^'l'  71^^  ^'-''"'^  •-''-' 


et  ainsi  de  suite. 

Donc,  pour  (]ue  le  pi'emief  iiiciiilne  de  celle  é(|uation  soit  inléj;raldc, 
il  faudra  que  les  quantités 

txdx  +  Pdy,     ydz  +  z  '  x'dx  -h  ^'dy),     y'z  dz  -+-  z'  al'dx  -(-  (3"f/r ),  •  •  • , 

soient  chacune  intégrahie  en  particulier. 

Si  donc  on  dénote  par  '•>  une  l'onction  de  x\  v,  /  sans  r-,  on  aura  (  es 
conditions 


''-'     ^-è'    ^-%    ?'=^'    ^'^r^-    >'■  = 


dx 


dy  ' 


dx 


dy 


•}.  dx 


'dy 


7-2f.  MEMOIRE  SUR   LA    THEORIE 

Aldis  rc(|iiatiiJii  iiitt'fiiTt'  sfiii 

ot-hyz--  -■/z'-h...  =  \ — n, 

t't  il  III'  s"aj;ira  plus  (jiii'  de  satisfain-  aux  (•oiiditiiiiis  iiriMcdciitcs  |iar  le 
iiiiiyi'ii  (les  l'onctions  iiidcti'rminct's  oj,  /',  p  ,  p' q  ,  q" 

25.  Le  calcul  deviendrait  encore  plus  facile  si  les  deux  variables  y 
el  ;  étaient  tri'S-jietiles  vis-à-vis  de  x\  cai'  alors  on  piuii'rait  supposer 

p  =  p'  H-  p"y  -+-  p'  z  -^  p'\r'-  -+-  p\)z  -+-..., 
g  =  q' -'-  g"r -*-  q'z  -+-  q"r' -+- q\yz  -h  . . ., 
r  =r  /•'  -4-  r"r  -h  r"'z  -+-  r'"  >•'  -+-  r" yz  h-  .  .  . , 

et  les  (juailliles  //,  // q \  q\  ....  /"  .  r". . . .  seraient  siiii|)leiiieiit  des 

fonctions  de  x  et  /. 

Ainsi  l'équation  de  l'incoinpiessiltililé  donnerait  d'ahdid 

dp'         „  dp' 

Knsuite  l'e(|uation  de  la  pression  deviendrait 

xdx  H-  ^dy  ^  ydz  -^ y{  oc'dx  -^  ^'dy  ^-  y'dz    —  z   a."dx  ^  ^"dy  -+-  y"dz ]-t~  .  .  . 

=  d\  -dn, 
dans  la(|uelle 


dp'         ,  dp'         ,  „        ,  ,„ 
=  ^  -^  P  7h  ^  'J  P  ^  'P  ' 


dl        '^  dx 
^       dq'  ,  dq'  ,  , 

dr'  ,  dl' 

^  =  w^Pdi^'^''  ^'■'■' 

dp'  ,  dp'  „  dp  ,  „  „  ,, 

'"'^-dt^Plhv^i'    ÏÏ^^'^P'^^IP   ^rp>  +  rp. 
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\'A  il  iMiKlrii.  |Hiiir  (|iic  rt'(|ii;iliiiii  suit  iiiti'^i;i|]|c,  i|iic  I'ijh  ;iiI  ces  toii- 
(litioiis 

dx  dx 

iiici\('iiti;iiil  (|iiiii  rc(|ii;ili(iii  itili'i^rcc  scim 

1     xdx  4-  '^y  -t-yz-+-...)  =  V—  H. 

2(>.  l'Jitiii  (III  |iiiiirr;i  aussi  (|iii'l(|ii('ri)is  siiiiiililici'  le  (  ;il(  iil  |i;ii'  le  iinivcii 
ili's  siilisliUitions,  en  iiitrodiiisiiiit  ;i  la  |ilacf  des  codiiloiiiiées  x,  y,  z 
d'anlifs  variables  i,  r,.  'Ç ,  k'Si|urlk's  suiciil  des  foiiclions  doimccs  de 
■  r,y,  z. 

Su|»|)()Soiis  qu'oïl  ait  diUéreiilié  cos  fonctidiis  cl  (|ii'(ui  en  ail  tin-  les 
valeurs  f/|,  dri,  dÇ.  lesciuelles  soi'onl  de  celte  t'oruie 

dl  =  Idx  -¥-  jj.  dy  ■+-  V  dz, 
dri  =  X'  dx  -t-  ju.'  dy  -t-  v'  t/z , 
(/Ç  =  Vdx  -t-  ij!'  dy  -t-  ■■fdz, 

).,  u.,  V,  X',  a', . . .  étant  des  t'oiictioiis  données  de  Ë.  /;.  'Ç. 

lui  regardant  la  (|iiantile/^,  d'ahord  eoiiiiiie  t'onetion  de  .r,  y,  z.  et  eii- 
siiile  ((Uiiiiic  l'onction  de  :,  /;.  !Ç,  on  aura 

,         dp  dp    ,         dp  dp    ,.       dp  dp 

dp  =  -r-  d.v  -i-  -J~  dy  -■      ,'-  dz  —    ,V  de  -*    -i-  dr,    •      '    dC. 
'^        dx  d\     •  dz  II '_  lit]  di 

Donc,   siilisùluaiil  ;i  la   place  de  f/|,  dr,,  d  1.  les  valeurs   precedciilcN.  .•! 
eoiii|)aiant  les  tenues  ailéetés  de  dx.  d\\  dz,  on  aura 


di  -   ''  dï  dr.  ^ ''    dV 


du  dp  ,  dp  „  dp 

i='dV    ■'   dr,^'    dV 

dz  ""    f/H        (/y)        </r' 


cl  l'on  aura  de  oareilles  joiiuiilcs  pour  les  valeurs  do   y--,   -~  i  ■ 
'  '  (/.»■     dy 
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F;iis;iiil  ces  siihslitiilioiis  (hiiis  Irs  i'i|ii;ili(iiis  l'ondiniiciilalfs,  cllc^  iic 
(•niUiciidroiit  plus  (|ii('  des  (lilicrcnccs  |)iirlicllcs  it'l;iliv(.'s  à  ç,  yj.  Cet  /;  cl 
si  par  la  iialiirc  de  la  (|U('stioii  pro|)()sé('  la  variaMc  Ç,  par  cxcniplc.  ou 
1rs  deux  varial)l('S  r,  cl  'Ç,  sont  lirs-pclilcs  vis-à-vis  de  |,  on  |Miiina  cni- 
|ilo\ri'  (les  irdiiclioiis  auaiojiiies  ;i  cfllcs  ijuc  nous  avons  dfVtdoppces 
ilaii>  Ir  iniiiicrn  prccrdciU. 

■27.  Telles  sont  les  nictliodi's  et  les  formules  principales  par  lesquelles 
on  peut  delerniiner  lii^Durenseinenl  les  lois  du  mouvement  des  fluides. 
Nous  allons  maintenant  en  montrer  l'application  ii  (|n(d(|ucs  cas  parti- 
culiers. 


SECTION  SECONDE. 

Dt     MorVKMKNT    DKS     K  L  l  1 D  K  S    PESANTS     KT     HOMOGENES     DANS    DES    VASES 
OU    DES    CANAUX     DE     FIGUllE    OUELCONQUE. 

28.  Nous  supposerons  d'abord  que  le  tluide  parte  du  repos,  ou  (pi'il 
soit  mis  en  mouvement  par  l'impulsion  d'un  |)iston  applicpic  à  la  sur- 
face,  moyennant  (juoi  les  vitesses />,  y,  /•  de  chaque  paiticule  devront 

être  telles,  (|uc 

prix  -+-  (fdy  -\-  rdz 

soit  une  dillerentielle  exacte  (20);  de  soi'te  (ju'on  jiourra  em|»loyer  les 
iDi'uuiles  doiniées  dans  le  u"  16. 

29.  Soit  donc  v  une  (onction  de  .i\  y.  ;.  /,  dcpeiidantc  de  rc(]ualion 

(1-0       d-o       f/'o 
rt.r-        dy^        dz' 

on  aura  d'aliord  pour  les  vitesses />,  (f.  /de  clia(|ue  particuli'.  suivant  les 
directions  des  c(ioidonnei's  x,y,  ;,  ces  expressions 

do  do  do 

'        dx       ^       (/)■'        '~  dz 


m    M(»i  \  i.mi;n  r  i)i:s  !■  i  i  iih.s. 
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l-jlMIlIr   lu   |.|-.-.>in|l    II    il.ills    (IliHlIlr    |inllll   illl    jllliilf  NCf;i      f\\  s||  |i|(n>;i  II  I 
l;i    (lriisil(    A  —  I  j 

I,;i  (|ii;iiililr  \'  c^l  i'i;;ilc  à 

/     \>(/.r   '   n<h    .    n</:  , 

en  iHHiiiii  uil  I',  O,  l{  li's  Idi-i'cs  jicrrli'iMliiccs  liii(l;iiilcs  ;i  ;iii^iiii'ii(ri  If- 
(■(midniiiiccs  .)  .  V,  r.  Or  iHMis  sii|i|ii>s()iis  ici  (|iic  Ir  11  il  ii  le  li'rsl  iiniini'  i|iic 
|);ir  sii  i^iiiMlc  iialiinllc.  Dmic,  |irciiiiiit  g  [imir  cxiiiiiiici  hi  toicc  hcci-Ic- 
rali'icc  (le  lu  gravilf.  aiii>i  (|uc  nous  l'avons  lirjii  l'ail  plus  liaiil  '16^.  vl 

Il liant  £,  y;,  'Ç  les  aiiiilcs  iiiic  la  vciticalc  l'ail  avi'c  les  axes  tirs  coiir- 

(luniicfs  ,f,  T,  z,  on  anra 


P      i,'fos^,     Q  -^'cosri,     R=gcosÇ, 


et  |tai'  ciiiisciiiiciil 


\       gx  oosi  +  ^r  cosr;  -I-  gz  ros?. 


."$().  Maiiiliiiaiil  soil  z  c/.  rriiualinii  (riiiic  des  parois  ilii  \asi'  on  ilti 
raiial,  y.  ctaiil  une  t'onclioii  ilomicf  de  .r,  v  sans  c  ni  /.  On  aura  doio  , 
sni\aiil  les  roriiiuies  du  n"  10, 


A  —  3  —  a  ; 


cl  les  deux  riiiialions 


se  réduiront  ii 


</\  (/\  r/A  r/A 

tll        '   (Ix        '  (ly  (Iz 


<l'j  </«         r/'y  dot.         f/'- 
(Ix  dx        dy   dr       dz 


Os  deux  ei|iialiiiiis  devaiil  avoir  lien  ;i  la  t'ois,  il   landra  (jii'rlli'-  d(ni- 

nent  rime  el  raiilic  I; '■nie  valenr  de  :;  donc,  en  snhslilnanl  dans  la 

soeonde  ii  la  plare  de  r  sa  valeur  7.  donnée  par  la  preinii-re.  il  l'andra  ipie 
re(pialioii  iTMillallIe  ail   lien   d'rllc-niéllie . 

IV.  !)' 
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Ainsi  l'i'i|ii;iliiin 

<l-^        do  il X       d'^  (la.  

dz        dr  dx       dy  dy 

(Icvrji  (ii'c  s;ilisl';iil('  l'ii  l'^iisaiil  s  =  «.  Kl  ili:i(|iii'  piiroi  rniiniini  iiiic  coii- 
dilioii  si'iiihliililc  il  l'i'iiiplir. 

'.\\ .  A  la  siiiiacc  cxlfiiciiif  du  lliiidc  la  pression  II  iloil  ("■Irc  mille, 
lniM|ii('  le  fluide  est  lilice;  mais  si  le  fluide  esl  pi'cssé  par  une  t'oree  (Idti- 
ni'e,  alor's  la  valeur'  de  11  doit  ('Ire  égale  il  celle  l'oree. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  siniplicile ,  (|iie  le  fliiide  se  meuve 
uni(]ueinent  en  verlu  de  sa  gravile;  ainsi  la  (pianlitc  II  devra  elic  nulle 
il  sa  surfaciî  exlérieure;  par  couseiiueiil  II  o  sera  i'e(|uali(Mi  de  (die 
surface. 

On  fera  d(Uic  dans  les  formules  du  n"  10  15  -    II,  cl  l'on  aura  ces  deux 

(•(|uali(ius 

*/n        do  Jn        d'^  dW       do  f/ll 
(Il         dx    dx         (/}■    dy         dz    dz 

ies(pi(dles  devaul  avoir  lieu  eu  nuMue  leiups,  il  s'ensuit  (|ne,  si  l'on  éli- 
mine une  des  variables  comme  ;,  re(|ualiou  lésullanle  devra  subsister 
(l'(dle-rrr(''riie. 

Au  r'csle,  comme  la  seconde  de  ces  e(|rrarr(ms  l'csirlte  de  la  condition, 
que  les  particules  du  fluide  qui  sont  une  fois  ii  la  surface  v  demeurent 
loujoui's.  (die  ne  ser-i  pas  nécessaire  lorsque  cette  condition  cessera  d'a- 
\oir'  lierr  '  nuirréro  cité). 

■M.    V.r\:\   pose,    il    faut   comrrrencer'   par   delcrruiner    la   fonctiorr  ç.   arr 

mo\(  Il  de  re(|Uation 

d~o        d''o        f/'o 

1   -I-    î-  -j T,    -—  o, 

dx-        dy''        dz' 

Mais  cetti'  i''(|iratioir  ir'etarri  inlegralde,  eu  iicireiai,  par'  aucirire  des  nre- 
tliodes  ((urrrires.  murs  srrpp(iser(urs  (|ire  l'irne  des  dirrrerrsions  de  la  masse 
lliiidc  soil  for!  pelile  ii  l'ci^ard  des  deirx  arrlr'cs,  en  sorte  (|in'  les  coordon- 
nées r-,  par'  exerrrple,  soierrt  Ir'i'S-petiles  vis-ii-vis  des  co(U'(l(nrirees  .r  el  y. 
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P;ir  le  iiniycii  de  cctl»'  sti|i|)osili(iii,  il  csl  visililc  (pi'un  |Kniri"i  it'|irc- 
sonter  la  rtMittioii  o  |);(r  une  srrie  de  cftlc  forme 

9  --  9'+  z'/  4-  z'tt<"'+  3'cp"-t-. ... 

(hiiis  la(|iicllc  'j.  ,  -y',  0'" ,  .  . .  Miniil  ^l(•^  Idik  liiiiis  (le  .<-,  V,  /  siiri.s  r. 

Kaisiiiil  celte  siilisliliirinii  dans  ri'ijnal  nui  |)rerc(leiile,  rllr  (le\ieriilra 

De  sdile  (|ii'eii  ei^alaiil  se|»afeiiieiil  il  zéro  les  li'riiies  iillecles  des  dille- 
leiiles  piiissaiiees  de  z,  un  aura 

2   (/x-         2   (/y' 

^^ I     d'^i"  I     d-o" 

?. .3    i/t-         a.'i    fl)' 

, I     (/'9"'  I     </'9"' I       ^/'9'  I        f/'y'  I       (/•9' 

3.4    (fx'         3.4    (/r'         2.3.4   '^•^'         3.4  dx'fly'        2.3.4   ^b' 


Ainsi  l'expression  de  '^  deviendra 

z-id-o'        d'(fi'\         z'    /rf'9"       '^'9"\ 

"^  [in^  "  "^  /  ~  ÏT3  \d^  "^  7/F''  ). 

2*      /d'(f'  d'(f'  d'v'\ 

>  .i.-i  \dx'  dx'dy-        dy'  j       '"'' 


:=  (»   -i-  ZO 


dans  lacuM'Ile  les  l'onctions  y'  cl  0"  soni   indeleiininees,  (c  i|ni  lail   V( 
(jne  celte  e\|)i'ession  est  intf'grale  coni|ili'lc  ili'  rii|iiation  |ini|)osee. 

'.V,\.    AvanI  ainsi  l'expression  di'  y.  nous  allions  en  dillereiilianl 

'Il    11'     'hl _  1.  ( 'llï.    j'lï-\  _  ï- ( 'JLÏ.    ''''■'  \ 

'' '    djc~~  (il-  ^ '^  dv        i\d,^  '*'  drdy'J       ■,..i\d.r>   '^  dxdr'J^'" 

''  '"'  dv  ~   dy  "^  '  dv        ■!.  \dx'dr  "^  dr"  )       ï.3  \d.r^dy'^  dr'  j  "^-  "  "' 

rfV         „         /'/"■>'      d''y\       z'fd'y"       d'a"\        :'    /d''/  d'y'  rf'yA 
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l£l.  siil)^lilii;iMl  it's  viilnirs  (hiiis  rcxpicssion  de  II  ilii  ii"  -l'K  l'Ili'  ilrvicu- 
(ll;i  (le  (■(■lie  Idllilc 

n  =  n'-+^  zii'  +  2=11+ 3' n" -)-..., 

dans  hi(|U(-llt> 

„„  ^       do"       do'   do"       do'  do"         „  Id'^o'        </'o'\ 

■.'.\dldx-       dtdy-j        7.\dx)         a   f/;c  \  f/j,'         d.rdy') 

I  l'I'i'y      id'fi'fd'o'        '/'9'\       \  Ul^o'       d-o'\-      I     „(d-o"      f/'v"\ 

et  ainsi  de  suilc. 

3i.  .Maiiilcnaiil,  si  z  =  y.  csl  l'iMiuation  dt's  pai'ois,  y  clanl  une  Idru- 
lion  l'or!  pclilc  de  ,v.  y  sans  z,  r('(|nati()n  de  condition  poni(|n('  les  ni(''iiics 
particules  du  lluidc  soient  toujours  contigut's  aux  parois  sera  f30 

,,       '/ci'  dx        d'J  d X.  (il^o'        d-o'         do"  d y.         do''  d ot.  ^ 

dx   dx         dr   dy       "  \  dx'^         dy''  dx    dx         dy    dy  I 


Id-o"       d'o"       (d^o 
da;'^        dy''        \  dx' 


£[(/'&"  ___  d'o"       (d'o'  _^    d'vf'  \  dot.       I  d'o'         d'(f'\  do 
dxdy''}  dx       \dx'dy       dy' 


l'(^'\  docl 
d^)d^] 


la(|iicllc  dcvaul  avoii' lieu  (Ml  uiciue  temps  (|ue  re(iuati(tn  z^^r/..  il  fau- 
dra (|u'olle  soit  vraie  en  y  niellant  y  ii  la  place  de  r. 

Ainsi  ré(|ualion  de  condition  dont  il  s'agil  se  réduira  à  celte  lornie 
plus  siui|)le 

2  dy 


dy 


dx 


I        I       \  dj'         dxdy^J  ]  I        I       \dx-dy        dy"  )  ] 

"^  773  dJ      ''       ^  ;r3  ^        iK-     ^       "*"  ■ 

la(|U(dle  (irxra  axoir  lien  pour  Ions  les  poiiils  île  la  paroi  donni'c. 
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35.    l'jiliii   rri|ii;itiMii  (le  l;i  siiii;icr  cnIithiii  r  lin    lliiicli'  sri"i    II  =  o. 
savoir 

n'+  zïi"  -h  3'n"'-f-  2'!!"'  +  . . .  — o. 

l'^l    ri'i|llali(ili  lie  ciiliilirniii   |iiiill'  (|llr   li's  iiiiiiirs  |i:ii  liilllrs  ili-iiii'iiii'iil 
toujours  il   la  sni't'acc  scia  apii-s  les  siihstiliirnuis  cl   les  icdiiclKpns    !?t 

.•I  ^^•^ 

dt  dx    dx         dy    dy        " 

_  \dW        df_  </rr        d(f^  dW 
1    dt  dx    dx         dx    dx 

dy     dy  dy     dy  \  dx''  dy''  j        J 

dW  'Wi'j^i       i^L'JI^  —  li'ilï^  f/^v'    \dW 

(Il  dx     dx  dx     dx         7.  \  f/x'         dxdy-)   dx 

d'/  dU"       d'^'  dlV  _  i  /   f/'9'         d'o'  \  dU' 
dy     dy  dy     dy         ?.  v  dx^dy        dy'  j    dy 

[  d'à'        (l^a>'\  ,  •  /'^'?"        '/'o' \  II"  I 


Ainsi,  cliassant  z  de  ces  deux  ('(lualions,  on  aura  une  c(]nation  sans  ;  ijoi 
devra  subsister  d'ellé-mèuie  pour  lous  les  points  de  la  snrl'aee  ilioil  il 
s'agit. 

Du  niomcmcnt  d'un  Jhiicle  qui  coule  tlitns  un  vase  élroit  et  presque 
vertical. 

M).  luiai;iiioiis  uiaintciiaiil  (|iic  Ir  lliililc  coule  dans  uii  vase  droll  et  ii 
peu  pri's  veilical,  et  supposons  t|Ue  les  abscisses  .r  soient  \crlii  aies  cl 
dirigées  de  liaul  en  lias;  on  aura  ''29^ 

ç  =:  o,     •/;  1=  90',     Ç  =  90"  ; 

dnlic 

cos^  =  r,     ros/î  =  o,     cosï  — o. 


r:iv 


MKMOIKK   SUR    L  V   TlIKORIi: 


Sii|)|i()siiiis  (If  |)liis.  |)(iiii'  simpliticr  la  qiu'slion  aiiliiiil  (|iril  est  pos- 
silile-,  que  le  vase  soit  plan,  en  suite  (|ue,  des  «Jeux  (irdoiiiiées  y  et  z,  lôs 
premières  y  Sdii'iil  niillcscl  les  secondes  ;  soient  fort  petites. 

Kntiii  soient 

z  =  a,     z  ^  (3 

les  ei|iialions  dis  diiix  [laiois  dn  vase,  a  et  fi  étant  des  fonctions  de  ,r 
connues  el  liès-pclilcs.  On  iinia  relativenieiil  ii  ces  paiois  les  deux  e(|iia- 
lions  ^34 

„  \     dx  )        i      \      dx  )  


9 


d.r 


dx 


"(^S     ."{?'%) 


dx  ■?.  d.r  '  '  '         ' 

lcs(juelles  serviiimt  ;i  delerniiuei'  les  fonctions  •p'  et  ç". 

37.  Nous  rcgardeions  les  (|uantités  ;,  a,  fi,  comme  très-petites  du  pre- 
mier ordre,  et  nous  nei;lii>erons,  du  moins  dans  la  première  approxima- 
tion, les  (|nantites  du  second  ordre  et  des  ordres  suivants.  .Ainsi  les  deux 
e(|uations  précédentes  se  réduiront  à  celles-ci 


"(^S) 


dx  "'     ^  dx 

lesfpifdles  étant  retranchées  l'une  de  Tautie  dtmnent  celle-ci 

dx 

dont  l'intégrale  est 

do' 

.«-  13,^:^6, 

^    dx 

5  étant  une  louclion  athilraire  de  /.  la(|U(dle  doit  éli'c  très-|)etite  du  pre- 
mier ordre. 

Oi-  il  est  visiMe  (|ue  «  —  fi  est  la  laii^cui'  liori/.(Uitale  du  vast\  (|ue  nous 
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ii'lircsciilfidiis  |):ir>.  Ainsi  l'on  iiiiim 

</»'       e 
dx        > 

fl,  iiili'i;i':iiil  lie  ikuivimii  |)^ir  nippoi'l  à  x, 

\tx       . 
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,=  »/r 


en  (Icsinnanl  par^  une  nouvelle  fonction  aihitraiic  de  /. 
Si  l'on  ajoute  ensemble  les  mêmes  équations  et  ([u'ou  lasse 


on  (Ml  tii'i'ia 


d[i 


do' 
dx 


dx 


I      ■  III      do 

ou,  t'ii  siilisliluaiil  la  valeur'  de     ,-^) 

dx 


dx 


D'où   l'on  \oil   (|ue,  ptiisijui'   ).,   a.    5   sont  lii-s  iiuarilitcs   Iro 
picinier  oïdce,  o    sera  aussi  Irès-petilc  du  niinic  ordre. 


petit! 


38.    Donc,  en  nci;lii,M'anl  toujours  les  (|ii.iiililrs  du  second 
aura,  par  les  t'oriniilcs  du  n"  .'5.'5.  la  vitesse  verticale 


>rdr< 


_  d^'  _  e 

f'~  dx  ~>' 


la  vitesse  li(uiz<pnta!( 


r=o   —  z  -j\  =  0\-j :-,- 

dx'  \  (Ix  (ij 


/; 


ou  liien 


BVdij. 
''^iVdx-^ 


I   d> 
/   dx 


T3()  M  i:  MO  IRE  SI  R    I,  A   Tlli'OIllh: 

Hiisuit(,',  à  causL'  do  cos^  --  o,  la  (|uantilé  11"  sera  aussi  lirs-petilc  du 
picinier  ordre.  Par  eonséquent  la  valeur  de  la  pression  II  se  réduira  à 

Kt  celte  (|uaulite  claul  cj^alée  à  zéro  donnera  la  tii,nire  de  la  surface  du 
lluide.  De  sorte  (|uc,  cduime  la  uiènie  (|uanlité  ne  reuteruie  point  l'or- 
donnée r.,  mais  seulement  l'abscisse  .r  et  le  temps  /,  il  s'eusiiil  (|iic  la 
surtaeê  du  fluide  devra  être  ii  elia(|ue  instant  plane  et  li(ii'i/.onlale. 

I-Jifin  re(|ualion  de  condition  pour  (|ue  les  nièuies  parlicnles  du  fluide 
>oieMl  toujours  ii  la  surface  se  réduira  |)arcilleuienl  ii  celle-ci  '35 

(IW  (/(j,'  dïl'  _ 

(If  dx    (Ix  ' 

savoir 

d\\  6  (/n  _ 

dt         y.   dx  ' 

laquelle  ne  conlient  pas  non  plus  z,  mais  seulement  .r  et  /. 

.'{il.  Pour  distinguer  les  (|uanlités  qui  se  rapportent  h  la  surface  supé- 
rieure du  fluide  de  celles  qui  se  rapportent  à  sa  surface  inférieure,  nous 
marciuerons  les  premières  par  un  Irait  et  les  autres  par  deux  traits.  Ainsi 
.r',/.',...  seioul  l'abscisse,  la  largeur  du  vase,  etc.,  pour'  la  surface  su|)e- 
riein-e,  et  x",  >,",...  seront  de  même  l'abscisse,  la  largeur  du  vase,  etc.,  à 
la  surface  inférieure.  De  même  fi'.  H"  dénoteront  dans  la  suite  les  va- 
leui's  de  FI  |)Our  les  deux  sui'faces;  de  soi'U'  (|u'on  aura  pour  la  surface 
supérieure  ré(|uation 

i/o  I' dx'       dh         B' 

11    —  SX T-  I   -r- -, -vr  =  o, 

"  dtj     1'  dt        -il'' 

et.  piMir  la  sui'face  infeiieure.  l'écjuation  semblable 
dû  i'dx"       dà         û- 


T,,,  „       d'j  l  dx 

"   =S^  -Ttj^      dt      ,).- 
Knfln 


dt    "*"  ).'  dx' 
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sciit  l'équalioii  de  tomlilioii  pour  (|m'  li's  iiit'Mics  |»;irtiriilrs  i|iii  miiiI  iiiic 
lois  à  la  surface  siiiicriciirc  y  it-slciit  hHijiniis;  cl 

</l\        0  </ir 

(il  A      (ix 

scia  rc(|u;iliiiii   ilc  ((iiiditioii   |iuiif  (|iii'   l:i  Miilacc   iiit'criiMir  (  niilinmi- 
li>iij(Jiiis  les  ineiiie,s  particules  du  iliiidi'. 

Cela  pos«'.  il  faut  distini;iicr  (jualrc  cas  d;iiis  la  iiiiiiiini'  iluui  un  lluidc 
priit  cdulcr  (l:iii-  un  vase,  cl  cluicun  de  ces  cas  dciuaudc  une  Mdiilinn 
parlicidii'rc. 

VO.  Le  preuiier  cas  est  celui  où  une  (|uantité  donnée  de  lluidc  coule 
dans  un  vase  indétini.  Dans  ce  cas  il  est  visilde  (|iie  l'une  cl  l'autre  sur- 
face ddil  loiijouis  ((uileiiir  les  nièun's  particules,  cl  (|u'ainsl  l'on  aura 
pour  ces  deux  surfaces  les  e(|uations 

II  =o,  .  rr  =  o, 

el  de  plus  les  deux  c(|nalions  de  ciuidition 

r/ir        0   (/ir  du  6    dlV 

o,      -  ,—    -1-  ^     ,    „    =c  o; 


i/t  y    dx' 


dt  l"   dx" 


el  ces  i|ualre  e(|u;i lions  serviront  ;i  deleruiiner  .r',  .r",  J  et  :■,  en  /:  uni\cn- 
uaul  (|U(ji  le  uiiiuveuieiil  ilii  lluidtt  ser'a  ciuinii. 
I.'e(|n;itinn    II         n  el;illl  dill'ércnliee  dmine 


donc 


d\\     ,  ,       dW     , 
dx'  dt 


</ir     _  (/n;  dx'^ 

dt    ^         dx-     dt  ' 


Miiisliliunil  celle  Miieiii' dans  la   |u-enii('re  eipialion  de  ((Uidilidn  el  di\i- 


d\\ 


lUl   par     ,     ^  on  :iura 


dx'  _  Q_ 

Tir  "  r' 


IV. 
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-■Mi  MÉMOIKKSLK    I.  \    IlIKOHIi: 

On  li(Mivci;i  (le  uii'ilii',  ni  idiiiliiiuiiit  r;iulii'  ciiinilioii  II  —  o  ;ivcr  l;i  >.r- 
coiiilt'  ('(inalidii  ilr  cniiilitioii.  icllr-ci 

,it  ^  r  ■ 

!)('  Mille  (lu'iiii  ;iiii;i 

Odl  =--  l'dx'  ■=--  't!'(lx" , 

(■(HKilidiis  séparées. 

On  aura  dniic  en  iiilégraiil 

/  1"</.t"  —  1  ï.'dx'r-  m, 

m  elaiil  iino  conslantt',  laquelle  exprimé  évideiiimenl  la  (inaiililé  donnée 
(In  tlnidc  qni  conle  dans  le  vase.  Ainsi  cetle  é<|ualion  donneia  (ral)nrd 
x"  en  x' . 

Maiiileiianl  si  l'on  snbstiliie,  dans  la  [iremiiTe  éi|iialinii   II   —  o.  pour 

(Il  sa  valeur  —= — >  elle  (levienl 

& 

^■^        l'dx'jir       V  dx'       ■}.l"~°' 
la(|iielle  elaiit  multipliée  par  )'<l.r'  ddiine  celle-ci 

filx'  Ù^dx' 

i  ■>.»: 

ipi'on  voil  liieii  élre  iiiléi,nalile.  et  dont  l'iiitéiirale  sera 
g  I  f.'x  dx' I  -j, j  Odâ  =  const. 


Ou  Irouvera  de  même,  eu  sulisliluaiit         '       it  la  jilace  de  ,•//  dans  l'e- 

(|Ualiou   ir  =  ().  et   mulli|diaiil   pai-  l"dx",  une  ucmvelle  ei|iiaruiii   iiile- 
i^ralile,  l'I  ildiil  l'iiiléi^rale  sera 


,frx'dx"-^p'f-fod,=:, 


Iti;    MOliNKMKNT    IU;S   I'LUIUKS.  739 

[)i)ii(',  ri'li';iiii'li;iiil   ri's  deux  i'(|ii;iriiiiis  l'uni'  lie  r^iiilir  |)iiui   in  rliini 
IHT  \r  Irrinr   j   S  '/•.   iMi  ;illl;i  icllr-i'i 

,(/r...-,/,--/.,...-)     |'(/r^-_/f;|^)..L, 

ihiiis  l;ii|iii'lli'  II'-  (|u;iiilili's 

jrxdx'  -j-,:x\ix'    i-i    pl^-j'I^ 

r\|)i'iinrnt  1rs  iiili'i;i;ilcs  île  '/  x  dx  cl  de     .     |>i-isi's  dt-puis  oc  =  .v  iiis(|ii'à 

X  =  x" ,  cl  oii  I.  csl  une  cimslaiilf  ;irlnli;iirc. 

Celle  é(|ii;iliiin  dimneia  î  en  .i',  |inis(|nc  -v"  csl  dcjii  luntuic  en  .«'  pur 
ré(|u;ilioM  lii>n\ie  plus  IkiiiI.  AyanI  ainsi  >  en  .r  ,  un  liniiver'a  aussi  / 
PII  .r'  par  rc(|ualiiin 


dl. 


A'dx' 


iliiMl  l'iiilei^rale  csl 


'l'dx'       ., 
t=  I  -^ H  H, 


-/■ 


H  étant  une  conslaiile  arliiliaiie. 

A  l'égard  des  dcuv  conslanlcs  L  cl  11,  un  les  déleiniinera  par  l'elal 
initial  du  fluide,  ('.ai',  l(ii'S(|ne  /  =  o,  la  \aleiii-  de  .r  seia  dunni'e  par  la 
position  iniliale  du  llnide  dans  le  vase;  el,  si  l'iiri  suppose  (|ue  les  vitesses 
initiales  du  iluide  soienl  inilles,  il  l'audra  (|u'iin  ail  >  t  o  |iusi|in'  /  —  o 
(38).  .Mais  si  le  Iluide  avail  l'Ie  mis  d'alimd  en  iiiiiu\cuH'nl  par  des  im- 
pulsions ipieiiiimpies ,  alms  les  valeurs  des  pres>siiins  II  el  II  seraieiil 
données  lorsipie  /  —  o.  Or  on  a  \'.W j 


FI  "-    ir=r  ii[x"  ~    X 


,  _dO(  rdx'  _  rdx^  \  _  17  J L  \ 

'     dl  \J  "r     J  r  )     ?.  U"'     îi"r 


donc  on  aura     en  laisanl  /       n,   inie  i'(|ualiou  ipii  servira  ;i  delcrminci- 
la  valeur  iniliale  de  0 . 

93. 
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Ainsi  le  ProhU-inc  est  résolu  cl  le  inoiivciiiciil  du  tliiiilc  csl  ciilii'iciiifiii 
(létoniiiné. 

il .  Le  second  cas  a  lieu  l()rs(|ue  le  vase  est  d'une  longueur  déterminée 
et  (]ue  le  fluide  s'écoule  par  le  fond  du  vase.  Dans  ce  cas  on  aura,  comme 
(l;ui>  le  précédent.  |)iMir  hi  surface  su|)(''rieiire  les  deux  é(|ualions 

n'-  o     —      Q  dw  _^ 

'       dt         1'   dx'  ' 

mais  pour  la  surface  inférieure  on  aura  simplement  l'éijualion  n"=o, 
puis(|u'à  cause  de  l'écoulement  du  fluide  il  doil  \  avoir  ii  clia(|ue  instant 
de  niiiiNidles  parlicules  à  celte  surface.  Mais  d'un  autre  cole  l'abscisse  a:" 
pour  cette  même  surface  sera  donnée  et  constante;  de  s(Ule  (jii'il  n'y  atira 
plus  que  trois  inconnues  à  déterminer,  x',  0  et  à. 

Les  deux  premières  équali(ms  donneront  d'ahoid,  c(uniiie  dans  le  l'io- 
hlème  précédent,  celles-ci 

,        l'dx'          -,    ,  I  ,       r   ,r  C dx'       .  ,,        9''dx' 
dt  =  —yr—1     st'x'dx'  —  Q  dB  I  -^, 9d^ ^r-  =  o. 

9  °  J       t.  2/' 

l-jisiiile  re()ualion   11    =  o  donnera  (39) 


dO  rdx"       d^         9' 


„      d9  rdx 

-•^  -  7/7  /  -F 


V7i=°' 


rdx" 

où  l'on  reinar(|uer'a  ipie  .»",  À"  et  I  -.-„-  sont  des  conslanles  (|ue  nous  de- 
nolerous  poui'  plus  de  simplicité  par  /',  /(,  n.   Ainsi,  en  sulisliluaut  à  (// 


1  l!  tl.l'  11-  •  •  .    ;     ■  !•  . 

sa  valeiM'      .  — !  nnillipliaiil  ensuite  par  /.  (Lv  ,  (Ui  aura  1  e(pialion 


g f  l'dx'  -n0de-9dB-  ^''^'l^f  =  o  (  *  ). 

...  ,  ....        .    ,  'i-di'      ,.     ,      fntix'  ,, 

(   )  l/a"ran};c  a  cent  ici,  iiar  inadverlance, ,—  au  lieu  de rr- ■  Letic  laiitc  luii 

■lit  •ilr 

rejaillit  sur  l'équation  suivante  se  retrouve  dans  les  deux  dernières  éditions  de  la  Mécuniquc 

analytique,  où  l'illustre  .\utcur  a  reproduit  le  présent  Mémoire.  Nous  avons  cru  devoir  rétablir 

l'exactitude  des  forniulcs.  (  ISote  de  rjidilciir.) 


itLi  M(ti  vi:mi:n  1   iti;s  i  i.i:ii»i;s.  -vi 

Ddiic,  ii'Ii:iii(Ii;iiiI  de  (•cllc-ci  l'c(|ii:iruiii  |iici(mIcii1c  |iiiiir  en  «•liiniiit'i-  Ir 
Icfiiif  5  (■/&,  (Ml  ;iiir:i 

,,(/_  .'   >/,/.'  -  (n  __f  ^)  0,10 -(^-  i)  OUI.'  =.  «. 

i'(|li:iri()ll   (|IH   ne  rdilllclll   i|lli'   les  dniN  v;ili:ilili'S  .r' cl   0 ,  ri   |i;ii    l;i(|lli'llt' 
(iri  |i(iiii  r;i  ilorii-  (Iclrriniiicr  uni'  ilc  ces  v;iri;ilili's  en  I'oim  Iidii  de  r;iMlrc. 
lùiMiilr  (III  ;iiir;i  /  cxiiiiinc  |):ir  l;i  iik'imc  v;ii'i;ilil('  en  iiili'i;i;iiil  rc(|ii:iti(iii 


Va  l'on  (Icicnniiii'ia  les  coii^liiiilcs  {i;ir  l'cliil  iniri;il  du  lluidc,  ((iiiiiiii' 
(huis  le  l'i(dili'iiii'  picccdiMil. 

ï'I.  Le  trdisii'nic  cas  a  lieu  lors(|iriiii  tlnidc  c(tiilc  dans  un  vase  iiidc- 
tini,  mais  (jui  est  cntrcicnu  toujours  plein  à  la  nicine  liauleur  pai'  il(;  nou- 
veau lluidc  i|u'(iii  y  M'ise  (■onrniindlciiieiit.  (>  cas  est  l'inverse  du  |u-e(é- 
deiil  ;  i-Ai  (III  aura  ici  |iour  la  surt'ace  iiireiicure  les  deux  ('(luarnins 

'/Il       0  (/n 

cl  [loiir  la  Mil  l'ace  Mi|ieiieure  ou  aura  la  siiiiple  e(|iiatioii  11  =  <>,  il  cause 
du  cliangeineul  cunlinnel  des  pailicnles  de  celle  suiTace.  Ainsi  il  n'\ 
aura  (|n'à  ciianij;er  dans  les  é(|uali(Uis  du  numéro  |irécé(lenl  les  (|iian- 
lités  a-',  ).' en  .r",  ).",  cl  prendre  \>inw  J.  h.  n  les  valeurs  données  de  .r', 
-,      C'Ix' 

Au  resle  nous  supposons  ici  (pie  l'addilioii  dw  muiveau  llnide  se  fait 
(le  manière  (|ue  clia(|iie  conclie  uouv(dlc  prend  d'aliord  la  vitesse  de  celle 
(|ui  la  suit  imiiiedialeiiieiil,  cl  (|u'aiiisi  raiiitinciilation  ou  la  iliiiiiiiulion 
de  vitesse  de  celle  couclie  pendant  le  pi'eniier  instant  est  la  nK'iue  (pie  si 
le  vase  n'elail  pas  eiilreteiiii  plein  ii  la  iiK-nie  liaiiteiir  dnranl  cel  inslanl. 

43.  Kniin  le  dernier  «  as  est  celui  oii  le  lluidc  sort  d'un  vase  de  lon- 
}^UOUr  deleriliilicc.  cl   ipii  est  enlrclcliu   lolljouis  plein   ;i   la   llicuie   liau- 
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tciii .  Ici  les  |i;ii  liciilcs  di'S  surt'iiiTs  sii|icrit'iirc  cl  iiilV'ricmc  se  rciKHi- 
vcllciil  ('iiiiiiiiiirlli'inciit :  par  coiisimiiu'uI  on  aiiia  siinpli'iiii'iil  (Kiiir  rt-s 
(li'ii\  siiilaccs  les  (Miiialiuiis 

Il  ..      n       o; 

mais  cil  iiiciiic  lriii|is  les  deux  ahscisscs  j'  cl  j"  seront  donnccs  cl  cuii- 
slaiiles,  en  soilc  (|ii'il  ii'v  ania  (jiie  les  denx  inconnues  5  et  ^  à  détci- 
miner  en  /. 
Soient  donc 

J    I'  J    /." 

les  deux  é(|nations  11     m>,  11"=zo  (Icvieiidioul 

fit j-  '1—1 — ;-  =  o, 

"•'         fJl  lit  ■?.fl- 

''  f/l  (Il  oH- 

,,     .       ,  f/& 

(I  on  chassant    ,-■  on  aura 
(it 

6'  =  o, 


'■*■-/ -N-":ï-(ï-f.-i) 


d  on  I  on  tire 

N  —  «  !(/6 


dt. 


c(|nation  séparée  cl  i\u'\  csl  intci^rahie  par  des  arcs  de  cercle  on  des  lui;a- 
rilllllies. 

44.  Les  s(diilli>ii>  precediMites  son!  coiit'oiino  ;i  cidlo  (pic  les  pre- 
miers Auteurs.  (|ui  ont  écrit  sur  le  moinemeiit  des  thiides  dans  des  vases, 
ont  trouvées  d'après  la  supposition  ipie  les  diirérentes  tranches  du  Hnide 
conservent  exactemeiil  leiii'  paiallelisme  en  descendant  dans  le  \ase. 
Vnve:  VfIvfIrodyri(ir/iit/m'  de  .M.  Daniel  Hernonlli,  V llydniiilique  ^U'  U-,\u 
|{crnonlli,  cl  le  Tniilc  des  Fluides  Av  M.  il' Alemhei  I .  Notre  Tlic(n'ie  fait 
voir  (]ue  celle  snp|)ositioii  n'esl  exacle  el  rii^oureuse  (pie  lorscpie  la  lar- 
geur du  vase  est  intiniiiicnt  petite,  mai^  (pi'ejle  peut  cire  emplovec  dans 
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Icills  les  eus  |iiilir  nilc  |irriiiirl'c  ;i|i|irii\i  lli;il  idll ,  ri  (|Ur  1rs  snliil  unis  i|iii 
rn  irsilllcill  soiil  cxMcIfS  ;ill\  (|ll;ilil  lies  du  scciind  ordri'  |ilrs,  rli  i('j;iir- 
diiiil  les  l;iri;ciirs  du  v;is('  coniiMe  des  t|tiaii(itcs  du  |piriinri  ordic 

.Miiis  le  j;i';iiid  ;iv;iiitii^('  de  celte  'l'Iieor'ie  est  (|ii'(iii  |i(iil  |);ir  son  iiiii\eii 
:i|i|iliMlirr  de  |dlls  en  plus  du  \r:il  niiiu\ruirul  des  lluules  ihius  îles  v;ises 
de  lij;iire  (|U(dec)ii(|iie.  ('.ai  ;i\aiil  ti'(Uive,  ainsi  (|ne  niius  vein)ns  de  le  l'aire, 
les  |)reniièi('s  vaieui's  des  iiieonnnes,  en  néf;lii;oant  les  secdiules  dimen- 
sions des  lar^jeuisdn  vase,  il  sera  taiile  de  |MMisser  ra|i|>ro\inialiou  [dus 
loin  en  avant  e^ard  successivenn-nt  aux  tei'ines  iiej^lii^cs.  (ioiniiie  ceci 
n'esl  ([n'un  essai,  nous  n'entrerons  niaintenani  dans  aucun  délail  sur  (  tl 
olijel,  mais  nous  |iouriiins  y  revenii'  dans  une  aiilre  occasion. 

Du  niDincr/icnt  //'un  /Iiik/c  con/c/i/i  ilans  un  nmul peu  pro/diid  cl pit sifini 
lioriziintdl.  cl  en  [xirluulicr  du  niouvcnic/il  des  ondes. 

45.  I'uis(|u"(in  sii|i|M)se  la  liauleiirdu  tliiidr  l'on  jietile.  il  faudra  pren- 
dre les  ordonnées  r-  verticales  et  dirii;ces  de  liant  eu  lias;  les  aliscisses 
»    et    les    autres  ordonnées   v   deviendront    donc    liorizoïitales.    et    l'on 

aura  (29) 

ros;T-(),     cos/.  -    I),      cdsï       1. 

y.u  |ireuanl  les  axes  des  .r  el  r  dans  le  |dan  liori/uulal  t'ornie  |iai  la  sur- 
face superieiiic  du  lliiide  dans  l'elal  d'e(|uililire.  suit 


re(|ualiiiii  (lu  t'oinl  du  canal,  y  elanl  une  i'onclion  donnée  de  .r  et  v.  Nous 
re^ar<leidns  les  (juantiles  r-  el  a  comme  tirs-petiles  du  |ireniier  ordre,  el 
nous  néiilifiei'ons  les  (juanlilés  du  second  ordre  el  des  ordres  suivants, 
c'est-ii-dire  ctdles  i|ui  ctMiliendroul   les  cari'cs  et  les  |ii'oduits  de  :  el  7. 
l.'ei|ualiou  de  ciinditiou  relative  au  l'ond  du  canal  donnera  d'aliord    .'Vi- 


"("£)."('#) 


■     -  dr  dv 

m  l'on  voit  (|ue  y    est  une  ([uanlile  du  [iremier  ordre 


7i4 


mi;m<iiki;  sik  la  riiKdUii-; 


KiiMiitc  hi  N.ilriir  ilr  l;i  |iicssi(iii  II  se  rrdiiira  à  II' 4- Il  "s  (33j;  el  il 
l'iiiKlra  négliger  dans  l"e\|nessi((n  de  H'  les  (jnantités  du  seciuid  ordre  et 
dans  celle  de  II"  les  (]uantilés  du  |)iemier.  Ainsi,  à  cause  di 

,  f"osH  =  o,     cosr,  :-  o,     cosÇ=i, 

un  aura  par  ic>  Iniinules  du  nii'iMc  iiiiniero 


n' 


</»'        I  /r/o'  \  ■■       I  l  do' 


l'i^'  y  _  i_  (< 

\7llFi  ~  ï  \  " 


n 


{/t         ■?.  y  fl.r  I         2  ^  fly 
On  aura   donc  '35     |iuui'  la  surtace  supiTieurc  du  Unide  l'e(|nali()n 

n'  +  gz-   o. 

'I  ensuite  celte  ciiualiiui  de  riindiliiin 


,m      d^fin^     do'  (iw 

tll  dx    dx  dy     d}- 


id-o'        d''o'\ 

'[di^^ifFJ^^^''- 


46.    i.'einiatiiin  IT — j^:;  =  o  donne  sur-le-cliainp 


pour  la  figure  de  la  surface  supérieure  du  lluide  à  clia(|ue  inslaut  ;  el 
coninu'  l'équation  do  condition  doit  avoir  lieu  relativement  à  la  même 
surlace,  il  faudra  (|u'elle  soit  vraie  en  y  substituant  à  ;  celte  même  va- 
leur   (^ette  e(|iiatioii  deviendia  donc  pai'  lit  de  celte  l'orme 


djl 

di 


"("''é)  ■'("■S 


d.i 


-h  go^o, 


et  substituant  encoïc  jiour  ^'  sa  valeur  trouvée  ci-dessus,  elle  se  lédnira 

a  celle-ci 

de 


dn  1  '"-^-^J  ^  4";-^] 

dx  d)  ■ 


dl 


dans  la(|uel!i'  il  n'y  ani'a  plus  (|u';i  mettre  ii  la  place  de  H'  sa  valeni' 


!iv._  'i'lf_\-_Li'lr  y 

dt         -1  \dx  j        ?  \  (/)■  / 
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et  l'on  aura  une  équalidn  aux  diUV-icncfs  parlicilcs  du  scioiid  milir.  (|iii 
servira  ii  défermiiier  la  (|iiaii(ilé  "J  en  loiiclinn  de  /,  ./-,  y. 

Apii's  (|ii(ii   (III  ciiiiiiiiili;!   la  liiiiirc  di'  la   sinlacc  sii|tér'nMirr  du  lliiidi 
|iar  ri'(|MarKiii 


I  r/o'        I  lilvj'  \»       I  Id'-J  \' 


di 


et  si  l'on  vonlail  comiailie  aussi  les  vitesses  hori/onlales/j,  c/  de  i  liai|ii> 
parliciile  du  lluide,  ou  les  aurait    '?>'.\)  par  les  ronimlcs 


</o'  f/o' 


47.  Le  Caleul  intégral  des  équations  aux  dilléreiues  partielles  est  en- 
ecu'e  bien  éloigné  de  la  perfeelion  nécessaire  pour  rintéi;ratioii  d'equa- 
tions  aussi  eoiiipliiiuees  (|iir  irllc  dont  il  s'aj;il:  cl  il  ne  nous  l'cslc 
d'autre  l'cssoui'cc  (|uc  de  làclicr  de  siiiiplilicr  celle  c(pialioii  par  ipiidipie 
liuiitation. 

Nous  SUp|)oseroiis  pour  cela  que  le  lluide  dall^  >oii  iiloii\  ('iiieiil  ne  s'e- 
lève  ni  ne  s'abaisse  au-dessus  ou  au-dessous  de  son  niveau  (pi'inrniiiiieiii 
peu,  on  sorte  que  les  ordonnées  ;  de  la  surface  supérieure  soient  ((uiioms 
très-|)etites,  et  i|u'outre  cela  les  \ilesscs  liori/.(uilales /;  et  c/ soicnl  aussi 

inlininicnl  oeliles.  il  t'audia  dom    oiie  les  (jiianlilés  -—■,  -r--,  -—    soieiil 
'  '  '  «/      dx      dy 

intiniuient  petites,  cl  ([u'aiiisi   la  i|uaiilile  -^    elle-iiieiiw  soil  iiiliiiinieiii 

petite. 

Ainsi,  négligeanl  dans   reiiiialion   pi'(q)osée  les  (piautités  inliniuieiil 

petites  du  second  ordre  cl   des  oidres  ullericiiis,  clic  se  réduira  ii  celle 

l'orme  linéaire 


d-cf' 
ITp' 


"±jkl 

dx 


d 


dy) 


dy 


cl  l'on  aura 


do'  _(i'^'  __  </o' 

ITT'    l'-7Ù'     t-^- 


Celle  e(|liari(iM   i  niilieiidra  dune    la  Théorie  générale  des  peliles  aj^lla- 
lioiis  d'un  lluide   peu    piciruiid.    il    par  conséqncul   la  vraie  Tlicnrie  des 
IN  .  ÇH 
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iiiiilcs  luiiiiccs  |)iii'  les  clcvîilioiis  cl  les  alciissomcnls  successifs  cl  iiitiiii- 
iiiriii  [iiliis  (l'une  eau  slagnanle  cl  contenue  dans  un  canal  ou  bassin  peu 
liiuronJ.  La  Théorie  des  ondes  que  Newloii  :i  donnée  dans  la  Proposi- 
lion  f\6  du  second  Livre  étant  fondée  sur  Li  MipposiliDn  précaire  et  peu 
naturelle  (|iic  les  nscilhilioiis  vctlicales  des  ondes  soient  analo^^ui-s  à 
celles  lie  re;iii  dans  un  tuyau  recouilje,  doit  être  regardée  comme  :diso- 
liimeni  iiisuflisante  pour  expliquer  ce  phénomène. 

ÏH.  Si  l'on  supiKisc  (|iie  le  canal  on  liassin  ail  un  tond  lidii/oiiiai. 
alors  la  (|uaiilité  «  sera  constante  et  éi^ale  ;i  la  [(rol'ondenr  de  l'eau,  et 
ri''(|iialioii  juMir  le  moMvcmenl  des  ondes  dcviendi'a 

Cette  e(|nation  est  entièrement  semlilalile  ii  celle  (jni  détermine  les  pe- 
liles  agitations  de  l'air  dans  la  formation  du  son,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
mouvements  des  particules  parallèlement  à  l'horizon.  En  eflet,  si  dans 

les  formules  du  n"  23  on  suppose  les  vitesses  verticales  r  ^  —^  nulles,  et 

par  cmiséquent  9  une  fonction  de  a-,  j',  /  sans  :;,  on  a  re(]ualioii 

■     /(l^'j)  _^    d^\  _  d^ 
\dx-        dy' )  ~  dr-  ' 

<|ui  est,  comme  on  voit,  tout  à  fait  semblable  à  la  précédente. 

El  comme  pour  les  ondes  formées  à  la  surface  de  l'eau,  les  élévations  ;: 
au-dessus  du  niveau  et  les  vitesses  horizontales /;.  r/  de  clia(|ue  particule 
sont  données  par  les  formules 

I  d-J  do'  do' 

g-  dt         '         dx        ^        df 

ainsi,  dans  les  agilalioiis  de  l'air  ou  ondes  sonores,  les  condensations^ 
et  les  vilesses  llori/ll^lal('s/^  <j  sont  données  par  les  formules  semblalilrs 

_     I   d'j  ^9  __  f/9 


in!  M(iu\t;Mi:Nr  i>i:s  i  i.iidks.  ih' 

Il  \  ;i  (loiK  une  |i;iil';iilc  ;iii;ilo^ir  ciilif  les  (iiidcs  rdiiiiccs  il  hi  siiii';icc 
(riiiic  eau  liaii{|uill(!  pai'  Ifs  clrvaliuiis  i-t  Ifs  abaissciiiciits  .succt-ssirs  (le 
l'eau,  cl  Ifs  (iiidfs  formées  dans  l'air  par  les  coiideiisalioiis  et  rarét'aetioiis 
successives  de  l'air;  analogie  (|iic  plusieurs  Auleiiis  avaiiMil  ileja  sup- 
posée, iiiai>  (pie  personne  iM.^(|n'ici  n'avail  encoïc  ri^onrcusenienl  de- 
iiionlree. 

\9.  On  pourra  donc  aussi  traiter  l'éipiation  des  ondes  pai'  les  méthodes 
ipie  l'on  a  dejii  employées  dans  la  Tliéoiic  de  la  |)ropa^ation  du  sou,  et 
l'on  e\prKpiera  par  ccn  meniez  nielliodes  lis  plieiiomiMies  sini^uliei's  de  la 
propaj^ation  unircu'mc  des  ondes,  de  son  indépendance  des  ébranlements 
lirimitil's  de  l'eau,  du  mélange  cl  de  la  reilc\i(Mi  des  ondes,  etc.,  ainsi 
i|ne  je  l'ai  l'ail  aulrcl'ois  ii  l'ci^aid  des  ondes  sonores  dans  les  deux  |)i'e- 
rniei's  tomes  des  Mcrnoircs  de  l'Académie  des  Sciences  de  Turin  f  '  j.  Sui'  (juoi 
voyez  aussi  les  Mémoires  de  celle  Académie  pour  les  années  i  709  et  1 76'), 
ainsi  ipie  les  Xoinedu.v  Cominenlaires  de  Pétershourg.  t.  XVI. 

A  l'égard  de  la  vitesse  des  ondes,  elle  sera  expiimée  par  la  racine  cai- 
rée  du  coellicienl  gcn,  comme  celle  du  son  l'esl  jiar  la  racini'  carrée  {\\\ 
coelïicienl  X- =  (S^A  (23j.  Or,  pai' ce  niétne  niinu'ro.  g  vs\  égal  au  donlile 
de  l'espace  qu'un  corps  grave  |)ai'couil  librenicnl  dans  le  temps  qui  est 
pris  pour  l'unité  des  temps;  ainsi,  en  expi'inianl  le  temps  en  sec(uides  et 
les  espaces  en  pieds  de  Pai'is,  on  aura,  comine  on  sait  p:ir'  rexpéiicncc, 
g  3o,  !()().  D(Uic,  si  la  proi'ondeiir  y  de  l'eau  est  de  1  pied,  la  vitesse 
des  ondes  sera  de  .'),  :'i9')  |)ieds  |)ai-  seconde.  |-]t,  si  la  prolundeur  de  l'eau 
ev|  plus  ou  moins  grande,  la  vitesse  des  ondes  variera  en  raison  suus- 
douldee  des  prolondcurs,  ponisu  (|u'elles  ne  soient  pas  trop  conside- 
rahles. 

.^0.  Au  l'csle,  (|uclles  ipu'  puissent  elre  la  prolondeiir  de  l'eau  et  la 
ligui'e  de  son  fond,  un  pourra  liinjours  emplo\er  la  Théorie  précédente, 
si  l'on  suppose  (pie  dans  la   l'ornialion  des  ondes  l'eau   n'csl  eliranlee  cl 

(*)   OEiwifs  lie  /.iifi/fi/if;/-.  I.  I,  p.    i<j  cl  i  Jl. 

94- 
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rt'iiuit'i'  (ju'ii  mil'  prorondeur  très-petite,  sii|)|)itsitioii  qui  est  très-|thiu- 
siltle  en  elle-niènu'  à  cause  de  la  téiiaeilé  et  de  l'adliérence  mutuelle  des 
|(;il  licMlfs  de  l'eau,  el  (|lli  si'  trouve  d'aillenis  conlil  lliee  par  rexpelience. 
même  ii  l'égard  des  grandes  ondes  de  la  mer. 

De  eelte  manière  done  la  vitesse  des  ondes  déterminera  tdie-mème  la 
proloiideiir  'j.  à  la(|uelle  l'eau  est  ai^itèe  dans  leui'  t'oi'inatioii  ;  car,  si  eette 
vitesse  «-st  de  //  pieds  par  seconde,  on  aura 


'1^ 


S        3o,i9(i 

(lu  trouve  dans  le  touie  X  des  anciens  Mémoires  de  l  Académie  des 
Sciences  de  Paris  des  expériences  sur  la  vitesse  des  ondes,  laites  |)ar 
.M.  de  la  Hire,  et  ijui  ont  donné  environ  i  pied  el  demi  |>ar  seconde  pour 
cette  vitesse,  ou  plus  exactement  i ,  'i  i  2  pieds  par  seconde.  Faisant  doue 

//  =  I .  '1 1  2,  on  aura  la  |)roi'ondeur  de de  nieil.  savoir  de    -   de  pouce, 

'  1000        '  10        ' 

011   10  liiiues  it  peu  près. 
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